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PRÉFACE 

DE  LA  CINQUIÈME  ÉDITION 


Toutes  les  parties  de  ce  Traité  ont  été  revues  avec 
soin  pour  la  présente  édition  ,  qui  comprend ,  en  outre, 
un  assez  grand  nombre  d'articles  que  1  on  ne  trouvait 
pas  dans  les  précédentes.  J'ai  ajouté  à  la  résolution  des 
équations  du  premfer  degré  la  démonstration  de  la 
règle  de  Cramer,  et  j'en  ai  déduit  une  discussion  géné- 
rale des  formules  relatives  à  un  système  de  n  équations 
du  premier  degré  à  n  inconnues,  qui  remplace  la  dis- 
cussion des  équations  à  trois  inconnues.  La  résolution 
de  deux  équations  du  second  degré  à  deux  inconnues 
a  reçu  plus  de  développements.  La  théorie  des  maxi- 
mums et  minimums  par  la  méthode  élémentaire  a  été 
modifiée  et  rendue  plus  complète.  Plusieurs  proposi- 
tions sur  les  nombres  ont  été  ajoutées,  entre  autres, 
le  théorème  de  Fermât  et  la  détermination  du  nombre 
des  entiers  moindres  qu'un  nombre  donné  et  premiers 
avec  lui.  La  théorie  des  fractions  continues,  l'analysé 
indéterminée,  la  théorie  des  logarithmes  et  celle  des 
inicréts  composés  ont  été  le  sujet  de  plusieurs  addi- 
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tions  et  de  quelques  modifications.  J  expose  la  résolu- 
tion en  nombres  entiers  de  l'équation  ax  -\-hj  ^=.  c 
par  le  procédé  que  M.  Catalan  a  indiqué,  et  qui  n'est 
autre  que  le  procédé  ordinaire  réduit  aux  seules  opé- 
rations essentielles  J'ai  ajouté  dans  le  chapitre  XI  la 
théorie  des  combinaisons  et  des  arrangements  qui  con- 
tiennent des  lettres  répétées,  la  loi  des  puissances 
d'un  polynôme ,  et  la  sommation  des  puissances  sem- 
blables et  entières  d'une  suite  de  nombres  en  progres- 
sion par  différence.  Dans  les  chapitres  XIII,  XIV,  XV 
et  XVI ,  qui  ont  pour  objet  les  équations  de  degré 
quelconque,  plusieurs  propositions  ont  aussi  été  intro- 
duites; ces  propositions  sont:  un  théorème  de  M.  Sturm 
qui  augmente  le  nombre  des  cas  où  la  règle  des  signes 
fait  connaître  qu'une  équation  n'a  pas  toutes  ses  ra- 
cines réelles;  le  théorème  de  M.  Bndan,  ou  de  Fou- 
rier,  pour  le  cas  où  il  n'y  a  pas  de  racines  imagi- 
naires; l'évaluation  des  racines  imaginaires,  et  plusieurs 
théorèmes  sur  la  résolution  algébrique  des  équations 
binômes.  Les  propositions  relatives  aux  limites  des 
racines,  la  détermination  des  racines  entières  et  la 
rectification  de  la  méthode  de  Newton,  reportée  au 
chapitre  XIV,  ainsi  que  le  théorème  de  Rollè,  ont  été 
présentées  d'une  manière  plus  simple.  La  théorie  de 
rabaissement  des  équations  a  été  exposée  avec  quel- 
(jues  modifications  dans  les  explications  et  dans  le 
choix  des  exemples,  l-ia  décomposition  des  fractions 
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raiionnellcs,  avec  un  moyen  simple  pour  reffectuer 
dans  le  cas  des  facteurs  multiples,  a  été  reportée  au 
chapitre  XVII.  Le  chapitre  XIX  contient  une  théorie 
complète  des  dérivées  pour  les  fonctions  qui  dépendent 
des  diverses  opérations  de  TAlgèbre,  ou  qui  renferment 
des  exponentielles  et  des  logarithmes;  la  théorie  des 
maximums  et  des  minimums  par  le  moyen  des  déri 
vées  se  trouve  ainsi  étendue  à  ces  fonctions;  et  il  en 
est  de  même  des  règles  relatives  à  l'évaluation  des 
expressions  qui  se  présentent  sous  une  forme  indéter- 
minée. Le  chapitre  XX  a  été  ajouté  en  entier;  la  table 
des  matières  fait  connaître  les  sujets  qui  y  sont  traités. 

Quelques  suppressions  ont  été  faites,  afin  d'éviter 
que  le  volume  ne  fût  trop  augmenté;  mais  elles  n'ont 
porté  que  sur  des  articles  peu  essentiels,  ou  qui  pou- 
vaient être  regardés  comme  superflus. 

J'ai  cité,  en  général,  dans  le  cours  de  l'ouvrage, 
les  savants  qui  ont  découvert  les  théorèmes  ou  les 
démonstrations  que  j'ai  exposés;  toutefois,  pour  com- 
pléter ces  citations,  je  dois  rappeler  que  dans  les 
avertissements  placés  en  tête  des  éditions  précédentes, 
il  était  indiqué  que  les  démonstrations  relatives  aux 
quantités  imaginaires,  aux  nombres  figurés  et  aux  déve- 
loppements en  séries,  étaient  empruntées  aux  publica- 
tions de  M.  Gauchy;  et  que,  pour  le  théorème  de  cet 
illustre  géomètre  qui  établit  que  toute  équation  a  une 
racine,  nous  avions  fait  usage  d'une  démonstration  due 
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à  M.  Sturm.  Je  dois  ajouter  encore  qu  à  l'égard  de  la 
rectification  de  la  méthode  de  Newton,  telle  qu'elle  est 
présentée  dans  Tédition  actuelle ,  je  me  suis  servi ,  pour 
les  formules  préliminaires,  d'une  démonstration  qui  se 
trouve  dans  V Algèbre  de  M.  Finck,  et  le  reste  de  Tex- 
plication,  à  la  rédaction  près,  appartient  à  M.  Ossian 
Bonnet.  • 


Octobre  1849. 
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CHAPITRE  PREMIER. 


INTRODUCTION. 

Premier  aperçu  des  procédés  qui  servent  à  faciliter 
la  résolution  des  problèmes  d'Arithmétique. 

1.  L'objet  que  l'cTn  a  parliculièrement  en  vue  dans 
FAlgèbre  est  d'établir  des  méthodes  à  l'aide  desquelles  on 
puisse  découvrir  les  opérations  qu'il  faut  exécuter  sur  des 
nombres  donnés ,  afin  d'obtenir  d'autres  nombres  inconnus 
qui  dépendent  des  premiers  suivant  des  conditions  déter- 
minées, 

2.  Pour  montrer  l'origine  de  cette  science ,  supposons  qu( 
l'on  ait  à  résoudre  la  question  suivante  : 

Partager  %go  francs  entre  trois  personnes,  de  telle  sorte 
que  la  seconde  ait  1 15  francs  de  plus  que  la  première^  et 
la  troisième  iSo  francs  de  plus  que  la  seconde. 

Si  l'on  connaissait  une  des  parts ,  la  première  par  exem- 
ple, on  obtiendrait  aisément  les  deux  autres. 

Or,  la  seconde  part  devant  être  égale  à  la  première  aus^- 
mentée  de  ii5  fr.,  la  troisième  part,  qui  doit  être  égale  a 
la  seconde  augmentée  de  180  fr.,  sera  égale  à  la  première 
augmentée  de  ii5  fr.  plus  180  fr.,  ou  à  la  première  aui^- 
mentée  de  296  fr. 

5*^  f'rfit.  .  r 
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Donc ,  la  somme  des  trois  parts  sera  formée  de  trois  fois 
la  première  part  plus  iï5  fr.,  plus  encore  29D  fr.,  ce  qui 
est  la  même  chose  que  trois  fois  la  première  part  plus  4io  fr. 

Cette  somme  doit  être  égale  au  nombre  à  partager. 

Donc  trois  fois  la  première  part  plus  ^\o{v.  doivent  éga- 
ler 890  fr. 

Donc  trois  fois  la  première  part  égaleront  890  fr.  moins 
410  fr.,  ou  480  fr. 

Donc  la  première  part  égalera  le  tiers  de  180  fr.,  ou 
160  fr. 

Puisque  la  première  personne  a  160  fr.,  la  seconde  aura 
160  fr.  plus  ii5  fr.,  ou  2^5  fr.^  et  la  troisième  aura  2^5  fr. 
plus  i8ofr.,ou  455  fr.  Ces  trois  sommes  réunies  font  890  fr.; 
ce  qui  prouve  l'exactitude  de  la  solution. 

3.  Cet  exemple  donne  un  aperçu  du  genre  des  raisonne- 
ments qu'il  faut  faire  pour  résoudre  les  problèmes  que  l'on 
peut  se  proposer  à  l'égard  des  nombres,  et  l'on  voit  que. 
pour  exprimer  ces  raisonnements,  on  a  surtout  besoin  d'em- 
ployer et  de  répéter  fréquemment  certaines  expressions  qui 
indiquent  ou  les  nombres  que  l'on  cherche,  comme  ces  mot.'i 
plusieurs  fois  répétés  dans  la  question  ci-dçssus ,  première 
part  y  seconde  part,  etc.,  ouïes  relations  qui  existent  entre 
les  quantités  que  l'on  considère,  et  les  opérations  par  les- 
quelles elles  se  déduisent  les  unes  des  autres,  comme  ces 
mots  égale  à,  plus  ou  augmenté  de,  moins  ou  diminué 
de,  etc.  Il  est  donc  naturel  d'adopter  des  signes  particuliers 
pour  représenter  d'une  manière  abrégée  ces  sortes  d'expres- 
sions. / 

4.  On  indique  l'addition  par  le  signe  H-  qu'on  prononce 
plus.  Ainsi ,  3 1  -I-  1 2  -f-  8  signifie  qu'on  doit  faire  la  somme 
des  trois  nombres  3i,  12  et  8. 

La  soustraction  s'indique  par  le  signe  —  qu'on  prononr( 
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moins.  Ainsi,  ?)i  —  12  signifie  que  Ton  doit  soustraire  11 
de  3 1 . 

Pour  exprimer  la  multiplication,  on  se  sert  du  signe  X 
qu'on  lit  multiplié  par,  ou  bien  on  place  entre  les  facteurs 
un  point  5  ainsi ,  pour  indiquer  le  produit  des  deux  nombres 
3i  et  5 ,  on  écrit  3i  X  5,  ou  3i.5.  Pareillement,  pour  in- 
diquer le  produit  des  nombres  3i,  5,  8  et  11,  c'est-à-dire 
le  résultat  qu'on  obtiendra  en  multipliant  successivement 
3i  par  5,  le  produit  par  8  et  le  nouveau  produit  par  1 1 ,  on 
écrit  3ix5x8xii,  ou  bien  3 1 . 5  . 8 . 1 1 . 

Pour  exprimer  qu'un  nombre  doit  être  divisé  par  un 
autre,  on  écrit  celui-ci  au-dessous  du  premier,  et  on  les 
sépare  par  une  barre ,  ou  bien  on  écrit  le  diviseur  à  la  suite 
du  dividende,  en  les  séparant  par  deux  points.  Ainsi,  pour 
indiquer  le  quotient  de  8  par  6,  on  écrit  |-,  ou  8  !  ô. 

On  exprime  l'égalité  de  deux  quantités  par  le  signe  = 
qui  se  prononce  égale.  Ainsi ,  3-|-5  —  2  =  6selit3  plus  5 
moins  2  égale  6 . 

Pour  exprimer  les  mots  plus  grand,  plus  petit,  on  em- 
ploie le  signe  ^,  en  ayant  soin  de  tourner  l'ouverture  de 
ce  signe  vers  la  quantité  qui  est  la  plus  grande.  Ainsi ,  pour 
exprimer  l'inégalité  des  deux  fractions  ~  et  f^ ,  dont  la  se- 
conde est  plus  grande  que  la  première,  on  écrit  J-j  ^  ^,  ou 
bieni<-H. 

Pour  représenter  abrévialivemenl  un  nombre  inconnu 
qu'il  s'agit  de  déterminer,  on  se  sert  d'une  lettre  qu'on  choi- 
sit de  préférence  parmi  les  dernières  lettres  de  l'alphabet. 

Quand  un  nombre  qu'on  a  désigné  par  une  lettre  doit 
être  multiplié  par  un  autre  nombre  connu,  on  se  contente 
de  placer  ce  nombre  devant  la  lettre.  Ainsi ,  pour  marquer 
qu'un  nombre  qu'on  a  représenté  par  x  doit  être  multiplié 
par  5,  on  écrit  ^  x  \  si  le  nombre  x  doit  être  multiplié  par  j, 
le  produit  s'exprime  par  -^x. 

5.   Au  moyen  des  conventions  qui  viennent  d'être  éta- 

1 . 
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blies,  on  peut  écrire  les  raisonnemems  du  n-  Î2,  comme  on 

le  voit  ci-après  : 

La  première  part  étant  désignée  par ^ 

la  seconde  part  sera ....  ,        /r 

,  ,   ^  ^  -h  I  10, 

et  la  troisième  sera  ^  -h  1 15  -+-  i8o,  ou ^  -f-  295. 

Il  suit  de  là  que  la  somme  des  trois  parts  sera .  3x  +  ii5  -|_  2q7 

ou  simplement. .  ,  •>  /  ' 

j  *  o-a?  +  4io; 

donc Q       ,,  _ 

Donc 5  Q  / 

-^«2^  =  090  ~  4  10, 

ou,  ce  qui  revient  au  même 3x  =  /So 

^onc *  "  "      ^  ^  _^  ' 

et  en  effectuant  la  division x  =  ik  ' 

De  cette  manière  on  substitue  à  récriture  ordinaire  une 
écriture  plus  rapide,  qui  permet  mieux  de  voir  à  chaque 
instant^  et  d'un  seul  coup  d'œil,  le  point  où  la  question  a 
ete  amenée;  et  par  là,  la  solution  est  rendue  à  la  fois  plus 
prompte  et  plus  facile. 

6.  En  examinant  avec  soin  la  solution  qui  vient  d'être 
donnée ,  on  voit  que ,  pour  obtenir  la  première  part ,  qui  est 
celle  qu  on  a  désignée  par  x,  on  retranche  de  890,  qui  est 
le  nombre  à  partager,  une  somme  4 1  o  formée  de  l'excès  1 1  > 
de  la  seconde  part  sur  la  première  et  de  ce  même  nombre  ,  i  ^) 
augmenté  de  Fexcès  1 80  de  la  troisième  part  sur  la  seconde  ; 
puis  on  prend  le  tiers  du  reste. 

Il  est  clair  que  si  les  nombres  donnés  890,  ii5  et  180 
étaient  remplacés  par  d'autres,  on  serait  encore  conduit  à 
des  opérations  exactement  semblables. 

Ainsi,  que  i25o  soit  le  nombre  à  partager,  170  l'excès 
de  la  seconde  part  sur  la  première,  et  220  l'excès  de  la  troi- 
sième sur  la  seconde,  on  fera  la  somme  de  220  et  i^o,  et 
on  ajoutera  170  à  cette  somme,  ce  qui  revient  à  fai.e  la 
somme  de  deux  fois  170  et  220;  on  soustraira  cette  somme 
^6o  de  12.0;  enfin  on  divisera  le  reste  6qo  par  3.  Le  quo- 
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tient  23o  sera  la  valeur  de  la  plus  petite  part.  Ou  vérifieia 
Texactitude  de  ce  résultat  en  calculant  les  deux  autres 
parts  et  les  ajoutant  à  la  première  :  la  somme  sera  égale 
à  i25o. 

On  parvient  doue,  au  moyen  d'un  seul  exemple,  à  une 
règle  par  laquelle  on  peut  résoudre  immédiatement  ^  et  sans 
repasser  par  1(3S  détails  des  raisonnements,  toutes  les  ques- 
tions semblables  à  celle  que  Ton  s'était  proposée,  et  qui 
n  en  dilïèrent  que  par  les  valeurs  des  nombres  donnés. 

7.  Il  est  aisé  de  concevoir  combien  il  serait  utile  de  pou- 
\oir  généraliser  ainsi  la  solution  de  chaque  problème,  en 
la  faisant  consister  uniquement  dans  la  détermination  des 
opérations  à  exécuter  sur  les  nombres  donnés  afin  d'obtenir 
les  nombres  inconnus. 

Pour  y  parvenir  avec  facilité  dans  toutes  les  questions , 
on  représente  les  nombres  donnés  par  des  lettres,  en  ayant 
soin  de  choisir  les  premières  lettres  de  Falphabet,  afin  de 
distinguer  ces  nombres  de  ceux  qui  sont  inconnus  et  qu'on 
représente  par  les  dernières  lettres. 

8.  Au  moyen  de  cette  convention,  la  question  du  n^^  2 
s  exprime  généralement  de  cette  manière  : 

Partager  un  nombre  a  en  trois  paHies,  de  telle  sorte 
que  la  seconde  sw^passe  la  première  de  b,  et  la  troisième 
surpasse  la  seconde  de  c. 

Alors  on  raisonne  comme  il  suit  : 

La  première  partie  étant  désignée  par     x, 

la  seconde  sera x  -\-  b^ 

et  la  troisième  sera x  -h  Z>  -h  c  ^ 

donc  la  somme  des  trois  parties  sera ....    '6x  -\-  'ib  -\-  c. 

On  devra  donc  avoir  l'égalité 
On  conclut  de  cette  égalité,  que  la  quantité  3 a:  doit  être 
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égale  ai'  nombre  a  diminué  de  ib  -\-  c ^  ou ,  ce  qui  revient 

au  même ,  à  a  diminué  de  2  è  et  diminué  encore  de  c  ^  ainsi 

"^x  =:  a  —  7.b  —  c, 

et  puisque  x  est  le  tiers  de  3  x,  on  obtient  enfin 

a  —  2  ^  —  f 


X  =r 


3 


Le  dernier  résultat  est  l'expression  abrégée  de  cette  règle  : 
Retranchez  du  nombre  à  partager  le  double  de  V excès 
de  la  moyenne  partie  sur  la  plus  petite,  et  retranchez  du 
reste  l'excès  de  la  plus  grande  paitie  sur  la  moyenne  ; 
puis  divisez  le  résultat  par  3  :  le  quotient  sera  la  plus  pe- 
tite partie. 

Telle  est,  en  effet,  la  règle  qu'on  avait  déduite  de  la  so- 
lution particulière  exposée  dans  le  n°  5. 

9.  Les  égalités  qui  servent  à  déterminer  des  nombres 
inconnus ,  comme  l'égalité  ci-dessus  Z x  -\-  ib  -\-  c  ^:=^  a ^  se 
nomment  des  équations  j  et  les  expressions  qui  indiquent 
les  opérations  qu'on  doit  faire  sur  les  nombres  connus  afin 
d'obtenir  les  nombres  inconnus,  se  nomment  des  formules. 

Pour  appliquer  la  formule  x  =^  5 à  l'exemple  du 

n"  2,  on  remplace  a  par  890,  b  par  ii5,  c  par  180,  c'est- 
à-dire  que  l'on  pose  a  =  890,  b  =  ii5,c=i8o^on  trouve 
ainsi 

8qo  —  2  X  1 1 5  —  1 80 


-  1 


60. 


10.  Supposons  que  l'on  vemWe  partager  le  nombre  d  en 
quatre  parties,  de  manière  que  la  deuxième  surpasse  la 
première  de  b,  la  troisième  surpasse  la  seconde  de  c ,  e! 
la  quatrième  surpasse  la  troisième  de  A. 
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La  première  partie  étant  désignée  par     x, 

la  seconde  partie  sera r  -h  />, 

la  troisième .r  4-  ^  -f-  c , 

et  la  quatrième x  -\-  b  ~\-  c  -\-  d -^ 


donc  la  somme  des  quatre  parties  sera ..    4^+3Z>-f-2c-f-r/. 
On  devra  donc  avoir  l'équation 

4  -^'"  +  3  />  -h  2  c  -f  d  =.  a^ 
par  conséquent, 

^x  =z  a  —  2t  h  —  ic  —  r/, 
a  —  Z  b  —  le  —  d 

.=  - 4 

On  voit  par  cette  formule  que,  pour  obtenir  la  plus 
petite  paitie,  il  faudra  soustraire  du  nombre  à  partager 
3  fois  l'excès  de  la  seconde  partie  sur  la  première,  i  fois 
l  excès  de  la  troisième  sur  la  seconde,  et  V excès  de  la  qua- 
trième sur  la  troisième^  puis  diviser  le  résultat  par  4. 

1 1 .  Supposons  encore  que  l'on  demande  de  partager  le 
nombre  a  en  cinq  punies,  de  manière  que  la  deuxième  sur- 
passe la  première  Je  b,  la  troisième  surpasse  la  deuxième 
de  c^  la  quatrième  surpasse  la  troisième  de  d ,  et  la  cin- 
quième suT'passe  la  quatrième  de  e. 

En  raisonnant  comme  dans  les  exemples  précédents ,  on 
parviendra  à  la  formule 

a  —  A.b  —  3^  —  2.d — c 

'"'-  5  .     ' 

c'est-à-dire  que,  pour  obtenir  la  plus  petite  partie^  d 
faudra  soustraire  du  nombre  à  partager  4  fois  l'excès  de 
la  seconde  partie  sur  la  première ,  3  fois  l'excès  de  la  troi- 
sième sur  la  seconde,  1  fois  l'excès  de  la  quatrième  sur 
la  troisième,  et  enfin  l'excès  de  la  cinquième  sur  la  qua- 
trième^ puis  diviser  le  résultai  par  5, 
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42.  L'uniformité  des  règles  auxquelles  on  parvient  dans 
les  différents  cas  que  nous  venons  de  considérer,  permet  de 
conclure  que ,  quel  que  soit  le  nombre  des  parties .  si  cha- 
cune d'elles  doit  surpasser  la  précédente  d'une  quantité 
donnée,  il  faudra  soustraire  du  nombre  à  partager  Texcès 
de  la  seconde  partie  sur  la  première ,  répété  autant  de  fois 
moins  une  qu'il  doit  y  avoir  de  parties,  l'excès  de  la  troi- 
sième partie  sur  la  seconde,  répété  autant  de  fois  moins 
deux  qu'il  doit  y  avoir  de  parties,  l'excès  de  la  quatrième 
sur  la  troisième,  répété  autant  de  fois  moins  trois  qu'il  doit 
y  avoir  de  parties,  et  ainsi  de  suite^  de  sorte  que  l'on  sous- 
traira seulement  deux  fois  l'excès  de  la  pénultième  partie 
sur  l'antépénultième,  et  une  seule  fois  l'excès  de  la  dernière 
partie  sur  la  pénultième:  le  reste  divisé  par  le  nombre  des 
parties  donnera  la  valeur  de  la  plus  petite  partie. 

Que  le  nombre  à  partager  soit  représenté  par  a ,  l'excès 
de  la  seconde  partie  sur  la  première  par  è,  l'excès  de  la  troi- 
sième sur  la  seconde  par  c,  l'excès  de  la  quatrième  sur  la 
troisième  par  J,  ainsi  de  suite,  enfin  l'excès  de  la  pénul- 
tième sur  l'antépénultième  par  A,  l'excès  de  la  dernière 
sur  la  pénultième  par  Z;  et  désignons  le  nombre  des  parties 
par  n. 

Pour  indiquer  que  le  nombre  b  doit  être  répété  autant 
de  fois  moins  une  qu'il  y  a  de  parties ,  ou  jî  —  i  fois ,  on 
enferme  la  quantité  n  —  i  entre  deux  parenthèses,  et  l'on 
écrit  [n  —  i)  X  ^,  ou  plus  simplement  (n  —  i)  h.  On  re- 
présente pareillement  par  (ii  —  2)  c  le  produit  résultant  de 
l'excès  c  répété  autant  de  fois  qu'il  y  a  de  parties  moins 
deux,  par  [n  —  Z)  d  le  produit  résultant  de  l'excès  d répété 
autant  de  fois  qu'il  y  a  de  parties  moins  trois,  etc.  Alors, 
en  désignant  par  x  la  plus  petite  partie,  on  écrit  la  règle 
qui  vient  d'être  énoncée,  comme  on  le  voit  ci-dessous  : 

a  —  [n  —    \)  b  —  [n  —  2)  c  —  [n  —  Z)d .  .  —  ik  —  / 
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On  doit  d'ailleurs  entendre  par  les  points  placés  entre  les 
quantités  [n  —  3)  d et  2k  que,  pour  chaque  valeur  de  n,  il 
faudra  écrire  entre  ces  quantités  les  excès  de  chaque  partie 
sur  la  précédente ,  depuis  la  cinquième  partie  jusqu'à  l'anté- 
pénultième ,  multipliés,  comme  les  précédents,  par  des  nom- 
bres qui  décroissent  d'une  unité  à  partir  de  n  —  4- 

Cet  exemple  fait  ressortir  toute  la  simplicité  des  nota- 
tions algébriques,  et  il  montre  en  même  temps  quel  degré 
de  généralité  ces  notations  permettent  de  faire  acquérir  à 
la  résolution  d'une  question. 

13.  Les  notations  nouvelles  dont  nous  venons  de  faire 
usage  se  rencontreront  fréquemment  dans  la  suite  ^  c'est 
pourquoi  elles  doivent  fixer  l'attention.  Il  est  donc  néces- 
saire de  se  rappeler  que  pour  indiquer  un  produit  dont  les 
facteurs  sont  représentés  par  des  lettres,  on  se  contente  d'é- 
crire ces  lettres  les  unes  à  côté  des  autres,  sans  mettre  aucun 
signe  entre  elles  :  de  sorte  que  les  expressions  ah^  abc  sont 
regardées  comme  équivalentes  à  celles-ci:  a'x^b^  ay<,by<ic. 

Il  faut  aussi  remarquer  qu'on  ne  doit  pas  confondre  les 
expressions  [a  -^  b)y<c  et  a  -\-b  'Xc:  dans  la  première , 
les  parenthèses  servent  à  indiquer  que  l'addition  des  nom- 
bres a  et  b  doit  être  effectuée  avant  qu'on  ne  fasse  la  mul- 
tiplication; tandis  que  l'expression  a  -\-  b  y<  c  signifie  que 
l'on  doit  ajouter  à  a  le  produit  b  X  c  on  bc .  Par  exemple , 
si  l'on  a  a=^S^  Z>  =  3,  c  =  y,  l'expression  (a -^  b)  X  c 
vaut  8x7  ou  56,  et  l'expression  a-+-  bxc  vaut  5  H-  21 
ou  26. 

14.  On  a  souvent  à  résoudre  cette  question:  Troui^er 
deux  nombres  dont  on  connaît  la  somme  et  la  différence. 
En  représentant  par  a  la  somme  donnée  des  deux  nombres  , 
et  par  b  leur  diiïerence ,  la  question  revient  à  partager  le 
nombre  a  en  deux  parties  telles  que  l'une  surpasse  l'autre 
de  h  :  elle  n'est  donc  qu'un  cas  particulier-  de  la  question  du 
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n"  12.  La  plus  petite  partie,  ou  le  plus  petit  des  deux  nom- 
bres demandés ,  est  alors 

a  —  b 
1 

11  en  résulte  que  la  plus  grande  partie,  ou  le  plus  grand 

des  deux  nombres  demandés,  est \-  h.  Or,  d'après  la 

règle  connue  pour  l'addition  d'un  nombre  entier  et  d'une 
fraction ,   on  peut  remplacer  la   dernière   expression  par 

;  d'ailleurs ,  il  est  clair  que  si  l'on  retranche  h 

de  a ,  et  qu'on  ajoute  ensuite  2  Z>  au  reste ,  le  résultat  sera 
le  même  que  si  l'on  ajoutait  simplement  h  à  a.  Le  plus  grand 
des  deux  nombres  cherchés  est  donc 

1 

Ainsi ,  on  obtient  le  plus  petit  des  deux  nombres  en 
retranchant  la  différence  de  ces  nombres  de  leur  somme, 
et  prenant  la  moitié  du  reste,  et  on  obtient  le  plus  grand 
nombre  en  ajoutant  la  différence  à  la  somme ^  et  prenant 
la  moitié  du  résultat. 

15.  Dans  les  questions  dont  nous  nous  sommes  occupés 
jusqu'ici,  nous  n'avions  d'autre  objet  que  de  faire  connaître 
l'origine  et  Tutilité  des  notations  algébriques.  Nous  allons 
maintenant  résoudre  un  problème  qui  fera  voir  à  quelles 
sortes  de  règles  ces  notations  donnent  naissance. 

On  propose  à  un  marchand  un  lot  de  ^o  pièces  d'é- 
tojffe  de  deux  qualités  différentes,  au  prix  commun  de 
?>i  fr.  par  pièce.  Le  marcharid  juge  qu'en  achetant  à  ce 
prix,  il  pourra  faire  un  bénéfice  de  5  Jr.  sur  chaque  pièce 
de  la  qualité  supérieure ,  et  il  perdra  4  fr-  sur  chacune 
des  autres.  Combien  doit-il  exiger  qu'on  lui  livre  de  pièces 
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de  la  meilleure  qualité ,  pour  quil  puisse  gagner  sur  la 
totalité  une  somme  égale  au  dixième  du  prix  d'achat? 

Représentons  par  x  le  nombre  de  pièces  que  le  marchand 
vendra  avec  bénéfice,  le  nombre  de  celles  qu'il  vendra  avec 
perte  sera  I\o  —  x.  Le  bénéfice  produit  par  la  vente  de  x 
pièces  de  la  meilleure  qualité  sera  x  fois  5  fr.,  ou  5xfr.; 
la  perte  occasionnée  par  la  vente  des  pièces  de  la  qualité 
inférieure  sera  exprimée  par  le  produit  de  4*>  —  ^  P^i"  4-) 
ou  (4o  —  x)  X  4  5  Gt  comme  le  bénéfice  doit  excéder  la  perte 
de  128  fr.,  on  devra  avoir 

5  X  —  (4o  —  a:)  X  4  ^^  '  2^- 

Cette  équation  présente  une  complication  qui  n'existait 
pas  dans  les  équations  fournies  par  les  questions  précé- 
dentes, et  qui  consiste  en  ce  que  le  nombre  inconnu  se 
trouvé  engagé  dans  uue  soustraction  dont  le  résultat  doit 
être  répété  quatre  fois  et  soustrait  ensuite  de  la  quantité  5  x. 
Mais  avec  un  peu  d'attention,  on  découvre  facilement  le 
moyen  de  faire  disparaître  cette  complication. 

D'abord,  on  peut  obtenir  une  expression  du  produit 
(40 — x)x4  qiii  soit  délivrée  de  parenthèses.  Il  est  clair,  en 
effet,  que  ce  produit  doit  être  égal  à  celui  de  \o  par  4 5  dimi- 
nué de  celui  de  x  par  4  ^  or  le  produit  de  4o  par  4  est  160  5 
on  a  donc  (4o  —  a:)  X  4  =  1^0  —  l^x.  Comme  le  produit 
(4o  —  x)  X  4  devait  être  soustrait  de  5  x,  il  faut  retran- 
cher de  5.r  la  quantité  160  —  ^x.  Pour  indiquer  cette  opé- 
ration, on  devrait  encore  employer  les  parenthèses,  et 
mettre  5x — (160 — l^oc)  \  car  si  l'on  écrivait  ^x — 160 — 4'^S 
cela  signifierait  que  l'on  doit  soustraire  160  de  5x  et  sous- 
traire encore  l\x  du  reste  j  de  sorte  que  la  quantité  5 userait 
réellement  diminuée  de  la  somme  des  quantités  160  et  4^- 
Mais  on  peut  obtenir  une  expression  de  l'opération  propo- 
sée sans  employer  de  parenthèses^  car  si  l'on  soustrait  d'a- 
bord 160  de  5.r,  le  reste  5.r —  i(So  sera  trop  faible  de  f\x^ 
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puisqu'on  aura  soustrait  une  quantité  trop  forte  àe  4^'-) 
donc  le  véritable  reste  est  dx —  i6o  -f-  4^- 

Au  moyen  de  ces  observations,  l'équation  ci-dessus 
5  a:  —  (4o  —  x)x4  =  128  se  change  dans  la  suivante  : 

5x —  160  4- 4-3^  =  128. 

Or  5x — 160  4- 4-^  tîst  évidemment  la   même  chose  que 
9  X'  —  1 60  ^  donc 

i)jc  —  160  =  128. 
On  conclut  de  là 

9^7=128-1-160,     ou     9^=^288, 

288 
x  = 7       ou      X  =  01. 

9 

Il  faut  donc  que  le  marchand  reçoive  32  pièces  de  la 
meilleure  qualité.  En  eÛ'et,  s'il  vend  32  pièces  avec  un  bé- 
néfice de  5  fr.  par  pièce,  il  gagne  160  fr.^  et  en  vendant  les 
8  autres  pièces  à  4  fr-  de  perte,  il  perd  32  fr.;  le  gain  qu'il 
fait  sur  la  totalité  est  donc  160  fr.  —  32  fr.,  ou  128  fr. 

16.  La  question  que  nous  venons  de  traiter  peut  être 
généralisée  de  cette  manière  : 

Partage!^  un  nombre  a  eu  deux  parties  telles  que ,  le 
produit  de  la  seconde  partie  par  c  étant  retranché  du 
produit  de  la  première  partie  par  b,  le  r^este  soit  égal  à 
un  nombre  connu  à. 

Nommons  x  la  première  partie,  la  seconde  sera  a  —  x\ 
et  l'énoncé  du  problème  se  traduira  par  l'équation 

bx  —  {a  —  x)  yCc  =z  d. 

En  raisonnant  comme  dans  l'exemple  précédent,  on  voit 
que,  au  lieu  de  [a  —  x)'Xc^  on  peut  écrire  ac  —  ex ^ 
vi  pour  exprimer  le  reste  hx —  [ac  —  ex)  ,  on  peut  écrire 
hx  —  ac  H-  ex.  L'équation  ci-dessus  revient  donc  à 

hx  —  (ic  -\-  ex  =z  (l. 
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La  somme  Ijx  ■+-  ex  exprime  que  x  est  pris  autant  de  fois 
qu'il  y  a  d'unités  dans  la  somme  h  -{-  c ,  ce  qui  peut  aussi 
s'indiquer  par  (h  -+-  c)  x.  On  peut  donc  écrire  encore  l'équa- 
tion comme  il  suit  : 

(h  -\-  c)  X  —  ac  =z  d\ 

alors  on  en  conclut  aisément 

[k  -h  t')  X  =.  d  -\-  ac  ^ 

d-\-  ac 
b  -h  c 

En  mettant  dans  cette  formule,  à  la  place  des  lettres,  1rs 
nombres  que  nous  avons  d'abord  considérés,  savoir,  a  =  j\ii, 
Z>  =:  5,  c  =r  4,  d=  128,  on  trouve 

_  128  +  40  X  4_  128+  160  __  288  _ 
'^'~"        5  H- 4        ~     5  +  4~  ~  ""^  ~ 

17.  En  généralisant  les  raisonnements  par  lesquels  on  a 
transformé  l'expression  bx — [a  —  x)'Xc  en  bx  —  ac-]-cj\ 
et  celle-ci  en  [b  ^  c)  x  —  ac ,  on  est  conduit  à  des  règles  au 
moyen  desquelles  on  pratique  sur  les  quantités  exprimées 
avec  des  lettres,  qu'on  nomme  quajitilés  algébriques  ou  ///- 
térales,  des  opérations  analogues  à  celles  de  l'arithmétique, 
et  qu'on  appelle  comme  celles-ci  addùion^  soustractwji , 
multiplication ,  division  ,•  ces  opérations  étant  toutefois  diffé- 
rentes de  celles  de  l'arithmétique  en  ce  que,  dans  l'algèbre, 
comme  le  fait  remarquer  Lacroix,  les  résultats  des  diffé- 
rentes opérations  ne  sont  encore  que  des  indications  de 
calculs  à  effectuer,   et  ne  présentent  réellement  que  des 
transformations  des  opérations  primitivement  indiquées  en 
d^ autres  qui  produisent  le  même  effet,  mais  dont  récri- 
ture algébrique  est  plus  simple  ou  mieux  appropriée  aux 
besoins  de  la  question  que  Von  traite. 

L'ensemble  de  ces  opérations  constitue  le  calcul  algé- 
brique. 
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18.  On  voit  aussi,  par  les  questions  dont  nous  nous 
sommes  occupés ,  que  la  résolution  d'un  problème  est ,  en 
général ,  composée  de  deux  parties.  Dans  la  première  partie, 
on  cherche  à  former,  d'après  les  conditions  du  problème,  au 
moyen  des  quantités  connues  représentées  par  des  nombres 
ou  par  des  lettres,  et  de  la  quantité  inconnue  toujours  ex- 
primée par  une  lettre ,  deux  expressions  différentes  d'une 
même  quantité,  et  on  les  égale.  Cela  s'appelle  mettre  le 
problème  en  équation.  Dans  la  seconde  partie,  on  déduit 
de  Téquation  la  valeur  de  la  quantité  inconnue ,  ce  qui  s'ap- 
pelle résoudre  V équation^  et  comme  les  raisonnements  qu'on 
emploie  dans  cette  seconde  partie  se  reproduisent  pour 
chaque  question  d'une  manière  uniforme ,  on  peut  les  ré- 
duire à  un  petit  nombre  de  règles  fixes. 

19.  Nous  exposerons  dans  les  chapitres  suivants  les  règles 
du  calcul  algébrique  et  celles  qui  conduisent  à  la  résolution 
des  équations  ;  mais  pour  pouvoir  expliquer  ces  règles  dans 
toute  leur  généralité,  nous  devons  traiter  auparavant  un 
autre  sujet. 

Des  quantités  tiégatives. 

20.  Il  arrive  souvent  dans  l'algèbre  que  l'on  est  conduit 
à  une  soustraction  qui  ne  peut  pas  être  exécutée ,  parce  que 
le  nombre  que  l'on  doit  soustraire  est  plus  grand  que  celui 
dont  il  faut  le  soustraire  ;  dans  ce  cas ,  on  retranche  le  plus 
petit  nombre  du  plus  grand ,  et  l'on  place  devant  le  reste  le 
signe — .  Si  l'on  a  à  soustraire,  par  exemple,  lo  de  ^,  on 
dit  que  le  reste  est  —  3. 

Une  expression  formée  d'un  nombre  précédé  du  signe  — , 
comme  —  3,  se  nomme  quantité  soustractîi^e  ou  iiégatii^e. 
Par  opposition ,  on  regarde  les  nombres  qui  ne  sont  précé- 
dés d'aucuns  signes  comme  étant  affectés  du  signe  -}-,  et  on 
leur  donne  la  dénomination  de  quantités  arlditis'es  ou  po- 
sitwes. 
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J^a  valeur  absolue  d\ine  quantité  est  le  nombre  dont 
cette  quantité  est  formée,  pris  indépendamment  du  signe 
qui  le  précède. 

21.  Supposons  qu'on  ait  exprimé  par  a  la  valeur  des 
biens  qu'une  personne  possède ,  et  par  b  ce  qu'elle  doit.  Si  a 
est  plus  grand  que  b^  cette  personne  possédera  une  fortune 
égale  k  a  —  Z>;  si,  au  contraire,  a  est  moindre  que  ^,  ell(^ 
sera  dans  le  même  cas  que  si  elle  ne  possédait  rien  et  devait 
une  somme  égale  à  ^  —  a\  mais  on  pourra  comprendre  les 
deux  cas  dans  une  même  expression ,  en  convenant  de  re- 
garder la  différence  a  —  b  comme  représentant  un  bien 
réel,  ou  une  dette,  selon  que  cette  différence  sera  positive 
ou  négative. 

Par  exemple,  si  l'on  a  «  =  2000  et  b  =  2600,  il  en  ré- 
sultera a  —  b  =  —  5oo,  et  au  lieu  de  dire  que  la  personne 
dont  on  veut  exprimer  la- fortune  doit  5oo  fr.  au  delà  de  ce 
qu'elle  possède,  on  dira  qu'elle  possède  — 5oo  fr. 

Supposons  encore  que  a  représente  l'espace  qu'un  mobile 
a  parcouru  sur  une  droite ,  à  partir  d'un  point  fixe ,  dans 
un  sens  désigné ,  et  b  l'espace  dont  le  môme  mobile  a  rétro- 
gradé par  un  mouvement  en  sens  contraire.  Si  b  est  moindre 
que  a ,  le  mobile  se  sera  éloigné  du  point  de  départ  d'une 
quantité  égale  à  a  —  Z>,  dans  le  sens  du  premier  mouve- 
ment -,  si ,  au  contraire,  b  est  plus  grand  que  a ,  le  mobile  sera 
distant  du  point  de  départ,  dans  la  direction  opposée,  d'une 
quantité  égale  à  b  —  a-^  et  on  pourra  représenter  dans  les 
deux  cas  la  distance  du  mobile  au  point  de  départ  par  la 
différence  a  —  ^,  en  convenant  que  cette  distance  devra  être 
prise  dans  le  sens  du  premier  mouvement,  ou  dans  le  sens 
du  second,  suivant  que  la  quantité  a —  b  sera  positive  ou 
négative. 

22.  Ces  exemples  montrent  comment  les  quantités  peu- 
vent se  présenter  sous  deux  acceptions  opposées,  qui  cor- 
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respondent  aux  idées  d'augmentation  et  de  diminution  ex- 
primées par  les  signes  -f-  et  — .  C'est  cette  considération 
qui  a  conduit  les  algébristes  à  introduire  les  quantités  néga- 
tives dans  leurs  calculs,  en  adoptant  des  conventions  au 
moyen  desquelles  ils  étendent,  par  rapport  à  ces  quanti- 
tés ,  le  sens  des  quatre  opérations ,  Addition ,  Soustraction  , 
Multiplication,  Division,  comme  nous  allons  l'expliquer. 

23.  On  ajoute  deux  quantités  de  signes  contraires,  en 
prenant  la  différence  de  leurs  ^valeurs  absolues,  et  V affec- 
tant du  signe  de  la  quantité  dont  la  valeur  est  la  plus 
grande^ 

Et  pour  ajouter  deux  quantités  négatives ,  on  fait  la 
somme  des  vcdeurs  absolues  de  ces  quantités,  et  on  V af- 
fecte du  signe  — . 

Ainsi,  par  exemple,  la  somme  des  deux  quantités  -1-8 
et  —  5  est  -h  3  -,  celle  de  —  8  et  H-  5  est  —  3  ^  celle  de  —  8 
et  —  5  est  —  i3. 

24.  On  sous  Ira  tt  une  quantité  d'une  autre  j,  en  ajoutant 
à  celle-ci  la  quantité  qu'il  faut  soustraire ,  prise  a^^ec  le 
signe  contraire  à  celui  dont  elle  est  affectée. 

Ainsi,  si  de  -f-  7  on  soustrait  —  3,  le  reste  est  -f-  7  -+-  3 
ou  —  10  5  si  de  —  7  on  soustrait  -h  3,  le  reste  est  —  7  —  3 
ou  —  10:  si  de  —  7  on  soustrait  —  3,  le  reste  est  —  7  +  3 
ou  —  4  7  si  de  —  7  on  soustrait  —  11,  le  reste  est  —  7  -}-  11 

ou  -h  4  • 

Le  reste  est  toujours  ce  qu  il  faut  ajouter  à  la  quantité 

que  l'on  a  soustraite  pour  obtenir  celle  dont  on  a  soustrait. 

Car  si  l'on  demande  la  quantité  qu  il  faut  ajouter  à  —  3 

pour  obtenir  une  somme  égale  à  H-  7,  cette  quantité  devra 

être  positive  et  telle  que,   si  Ton  en  retranche  3,  on  ait 

pour  reste  7  :  elle  sera  donc  égale  à  7  -f-  3.  Si  l'on  demande 

la  quantité  qu'il  faut  ajouter  à  -h  3  pour  avoir  —  7,  cette 

quantité  devra  elre  négative  et  numériquement  égal(^  à  la 
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quantité  qui,  diminuée  de  3,  donnerait  7;  elle  sera  donc 
égale  à  —  7  —  3.  On  voit  de  la  même  manière  que  la  quan- 
tité qu'il  faut  ajouter  à  —  3  pour  avoir  —  7  est  —  7  -1-  3  ; 
et  la  quantité  qu'il  faut  ajouter  à  —  11  pour  avoir  —  7  est 

—  7  -|-  1 1 .  La  proposition  que  nous  avons  énoncée  se  trouve 
ainsi  vérifiée  pour  tous  les  cas  que  la  soustraction  peut 
offrir,  quand  on  y  considère  des  quantités  négatives. 

25.  Si  Ion  a  à  ajouter  les  cinq  quantités  — 2,  4-5, 

—  i3,  — 4  6t  -h  8,  il  faudra  d'abord  faire  la  somme  de 

—  2  et  de  H-  5,  laquelle  est  -f-  3  5  on  ajoutera  ensuite  —  i3 
à  cette  somme,  ce  qui  donnera  —  10^  à  —  10  on  ajoutera 

—  4i  CG  qui  donnera  —  i4  ;  enfin  à  —  i4  on  ajoutera  -f-  8, 
ce  qui  donnera  —  6.  Ce  dernier  résultat  est  la  somme  de- 
mandée. 

On  peut  calculer  d'abord  la  somme  des  quantités  néga- 
tives —  2,  —  i3et  —  zî,  laquelle  est  —  19,  puis  celle  des 
quantités  positives  4-5  et  -f- 8  qui  est  -l-i3-,  en  faisant 
ensuite  la  somme  des  deux  quantités  —  19  et  -f-  i3,  on  a 
comme  précédemment ,  pour  résultat ,  —  6. 

11  estclair  qu  ilen  serait  de  même  dans  tout  autre  exem- 
ple. Ainsi , 

Pour  obtenir  la  somme  de  plusieurs  quantités  affectées 
des  signes  -h  et  — ,  il  faut  calculer  la  somme  des  ^valeurs 
numériques  des  quantités  positivées,  celle  des  valeurs  jiu- 
mériques  des  quantités  négatives,  soustraire  la  plus  petite 
somme  de  la  plus  grande j  et  mettre  devant  le  reste  le 
signe  des  quantités  qui  ont  donné  la  plus  grande  somme. 

Quand  l'addition  doit  être  seulement  indiquée,  il  suffit 
d'écrire  les  quantités  les  unes  à  la  suite  des  autres  avec 
leurs  signes:,  ainsi,  dans  l'exemple  qui  précède,  la  somme 
s'indique  par 

—  2+5— i3  — 4 -h8. 

On  voit,  en  effet,  en  effectuant  les  opérations  indiquées 
5*^  édit.  2 
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dans  celte  expression  ,  qu  elles  ne  diilè»  ent  j)as  de  eelies  qui 

ont  été  faites  ei-déssus. 

26.  11  faut  remarquer  que ,  d'après  le  sens  qu'on  vient  de 
donner  à  l'addition,  cette  opération  n'entraîne  pas  toujours 
l'idée  d'une  augmentation;  et  il  peut  arriver  qu'une  somme 
soit  moindre  que  chacune  des  parties  qui  la  composent. 
Par  rapport  à  cette  manière  d'envisager  l'addition  ,  on  donne 
au  résultat  le  nom  de  somme  algébrique ,  tandis  qu'une 
somme  formée  en  ayant  seulement  égard  aux  valeurs  abso- 
lues des  parties  qui  la  composent ,  est  appelée  somme  arith- 
métique. 

27.  Pour  la  multiplication,  lorsque  le  multiplicateur  a 
le  signe  H-,  on  donne  au  produit  le  signe  du  multipli- 
cande,  et  lorsque  le  multiplicateur  a  le  signe  — ,  on  donne 
au  produit  le  signe  contraire  et  celui  du  multiplicande.  I^a 
valeur  absolue  du  produit  est  d'ailleurs  le  produit  des  va- 
leurs absolues   des  fa'.'teurs. 

D'après  cette  règle ,  \v.  produit  de  -h  7  par  -}-  3  est  -f-  2 1  , 
celui  de  —  7  par  -f-  3  est  —  21;  celui  de  -f-  7  par  —  3  est 
également  —  21  ;  celui  de  — 7  par  — 3  est  plus  21. 

Pour  indiquer  d'une  manière  plus  sensible  le  signe  que  le 
pi'oduit  doit  recevoir,  on  peut  énoncer  la  règle  précédente 
de  celte  autre  juanière  : 

Le  produit  de  deux  quantités  affectées  du  signe  +,  a 
le  signe  -h; 

Le  produit  de  deux  quantités  dont  Vune  est  a,ff'ectée  du 
signe  -^  et  Vautre  du  signe  — .^  a  le  signe  — \ 

Le  produit  de  deux  quantités  affectées  du  signe  — ,  a 
le  signe  -f-. 

On  dit  aussi  abréviativemenl  que  -h  nmltiplié  par  -h 
donne  -h  ;  —  multiplié  par  -\-  et  -f  multiplié  par  —  don- 
nent —  ;  et  —  multiplié  par  —  donne  -j-. 

On  peut  appliquer  à  la  multiplication  d'une  quantité  né- 
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i>ative  par  une  quantité  positive,  la  définition  de  la  multi- 
plication en  arithmétique:  on  voit  ainsi  que  le  produit  doit 
être  négatif-,  car  le  produit  de  —  7  par  -{-  3,  par  exemple, 
doit  être  la  somme  de  trois  quantités  égales  à  —  ^,  la- 
quelle est  —  21.  i\Iais  quand  le  multiplicateur  est  négatif, 
la  multiplication  ne  peut  plus  être  exécutée  suivant  la  si- 
gnification qu'elle  a  reçue  en  arithmétique 5  et  la  règle 
ci-dessus  nest,  dans  ce  cas,  que  la  définition  même  de 
1  opération. 

28.  La  division  consiste,  comme  en  Arithmétique,  à 
trouver  une  quantité  qui ,  multipliée  par  le  diviseur,  repro- 
duise le  dividende.  11  suit  de  cette  définition  que,  lorsque  le 
dividende  a  le  signe  -h,  le  quotient  doit  avoir  le  même 
signe  que  le  diviseur  j  cai'  pour  que  le  produit  de  deux  fac- 
teurs soit  positif,  il  faut  que  les  deux  facteurs  aient  le  même 
signe.  Ainsi ,  le  quotient  de  H-  8  par  -\-  2  est  -|-  4,  et  celui 
de  -\-  8  par  —  2  est  — 4-  Lorsque  le  dividende  a  le  signe  — , 
le  quotient  doit  avoir  le  signe  contraire  à  celui  du  diviseur j 
car,  pour  que  le  produit  de  deux  facteurs  soit  négatif,  il 
faut  que  les  deux  facteurs  aient  des  signes  contraires.  Ainsi , 
le  quotient  de  —  8  par  -j-  2  est  —  4^  et  celui  de  —  8  par 
—  2  est  -h  4- 

On  peut  aussi  exprimer  ces  lègles  d(^  cette  autre  ma- 
nière: 

Quand  le  dividende  et  le  diviseur  ont  tous  deux  le 
signe  -h,  le  quotient  a  le  signe  -h  5 

Quand  le  dividende  a  le  signe  -f-  et  le  diviseur  le 
signe  — ,  ou  quand,  le  dividende  a  le  signe  —  et  le  divi- 
seur le  signe  -h,  le  quotient  a  le  signe  — ^ 

Quand  le  dividende  et  le  diviseur  ont  tous  deux  le 
signe  — ,  le  quotient  a  le  signe  -\-. 

On  dit  encore,  abréviativement ,  que  -h  divisé  par  -j- 
donne  -4-  ;  -h  divisé  par  —  ou  —  divisé  par  -h  donne  — ^ 
et  —  divisé  par  ■ —  donne  4-. 

2, 


'M)  TRAITÉ  ÉLÉMEINTAIRE  D'ALÔËBRE. 

î29.  Si  dun  nombre  tel  que  lo,  par  exemple,  on  re- 
uanclie  successivement  les  nombres  i,  2,  3,  4-  •  •  •  ?  i<>5  on 
obtiendra  d'abord  des  restes  positifs  de  plus  en  plus  petits, 
puis  on  parviendra  à  un  reste  nul  ;  et  en  continuant  à  sous- 
traire du  même  nombre  10  les  nombres  11,  12,  i3,  14,  etc.. 
on  produira  les  quantités  négatives  —  i ,  —  2,  — 3,  etc. 
On  dit,  par  cette  raison,  que  les  quantités  négatives  doi- 
i^ent  être  regardées  comme  étant  plus  petites  que  zéro,  et 
tl' autant  plus  petites  que  leurs  valeurs  absolues  sont  plus 
grandes.  Ce  n'est  là,  du  reste,  qu'une  convention,  ou  plu- 
tôt une  forme  de  langage  dont  on  appréciera  l'utilité  dans 
la  suite. 

En  faisant  usage  des  lignes  d'inégalité  (n"  4) ,  on  a 

—  3<^o,      — 4<<— 3,     ou  bien     o>>— 3,      —  3>>  — 4- 

30.  Psous  allons  montrer,  par  un  problème,  un  exemple 
des  avantages  que  procure,  dans  Talgèbre,  l'emploi  des 
quantités  négatives.  Pour  que  ce  problème  put  être  aisé- 
ment compris ,  nous  avons  commencé  par  le  résoudre  en 
prenant  les  données  en  nombres  \  c'est  en  le  généralisant 
après  que  nous  le  ferons  servir  à  l'objet  que  nous  avons 
en  vue. 

On  a  fait  partir  de  Paris  pour  Bajonne  un  courrier  qui 
parcourt  12  hilomètres  dans  une  heure  j  10  heures  après j, 
on  fait  partir  un  second  courrier  qui  parcourt  1 5  hilomètres 
dans  uneheure.  On  demande  à  quelle  distance  de  Bajonne 
celui-ci  rejoindra  le  premier?  (La  distance  de  Paris  à 
Bayonne  est  de  801  kilomètres.) 

Puisque  le  premier  courrier  parcourt  12  kil.  en  une 
heure,  et  part  10  heures  avant  le  second,  il  a  parcouru  pen- 
dant ce  temps  120  kil.-,  donc,  au  moment  du  départ  du  se- 
cond, il  se  trouve  éloigné  de  Bayonne  de  801  —  120,  ou 
f)8i  kil.  Représentons  par  x  la  distance  que  les  deux  cour- 
riers devront  encore  parcourir,  après  l'instant  de  leur  ren- 
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contre ,  pour  arriver  au  lieu  de  leur  destination.  Les  espaces 
qu'ils  auront  parcourus  depuis  l'instant  du  départ  du  se- 
cond jusqu'au  moment  de  la  rencontre,  seront  801  —  x  et 
681  —  X.  Or,  ces  espaces  ayant  été  parcourus  dans  le  même 
temps,  il  faudra  qu'ils  soient  proportionnels  aux  espaces 
que  les  deux  courriers  parcourent  en  une  heure.  On  devra 

donc  avoir 

80 1  —  X  '.  68 1  —  X  :  :  1 5  :  12. 

On  conclut  de  là ,  en  égalant  le  produit  des  extrêmes  au 
produit  des  moyens, 

(801  —  j:)X  12  =:  (681  —  r)  X  i5. 

Le  produit  de  801  — x  par  12  est  la  môme  chose  que  le 
produit  de  80 1  par  1 2  diminué  de  celui  de  x  par  1 2 ,  c'est- 
à-dire  801X12  —  11 X  ou  9612  —  i2X^  de  même, 
(681 — x)Xi5  équivaut  à  681  Xi5 — i5x,  ou  io2i5 — 15  j  . 
L'équation  ci-dessus  revient  donc  à 

9612  —  \1X  =:  I02l5  —  i5x. 

Pour  que  cette  dernière  équation  soit  vérifiée,  il  faut  que 
i5x  surpasse  1 2. r  d'autant  que  io2i5  surpasse  9612-,  ainsi 

iSx  —  iix  z=:  io2i5  —  96 12. 

1 5  x  —  1 2  x  est  la  même  chose  que  5  x  5  et  en  retranchant 
9612  de  I02i5,  on  a  pour  reste  6o3  ^  donc 

3x  =  6o3,     d'où     a;  =201. 

Les  deux  courriers  se  rencontreront  donc  à  ?.oi  kil.  de 
Bayonne. 

On  vérifie  aisément  l'exactitude  de  cette  solution  -,  car  pour 
que  le  courrier  qui  est  parti  le  premier  ne  soit  plus  éloigné 
de  Bayonne  que  de  201  kil.,  il  faut  qu'il  ait  parcouru,  de- 
puis le  moment  du  départ  du  second  courrier,  681  — 20 1  kil. , 
ou  4^^  V\\.^  et  puisqu'il  fait  12  kil.  par  heure,  il  a  dû 
marcher  pendant  un  nombre   d'heures  égal   au  quotient 
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de  480  par  12,  ou  4^.  Pour  que  le  second  courrier  ne  soit 
plus  éloigné  de  Bayonne  que  de  201  kil.,  il  faut  qu'il  ait 
parcouru  801  —  201  kil.,  ou  600  kil.  ^  et  puisqu'il  fait 
i5  kil.  par  heure,  il  a  dû  marcher  pendant  un  nombre 
d'heures  égal  au  quotient  de  600  par  i5  ou  4o.  Le  second 
courrier  rejoindra  donc  le  premier  à  201  kil.  de  Bayonne. 

31.  La  question  précédente  peut  être  généralisée  ainsi  : 
Deux  mobiles  M  et  N  se  nieuvenl  sur  une  ligne  droite 
XY,  auec  des  vitesses  constantes  m  et  n  ,  et  dans  la  même 
direction  de  IL  en  Y.  On  sait  que,  lorsque  le  mobile  M  est 
parvenu  au  point  A  qui  est  distant  du  point  C  d'une  quan- 
tité connue  a,  le  mobde  N  se  trouwe  au  point  B  qui  est 
éloigné  du  même  point  C  d'une  autre  quantité  connue  b. 
On  demande  à  quelle  distance  du  point  C  les  deux  mo- 
biles se  rencontrent  (*)? 

X  M  N  y 

« • ' . 

R'  A  B  R  C  R' 

Si  l'on  suppose  que  les  deux  mobiles  ne  commencent  à 
se  mouvoir  qu'à  partir  des  points  A  et  B,  il  faudra,  pour 
qu'ils  puissent  se  joindre,  c|ue  le  mobile  M  qui  est  d'abord 
en  arrière  aille  plus  vite  que  l'autre,  c'est-à-dire  qu'il  fau- 
dra que  l'on  ait  m  >  n.  Mais ,  en  admettant  que  cette  condi- 
tion soit  remplie,  on  aura  deux  cas  à  considérer:  celui  où 
les  deux  mobiles  devront  se  rencontrer  avant  d'avoir  atteint 
le  point  C,  et  celui  où  ils  ne  pourront  se  rencontrer  qu'a- 
près avoir  passé  par  ce  point. 

Supposons  que  la   rencontre  ait  lieu  au  point  R   situé 


(*)  Lorsqu'un  corps  en  mouvement  parcourl  des  espaces  égaux  <lans  des 
temps  égaux,  on  appelle  vitesse  de  ce  corps  Pespace  qu'il  paicourt  dans 
Tunité  de  temps;  ainsi,  en  disant  que  les  vitesses  des  deux  mobiles  sont  /// 
et  n,  on  entend  que,  dans  Tunité  de  temps,  le  premier  mobile  parcourt  un 
espace  égal  à  m  fois  Tunilc  de  distance,  ri  lo  second  mobile  parcourt  un 
espace  égal  à  "  fois  colle  uniie. 
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entre  B  et  C,  et  désignons  par  x  la  distance  CR  qu'il  s'agil 
de  trouver.  La  distance  AR  sera  a  —  x,  la  distance  BR  sera 
b  —  X'^  et  puisque  ces  distances  seront  parcourues  dans  le 
m#me  temps,  elles  seront  proportionnelles  aux  vitesses  des 
deux  mobiles ,  de  sorte  que  l'on  aura 

a  —  X  \  b  —  X  '.'.  m  \  n\      d'où     nUi  —  x)  z=  m[b  —  x). 

Les  expressions  n[a  —  x)  et  Tn[b — x)  peuvent  être 
remplacées  par  na  —  nx  et  mb  —  mx'^  de  sorte  que  l'équa- 
tion n{a  —  x)  ^^  Tn{b  —  x)  revient  à 

na  —  nx  =■  mb  —  mx. 

ni  étant  plus  grand  que  // ,  mx  sera  plus  grand  que  nx  \  par 
conséquent,  pour  que  la  dernière  équation  puisse  être  vé- 
rifiée, il  faudra  que  m^  soit  plus  grand  que  //«,  et  l'excès 
de  mx  sur  nx  devra  être  égal  à  l'excès  de  mb  sur  na  5  ce  qui 

s'exprime  ainsi 

mx  —  nx  =  mb  —  na  ; 

et  comme  mx  —  nx  est  la  même  chose  que  [m  —  «)x, 

mb  —  na 


X 


m 


32.  Si  les  deux  mobiles  ne  peuvent  se  rencontrer  qu'au 
delà  du  point  C,  soit  R'  le  point  de  rencontre,  et  désignons 
la  distance  CR'  par  x.  Les  distances  AR'  et  BR'  seront  a  -f-  x 
et  b-^X'^  et  l'on  devra  avoir 

a  -\-  X  '.  b  -\-  X  \\  m  :  /? ,      d'où     n[a  -\-  x)  =  m  [b  -f-  .r). 

On  peut  remplacer  les  expressions  n{a-\-x)  et  m  (b  -f-  x) 
par  na  H-  nx  et  mh-{-mx\  de  sorte  que  la  dernière  équa- 
tion est  la  même  chose  que 

no  -f-  nx  rr  mh  -f-  mx. 

On  conclul  de  celle-ci , 

m  r  —  nx  z=r  tia  —  ///  A  ; 
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donc 

na  —  rnh 


X 


m  —  n 


33.  Au  lieu  de  supposer  que  les  mobiles  ne  commencent 
à  se  mouvoir  qu'à  partir  des  points  A  et  B,  on  peut  conce- 
voir qu'ils  parviennent  à  ces  points  après  avoir  été  en 
marche  depuis  un  temps  indéfini  dans  la  direction  XA.  De 
cette  manière ,  le  problème  ne  cessera  pas  d'admettre  une 
solution  si,  au  lieu  d'avoir  77z]>7z,  on  a  au  contraire  m<Cl7i. 
Car  si  le  mobile  N ,  animé  de  la  plus  grande  vitesse ,  et  par- 
venant au  point  B  à  l'instant  où  l'autre  mobile  parvient 
en  A ,  s'est  trouvé  d'abord  en  arrière  de  celui-ci ,  il  aura  dû 
le  rencontrer  en  quelque  point  en  deçà  de  A. 

Soit  R''^  le  point  de  rencontre ,  et  désignons  la  distance 
CR'^par  X.  Les  distances  R'^A  et  R''B  seront  x  —  a  ^  .r  —  Z>  5 
et  puisque  les  mobiles  parviennent  au  même  instant  l'un 
en  A  et  l'autre  en  B,  on  devra  avoir 

X  —  a  \  X  —  b  \'.  m  \  n  ,      d'où     n[x  —  «)  =  Jn [^  —  b). 

L'équation  // [x  —  a)  =  m[x  —  b)  peut  s'écrire 

/ix  —  na  =  mx  —  mb. 

On  conclut  de  celle-ci ,  à  cause  de  n  ^  m  ^ 

nx  —  mx  zrz  na  —  mb  ; 
donc 

na  —  mb 


X 


n  —  m 


34-.  Appliquons  maintenant  les  formules  que  nous  ve- 
nons d'obtenir. 

Pour  l'exemple  que  nous  avons  considéré  dans  le  n"  30, 
il  faut  faire  dans  la  formule  du  n*^  31,  «  :=  801,  Z>  ::::i  681, 
/;i  r=  i5,  /i  =  12,  ce  qui  donne 

i5x68i  —  12X801        ,,   , 

X  rrr ,       d  OU      X  zx:  SOI  . 

i5  —  12 
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Supposons  rt==:io8'",  Z>  ==:  80'",  /7A=ii'",  ri  =  g'".  Si 
Fou  met  ces  valeurs  dans  la  formule  du  n"  31 ,  on  trou- 
vera 

880  —  972       —  92  ,, 

X  == --—  ^^^—■f      d  ou     x  =  —  4t>- 


I  i 


—  9 


Pour  éviter  la  solution  négative,  il  faudrait  mettre  les 
valeurs  de  «g  ^,  m,  n  dans  la  formule  du  n°  32,  ce  qui 
donnerait  .r  =  /\6  5  ainsi  les  deux  mobiles  se  rencontrent  en 
un  point  situé  au  delà  du  point  C ,  et  qui  en  est  tUoigné  de 
46  mètres.  Mais  on  peut  parvenir  à  cette  conclusion  d'après 
la  valeur  négative  x  =  —  4^5  sans  se  reporter  à  ce  qui  a  été 
dit  dans  le  n^  32.  En  effet,  reprenons  l'équation  du  n^  31 , 
n(a — x)  =  m{h — j?),  et  faisons  dans  cette  équation  a  =  108, 
Z>  =  80,  m  =■  II,  7z=:9,  x=  —  /\6.  Les  différences  a  —  x 
et  ^  —  X  deviennent  alors  108  -|-  4^  et  80  -\-  46,  de  sorte 
que  le  premier  membre  est  9(108  +  4^)  ou  i386,  le  second 
membre  est  1 1  (80  -h  4^)  ou  i386,  et  Féquation  est  vérifiée. 
Or,  d'après  l'égalité  9(108-1-46)  =  11  (80 -{-46),  on  recon- 
naît que  l'inconnue  x  deviendrait  positive  en  conservant  la 
même  valeur  numérique,  si ,  au  lieu  de  l'équation  ci-dessus, 
on  prenait  la  suivante  ni^a  -\-  x  =^  in{b  -^  x).  Il  suit  de  là 
que  les  distances  du  point  de  rencontre  aux  points  A  et  B, 
qui  doivent  être  proportionnelles  aux  nombres  m  et  n ,  au 
lieu  d'être  exprimées  par  a  —  x  et  b  —  .r,  doivent  être 
a-^r  X  el  b  -\-  x'^  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  dans  le  cas 
où  le  point  de  rencontre  est  au  delà  du  point  C. 

Supposons  pour  dernier  exemple  a  =  80,  Z>  =  ^2,  /«  =  9 , 
/z  =  II.  Comme  on  a  n^  m,  il  faut  mettre  ces  nombres 
dans  la  formule  du  n"  33^  on  trouve  ainsi  j:  =  1 16,  ce  qui 
fait  connaître  que  les  deux  mobiles  se  sont  rencontrés  en 
deçà  des  points  A  et  B,  en  un  point  distant  de  116  mètres 
du  point  C.  Mais  la  formule  du  n"  31  conduit  au  même 
résultat-,  car,  en  y  mettant  les  nombres  ci-dessus,  on  trouve 
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648-880  -232      ,,    _,  ,  . 

X  = ou  x  rjz  ,  d  ou  1  on  conclut  par  les 

9  —  II  —  2  ^ 

règles  du  n*^  28,  .r  =116. 

On  voit  par  ces  exemples  que  dans  chacun  des  trois  cas 
que  nous  avons  successivement  considérés  dans  les  n"^  31, 
32  et  33,  la  solution  peut  toujours  se  déduire  de  la  pre- 
mière formule. 

Il  faut  d'ailleurs  remarquer  que  ce  que  nous  disons  ici  de 
la  formule  du  n"  3i  s'applique  également  à  chacune  des 
deux  autres  formules  :  si  l'on  mettait,  par  exemple,  dans 
la  formule  du  n^  32,  qu'on  a  obtenue  en  considérant  le  cas 
où  le  point  de  rencontre  est  au  delà  de  C,  des  nombres  tels 
que  ce  point  dût  être  à  gauche  de  C,  on  trouverait  pour 
l'inconnue  X  une  quantité  négative,  dont  la  valeur  abso- 
lue exprimerait  toujours  la  distance  cherchée. 

35.  La  question  dont  nous  venons  de  nous  occuper  peut 
être  modifiée  de  diverses  manières.  On  peut  supposer,  par 
exemple,  que  les  deux  mobiles  partent  des  deux  points  A 
et  B  situés  de  part  et  d'autre  du  point  C ,  et  se  dirigent  l'un 
vers  l'autre  : 

M  N 

O — O 

A  R  C  R'  B 

Dans  ce  cas ,  la  rencontre  peut  avoir  lieu  entre  C  et  A  en 
un  point  tel  que  R,  ou  entre  G  et  B  en  un  point  tel  que  R'. 
On  pourra  mettre  le  problème  en  équation  en  adoptant 
l'une  ou  Fautre  de  ces  deux  suppositions,  et  la  formule  qu'on 
obtiendra  donnera  encore  lieu  à  des  observations  semblables 
à  celles  que  nous  venons  de  faire  :  c'est-à-dire  que  cette 
formule  conduira  à  une  valeur  positive  de  l'inconnue,  lors- 
que les  valeurs  particulières  qu'on  attribuera  aux  données 
s'accorderont  avec  la  supposition  qu'on  aura  adoptée;  et 
elle  donnera,  au  contraire  ,  une  valeur  négative  de  l'incon- 
nue, quand  les  valeurs  paiticulières  des  données  ne  s'accor- 
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deroiit  pas  avec  la  supposition.  Mais  ce  que  nous  voulons 
surtout  faire  remarquer,  c'est  que  la  solution  de  ce  nou- 
veau problème  pourra  encore  être  donnée  par  la  formule» 
du  n"  31 . 

Pour  le  faire  voir,  supposons  que  le  mobile  M  parcoure 
9  mètres  dans  l'unité  de  temps,  que  le  mobile  IN  parcoure 
1 1  mètres  dans  le  même  intervalle,  que  la  distance  AC  soit 
de  i4o  mètres,  la  distance  BC  de  80  mètres,  et  que  les  deux 
mobiles  se  rencontrent  en  un  point  R  situé  entre  A  et  C. 
En  représentant  la  distance  CR  par  x,  les  distances  AR  et 
RR  seront  i/^o  —  x  et  So-f-x^  et  comme  elles  devront 
être  parcourues  dans  le  même  temps  par  les  deux  mobiles, 
il  faudra  que  l'on  ait 
1 4o  —  .r  :  80  -f-  .r  :  :  9  :  I  I  ;     d'où      1  1  (  1 4o  —  .r  )  =:  9  (80  +  x) . 

L'équation  1 1  (i  4o — ^^)=^g  (8oH-.r)  ne  parait  pas  d'abord 
susceptible  d'être  comparée  à  l'équation  qu'on  a  considérée 
dans  le  n°  31 ,  savoir,  /i  (a  —  .r)  =  m  [b  —  x)'^  mais  ces  deux 
équations  peuvent  être  écrites  comme  il  suit  : 

n  —  X        b  —  X        I  4o  —  X 80  -h  :r 

m  n  9  II 

Pour  que  le  second  membre  de  la  première  équation  de- 
vienne le  second  membre  de  la  seconde  équation,  il  suffît 

de  remplacer  b  par  —  80  et  ti  par  —  11  :  la  fraction - 

1      .  .      .  —  80 X  1        .,  .         ,       . 

devient  ainsi — — ;  or  cette  dernière  expression  équi- 
vaut à  Il  suit  de  là  que  Ton  obtiendra  la  valeur  de  .r 

qui  convient  à  la  question  actuelle,  en  faisant,  dans  la  for- 

,  nib  —  na     , 

mule  j:::^: •>  n=z  —  00,  n  =z  —  1 1,  «=  140,  ni=zQ' 

m  —  n 

ce  qui  revient  à  prendre  dans  cette  formule  avec  des  signes 

contraires  les  donuées  b  et  /i,  c{ui  se  rapportent  au  mobile  J^ 

dont  le  mouvement  a  lieu  suivant  une  direction  opposée  à 
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celle  qu'on  lui  attribuait  dans  le  problème  du  n"  31.  On 

trouve  de  ceae  manière 

__9X  f— 80)  — (—  n)  X  i4o       —  720 -h  i54o___ 

9-(-ii)  ~  io  ~^'' 

11  est  facile  de  s'assurer  à  posteriori  que  la  valeur  jc  ==  4 1 
est,  en  effet,  celle  qui  satisfait  à  la  question. 

Des  symboles  ~  et  — 

^  00 

36.   Quand  on  fait  m  =z  n  dans  la  formule  x  =^ ■> 

m  —  n 

le  dénominateur  est  réduit  à  zéro,  et  si  l'on  n'a  pas  az=h^ 

le  numérateur  na  —  mh  est  une  quantité  différente  de  zéro  ; 

de  sorte  qu'en  représentant  cette  quantité  parp,  la  formule 

devient 

G 

En  se  reportant  à  la  question  qui  nous  a  conduits  à  la 
formule  ci-dessus,  on  voit  que  dans  les  suppositions  que 
nous  examinons  actuellement,  les  deux  mobiles  ne  peuvent 
plus  se  rencontrer,  puisque,  leurs  vitesses  étant  égales,  ils 
conserveront  toujours  entre  eux  le  même  intervalle.  L'ex- 
pression -qu'on  obtient  pour  x  indique  cette  conclusion; 

car  elle  marque,  d'après  le  sens  de  la  division,  que  la  quan- 
tité cherchée  x  devrait  être  telle  qu'en  la  multipliant  par 
zéro ,  on  eût  un  produit  égal  à  p ,  et  puisque  p  est  différent 
de  zéro,  il  n'existe  pas  de  quantité  qui  satisfasse  à  cette 
condition. 

Si  l'on  divisait  successivement  la  quantité  p  par  les  nom- 
bres décroissants  1,7^,  7J7,  -rh^t  ^^c,  on  obtiendrait  les 
quotients /7,  10/7,  100/7,  1000/?.  etc.  Ces  quotients  vont  en 
augmentant,  et  quelle  que  soit  la  quantité/;,  on  peut  tou- 
jours pr(>jidre  le  diviseur  assez  petit  pour  que  le  quotient 
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dovit^nne  aussi  grand  qu'on  le  voudra.  Il  suit  de  là  que  le 

symbole  -  exprime  le  dernier  état  d  une  grandeur  qui  croît 

indéfiniment.  On  dit  par  cette  raison  que  ce  symbole  repré- 
sente V  infini. 

Dans  la  question  du  n^  31 ,  il  est  clair  c|ue ,  si  la  différence 
des  vitesses  ni  et  n  diminue  de  manière  à  s'approcher  autant 
qu'on  le  voudra  de  zéro,  les  distances  «  et  ^restant  con- 
stantes ,  la  distance  du  point  de  rencontre  des  mobiles  au 
point  C  augmentera,  et  pourra  devenir  plus  grande  que  tout 
quantité  assignable  \  et  au  lieu  de  dire,  lorsque  ni  =  n  ,  que 
les  mobiles  ne  se  rencontrent  pas,  on  peut  dire  qu'ils  se 
rencontrent  à  l'infini. 

37.  Quand  on  suppose  dans  la  formule  ci-dessus  h  =  a 

<;t  /;/  rm  ;»/,  il  vicut 

'        o 
o 

Or,  par  quelque  nombre  que  1  on  multiplie  zéro,  le  produit 
est  toujours  égal  à  zéro  ^  on  peut  donc  prendre  pour  le  quo- 
tient de  zéro  par  zéro  tel  nombre  que  l'on  veut.  La  formule 
indique  ainsi  que  le  lieu  de  la  rencontre  des  mobiles  est  in- 
déterminé: c'est  en  effet  ce  que  l'on  reconnaît  en  se  repor- 
tant à  l'énoncé  ^  car,  d  après  les  hypothèses  Z>  =  «  et  ni  =  /z, 
les  deux  mobiles  partent  du  même  point  et  ils  ont  la  même 
vitesse  -,  ils  sont  donc  toujours  ensemble. 

38.  Le  quotient  de  deux  quantités  exprimées  algébrique- 
ment devenant  i/z/i/zi  quand  le  diviseur  est  nul  sans  que  le 
dividende  le  soit,  et  indéterminé  quand  le  diviseur  et  le  di- 
vidende sont  nuls,  on  dit,  par  opposition,  que  lorsque  le 
diviseur  n'est  pas  nul,  le  quotient  a  une  valeury^^z/e et /7é- 
ler minée. 
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CALCUL   ALGÉBRIQUE. 

ADDITION,      SOUSTRACTION,     MULTIPLICATION,     DIVISION,     FRACTIONS. 

Définitions.  —  Obseivations  préliminaires. 

39.  Lorsque  plusieurs  quantités  sont  réunies  par  les 
signes  H-  et  — ,  cliaque  quantité  considérée  avec  le  signe 
qui  la  précède,  forme  un  terme.  Ainsi,  dans  l'expression 
3  rt  —  5  />  H-  8  c ,  il  y  a  trois  termes  3  « ,  —  5  ^,  -h  8  c. 

On  appelle  monôme  une  expression  algébriquequi  n'a 
qu'un  seul  terme,  et  polynôme  celle  qui  en  a  plusieurs. 
Une  expression  formée  seulement  de  deux  termes  est  un 
binôme j  celle  qui  en  a  trois  est  un  trinôme,  etc. 

On  nomme  aussi  les  monômes  quantités  incomplexes ,  et 
les  polynômes  quantités  complexes . 

Un  nombre  placé  comme  facteur  devant  une  quan- 
tité prend  le  nom  de  coefficient.  Ainsi,  dans  l'expression 
3«  —  ^h^  les  nombres  3  et  4  sont  des  coefficients. 

40.  La  valeur  d'une  expression  algébrique  est  le  résultat 
c[u'on  obtient  en  eifectuant  les  opérations  indiquées  dans 
l'expression,  après  avoir  attribué  des  valeurs  particulières 
aux  lettres,  et  chaque  lettre  peut  recevoir  indifféremment 
une  valeur  positive  ou  une  valeur  négative. 

Soit  le  polynôme  3  a  —  5  ^  -h  8  c ,  et  supposons  qu'on  ait 
rt=  —  3,  &=  —  4')  c  =  -|-5.  Les  quantités  3  a,  5  />  et  8  c 
seront  —  9,  —  20  et  -h  4^?  comme  le  polynôme  proposé 
exprime  que  l'on  doit  soustraire  5Z>  de  3a,  et  ajouter  8c 
au  résultat  delà  soustraction  ,  il  deviendra,  suivant  les  règles 
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des  11"'  23  et  24,  —  9  -f-  20  -h  40.  Co  qui  se  réduit,  par  la 
règle  du  n"  25,  à  4-  5i. 

Il  suit  évidemment  de  la  dernière  règle  que  nous  venons 
de  rappeler,  que  la  valeur  d'un  polynôme  a  est  point  alté- 
rée cpiand  on  inten'erlit  Vordre  des  termes. 

Et,  lorsqu'on  change  dans  un  polynôme  tous  les  signes 
-}-  en  —  et  les  signes  —  en  -|-,  la  valeur  du  polynôme 
change  seulement  de  signe. 

Un  terme  qui  n'est  précédé  d'aucun  signe  est  regardé 
comme  précédé  du  signe  4-. 

M.  Lorsqu'une  lettre  a  représente  une  quantité  néga- 
tive, on  considère  les  expressions  monômes  telles  que  -f-  a^ 
—  a^  -\-'^a^  — 5  (!7 ,  comme  ayant  la  même  signification 
qu'elles  auraient  si  elles  faisaient  partie,  avec  leurs  signes, 
d'un  polynôme.  D'après  cette  convention,  si  l'on  a,  par 
exemple,  a  =  —  8,  le  monôme  -\-Za  devient  —  1^4  ^  ^t  le 
monôme  — 5«  devient  -{- /\o-^  en  général,  iiîi  monôme 
arfeclé  du  signe  -h  a  le  même  sens  que  s'il  n  était  affecté 
d'aucun  signe,  et  un  monôme  affecté  du  signe  —  exprime 
la  quantité  de  signe  contraire  à  celle  qu'il  exprimerait  si 
on  le  considérait  indépendamment  de  ce  signe. 

Addition  et  soustraction  des  monômes  et  des 

polynômes. 

42.  D'après  ce  qu  on  a  vu  dans  le  n'*  25,  lorsqu'on  ne 
doit  attribuer  aux  lettres  que  des  valeurs  positives,  pour 
indiquer  V addition  de  plusieurs  monômes,  il  suffit  de  les 
écrire  à  la  suite  les  uns  des  autres  ai^ec  leurs  signes. 

Cette  règle  ne  change  pas,  lorsque  les  lettres  peuvent 
recevoir  des  valeurs  négatives  ^  car  si ,  après  avoir  ainsi 
réuni  les  monômes  proposés ,  on  met  dans  le  polynôme  qui 
en  résulte  les  valeurs  des  lettres,  on  trouvera  le  même  ré- 
sultat que  si  l'on   introduisait  d'abord  ces  valeurs  dans  les 
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monômes,  et  que  1  on  fît  ensuite  la  somme  des  quantités 
produites  par'cette  substitution. 

43.  Quant  à  la  soustraction ,  puisqu'elle  revient  à  une 
addition,  en  prenant  la  quantité  à  soustraire  en  signe 
contraire  (n^S-i) ,  pour  soustraire  un  monôme ,  il  faut  Vê- 
crire  a  la  suite  de  la  quantité  dont  on  doit  soustraire ,  awec 
le  signe  contraire  à  celui  dont  il  est  affecté. 

44.  Supposons  qu'on  doive  ajouter  à  une  quantité  A  le 
polynôme  c  —  d-\-f.  Si  la  quantité  A  devait  être  augmen- 
tée de  c  seulement,  le  résultat  serait  exprimé  par  A  -f-  c^ 
si ,  au  lieu  d'ajouter  c  à  A  ,  il  faut  ajouter  à  A  la  quantité 
c  diminuée  de  /7,  la  somme  A  -t-  c  sera  trop  forte  de  d:  il 
faudra  donc  la  diminuer  de  rZ,  ce  qui  donnera  A  -h  c  —  d:^ 
et  comme  ce  n'était  pas  c  —  <T?que  l'on  devait  ajouter,  mais 
cette  quantité  augmentée  de  J\  la  somme  K-\-  c  —  d  doit 
être  augmentée  de  j\  ce  qui  donne  A  +  c  —  d  -i-J. 

Si  la  lettre  A  représente  un  polynôme,  on  pourra  mettre 
ce  polynôme  à  la  place  de  A  dans  la  dernière  expression, 
sans  que  le  sens  de  cette  expression  soit  altéré. 

Par  conséquent,  pour  ajouter  plusieurs  polynômes,  il 
suffit  de  les  écrire  les  uns  à  la  suite  des  autres,  en  conser- 
\^ant  il  tous  leurs  termes  les  signes  dont  ils  sont  affectes. 

45.  Supposons  que  l'on  ait  à  soustraire  de  A  le  polynôme 
c  —  d  -\-J'.  Si  l'on  devait  soustraire  c*  de  A  ,  le  reste  s'ex- 
primerait par  A  —  c  ;  si  au  lieu  de  c ,  c'est  c  —  d  que  l'on 
doit  soustraire,  le  reste  A  —  c  sera  trop  petit  de  d:  il  faudra 
donc  l'augmenter  de  <-/,  ce  qui  donnera  A  —  c -f- ^',  et 
comme  ce  n'était  pas  c  —  d  qu'il  fallait  soustraire,  mais 
cette  quantité  augmentée  de  J\  le  reste  A  —  c  -h  d  devra 
être  diminué  dey,  ce  qui  donnera  A  —  c  -\-  d — J. 

Il  suit  de  là  que,  pour  soustraire  un  polynôme ,  il  faut 
récrire  à  la  suite  de  la  quantité  dont  on  doit  soustraire, 
en  changeant  le  signe  de  chaque  terme. 
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U).  Les  explications  par  lesquelles  nous  venons  d  élahlir 
les  règles  de  l'addition  et  de  la  soustraction  des  polynômes, 
supposent  que  les  lettres  A  ,  c ,  r/.  /,  et  le  poh  nome  c  —  <^^-f-./ 
représentent  des  quantités  positives;  mais  on  peut  facile- 
ment s  assurer  que  les  règles  que  nous  avons  déduites  de 
ces  explications  restent  les  mêmes,  qnels  que  soient  les 
signes  des  quantités. 

EnelVet,  pour  1  addition  .,  nomnioiîs  B  la  quantité  à  la- 
quelle se  réduirait  le  polynôme  c^  —  d  ~î~./^  "^^  ^  ^^'^  eHectuait 
les  opérations,  après  avoir  attribué  aux  lettres  des  valeurs 
particulières.  On  aura  Ic^  même  résultat,  soit  que  1  on  ajoute 
B  cà  A  ou  A  à  B.  Or,  pour  (exprimer  la  seconde^  opération, 
il  suliit  d'écrire  r  —  <if-t-J  -h  A;  et  comme  on  peut  chan- 
ger l'ordre  des  ternies,  cette  expression  est  équivalente  à 

A  -+-  c  —  d  -hj: 

A  1  égard  de  la  soustraction,  supposons  qu  on  ait  ciVcctué 
les  opérations  indiquées  dans  le  polvnôme  à  soustraire, 
après  avoir  donné  des  valeurs  aux  lettres-,  pour  soustraire  L' 
résultat  qu  on  aura  obtenu,  il  faudra  ajouter  à  la  quantité 
dont  on  doit  soustraire,  la  ([uantité  de  signe  contraire  à  ce 
résultat  (n^'  2l.>).  Or  la  valeur  d'un  polvnôme  change  de 
signe  quand  on  change  le  signe  de  chaque  terme  (n^  -iO) , 
et  l'on  vient  de  voir  que.  pour  l'addition,  les  termes  des 
quantités  que  l'on  ajoute  conservent  leurs  signes.  On  est 
ainsi  ramené  à  la  règle  cl -dessus. 

Pxcductioîi  des  tonnes  senildables. 

47.  On  appelle  termes  semblables  les  termes  qui  tic  dif- 
fèrent les  uns  des  autres  que  par  les  coellicients  ou  les  signes, 
comme  -h  3  <? ,  -f-  a  a  et  —  ^a. 

Quand  il  y  a  des  termes  semblables  dans  un  polvnôme. 
on  peut  les  réunir  en  un  seul:  c'est  te  que  Ton  appelle  la 
jvduction  dos  frrrfirs  scmh/ah/os. 

5"  rV//V.  3 
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Soit,  par  exemple,  le  polynôme 

5  b  -h  lia  —  3  b  -\-  Se  -\-  2.  b  —  d  —  lo^. 

Puisqu'il  est  permis  d'intervertir  l'ordre  des  termes,  on 
peut  écrire,  en  rapprochant  les  termes  semblables, 

5  b  -h  2.b  —  3  b  —  io  b  ~\-  Il  a  ~h  8c  —  d. 

Les  deux  termes  positifs  5  Z>  et  -h  2  è  peuvent  être  rempla- 
cés par  7 b -,  les  deux  termes  négatifs  —  3^  et  —  10b  peu- 
vent être  remplacés  par  —  1 3  ^  ;  et  les  deux  termes  -\-  y  b 
et  —  i3  Z>  équivalent  ensemble  à  —  6^,  car  il  faut  répéter 
la  valeur  numérique  de  b  d'une  part  y  fois,  et  de  l'autre 
part  i3  fois,  prendre  la  différence  des  deux  produits,  et 
Faffecler  du  signe  du  terme  qui  a  la  plus  grande  valeur  nu- 
mérique. Le  polynôme  proposé  revient  donc  à 

lia  —  6b  -\~  Se  —  d. 

En  général,  on  peut  remplacer,  dans  un  polynôme,  plu- 
sieurs termes  semblables,  par  un  seul  terme  formé  de  la 
même  partie  littérale ,  dont  le  coejjicient  est  égal  à  la  diffé- 
rence entre  la  somme  des  coefficients  des  termes  afffectés 
du  signe  -+-  et  la  somme  des  coefficients  des  termes  affectés 
du  signe  — ,  et  dont  le  signe  est  celui  des  termes  pour  les- 
quels la  somme  des  coefficients  est  la  plus  grande. 

S'il  y  avait  un  terme  qui  n'eût  pas  de  coefficient,  il  fau- 
drait le  regarder  comme  ayant  pour  coefficient  l'unité;  car 
la  réunion  des  deux  termes  -\-?kl  et  -h  a  équivaut  à  4  <2 ,  et 
celle  des  deux  termes  -\-'3  a  cl  —  a  équivaut  k  -{-  ia. 

-''  48.  Lorsqu'on  a  appliqué  les  règles  des  n"''  44  et  45,  il 
faut  faire  la  réduction  des  termes  semblables.  Pour  faciliter 
cette  réduction ,  on  écrit  les  polynômes  les  uns  au-dessous 
des  autres ,  comme  on  le  voit  dans  les  exemples  qui  suivent  1 
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Kjccmph's  (l'ddditinn . 


e- 


1".  /^a  —  9.b-h3c        2".      /^a — fb    -h 

7^  —  5a — le  5a — 3c  -\-7.d — 

b  —  ^a-i-ic  Sb~5f  +3 


Somme  — ^a-\-6b-\-3c.  Somme 9^+  —  ^  —  ic-i-id  —  5/+  — 

Exemples  de  soustraction. 

1".      De  6«  —  '>.b-\~Zc       2".     De5a —   2^4-3r 
soustraire     3« — '^b-{-ic   soustraire  8^ —  q-c  —  5r^H-3 


Reste  6<7  —  2^  +  3  6-  Reste  5  a  —   2  ^H-3  c 

—  3«-l- T^-|-2c  — 8^+   7.e-[-5d — 3 


Reste  réduit  Za  —  |  ^  -h  c  ;  Reste  réduit  5  a  —  \ob -{-5  c -{-5d —  3. 

Multiplication  des  monômes. 

49.  Il  a  été  dit  que  le  produit  d'un  iiombie  quelconque  de 
facteurs  a,  Z>,  c,  etc.  ,  s'exprime  ainsi  :  «7  X  ^  X  c  X  etc., 
ou  a.b.c,  etc.,  ou  encore  abc  etc. 

Quand  il  y  a  des  facteurs  égaux,  on  n'écrit  qu'un  seul  de 
ces  facteurs,  et  l'on  place  à  sa  droite  et  un  peu  au-dessus  le 
nombre  qui  marque  combien  de  fois  il  doit  entrer  dans  Ir 
produit.  Ce  nombre  reçoit  alors  le  nom  di  exposant.  Ainsi , 
au  lieu  de  aaa  on  écrit  a^,  et  3  est  dit  l'exposant  de  a. 

Les  résultats  qu'on  obtient  en  multipliant  une  quantité 
une  ou  plusieurs  fois  par  elle-même  sont  appelés  puissances 
de  cette  quantité,  a^  est  la  deuxième  puissance  de  «,  a^  en 
est  la  troisième  puissance  ,  a'*  en  est  la  quatrième  puis- 
sance, etc.  La  deuxième  et  la  troisième  puissance  d'une  quan- 
tité sont  aussi  appelées  le  carré  et  le  cube  de  cette  quantité. 

La  quantité  qu'on  a  élevée  à  une  puissance  prend,  par 
rapport  à  cette  puissance,  le  nom  de  racine.  Par  exemple,  a 
est  la  racine  carrée  ou  deuxième  de  a^,  la  racine  cubique 
ou  troisième  de  a'\  la  racine  qualrième  de  a'\  etc. 

3. 
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oO.  On  (jénioiiire,  en  aiiLhmélique ,  que  Je  proiluit  dr 
plusieurs  nombres  reste  le  même  dans  quelque  ordre  qu'on 
iasse  les  mulliplieations.  Cette  proposition  ne  cesse  pas 
d'être  vraie  ,  quand  ii  y  a  des  facteurs  négatifs^  car  il  résulte 
des  règles  du  n'*  27  que  le  signe  d'un  produit  est  -h  ou  — , 
selon  que  le  nombre  des  facteurs  négatifs  est  pair  ou  im- 
pair, quel  que  soit  d'ailleurs  l'ordre  dans  lequel  se  présen- 
tent ces  facteurs. 

On  déduit  de  là  que  la  multiplication  d'une  quantité  par 
un  produit  de  plusieurs  facteurs  revient  à  multiplier  cette 
quantité  par  le  piemier  facteur,  le  produit  par  le  second 
facteur,  le  nouveau  produit  par  le  troisième  facteur,  etc.  En 
elfet,  si  la  quantité  a  doit  être  multipliée  par  le  produit 
hcd^  le  résultat  de  cette  opération  sera  le  même  que  si  l'on 
jnultipliait  bcd  par  a,  ce  qui  s  indique  par  bcdy<ia  ou 
bcda^  et  en  transposant  les  facteurs,  abcd. 

On  peut  encore  remarquer  que,  pour  multiplier  un  pro- 
duit par  une  quantité,  il  suffit  de  multiplier  un  des  facteurs 
par  cette  quantité^  car,  le  produit  de  bcd  par  a  étant  égal 
h  abcd  ou  à  bacd  ^  il  s'ensuit  qu'on  peut  former  ce  produit 
en  multipliant  le  facteur  b  par  a ,  et  le  produit  ba  par  les 
autres  facteurs  c,  d. 

51 .  Une  expression  composée  de  plusieurs  facteurs,  sans 
interposition  des  signes  -|-  ou  — ,  comme  'da^b^c,  est  ran- 
gée parmi  les  monômes.  L'expression  ia^  b  —  5  abc -)-  y  d^f 
est  un  polynôme  de  trois  termes,  ou  un  trinôme. 

Le  monôme  3  a''Z>^c  exprimele  produit  qu'on  obtiendrait 
en  multipliant  le  nombre  3  par  <2%  le  produit  3^^  par  //% 
et  le  produit  'id'^b^  par  c.  Mais  on  peut  aussi  considérer 
cette  expression  comme  indiquant  que  le  produit  de  tous 
les  facteurs  littéraux  doit  être  multiplié  par  le  coefficient  3. 
De  cette  manière,  on  voit  que  tout  ce  que  nous  avons  dit 
plus  haut  à   Fégard  des  termes  semblables  s  applique  à  des 
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termes  quelconques  composés  des  mêmes  lettres  avec  les 
mêmes  exposants.  Ainsi,  les  deux  termes  5  rt^/^V' et —  ?ta^h^c 
sont  semblables;  et  les  expressions  ^a'b^c -\- ?)à-h^c  ^ 
5a'^b^c  —  da^b^c  se  réduisent,  l'une  à  8<i^/^^r,  l'autre  à 
o.a^h^c.  Les  deux  termes  Za^b  et  'i  ab-  ne  sont  pas  sem- 
blables ,  et  les  expressions  "i  a^  b  -Ç?i  cilr  ^  3  <7.-  b  —  3  a/>^  ne 
sont  pas  susceptibles  de  réduction. 

52.   Soit  à  multiplier  5  à''  b'  c  par  3  cr  b'  d- . 

On  pourrait  exprimer  le  produit  en  écrivant  les  quantités 
proposées  l'une  à  la  suite  de  l'autre,  et  mettant  entre  elles 
le  signe  X  ovi  un  point;  on  pourrait  même  ne  mettre  au- 
cun signe,  puisque,  d  après  ce  qui  a  été  dit  dans  le  n'^  50, 
la  multiplication  de  ces  quantités  revient  à  multipliei  suc- 
cessivement la  première  par  les  facteurs  3,  «",/'',  /^Z^.  Mais 
on  peut  obtenir  une  expression  plus  simple;  et  c'est  en 
cela  que  consiste  la  mnhipUcaiion  des  nioriômes. 

Pour  multiplier  5  a^  b'^  c  par  3  ,  il  suffit  de  multiplier  le 
facteur  5  par  3,  ce  qui  donne  i5  a'  b'  c.  On  peut  multiplier 
i5a^/;'^c  par  <^i^,  en  multipliant  (l^  par  a^ .  Comme  ci^  est 
l'abréviation  de  aaa^  et  a^  celle  de  an^  le  produit  de  d^  par 
a^  peut  être  exprimé  par  aaaaa  ou  a^ \  par  conséquent,  le 
produit  de  i5a^Z>^c  par  a-  est  i5a'^"c.  On  voit  de  la 
même  manière  que  le  produitde  1 5  d^  b^  cpar  Z>^  est  1 5  d""  b^  c  ; 
et  pour  indiquer  que  ce  dernier  produit  doit  être  multiplié 
par  r/%  on  doit  écrire  à  sa  suite  le  facteur  rP,  ce  qui  donne 
v:>  d' b'' cd'' , 

On  conclut  de  là  que,  ^owv  faire,  le  produit,  de  deux 
nionônies^  il  faut  faire  le  produit  des  coefficients^  et  placer 
comme  facteurs^  à  la  suite  de  ce  produit,  toutes  les  lettres 
qui  se  trompent  dans  les  mo?iomes  proposes  j,  en  donnant  à 
chaque  lettre  qui  leur  est  commune  un  exposant  égal  à  la 
somme  des  exposants  dont  elle  est  affectée,  et  conser^'ant 
aux  lettres  qui  fi  entrent  que  dans  un  des  facteurs  les  ex- 
pnsanls  qu'elles  ont ^   ■ 
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S'il  y  avait  une  letlie  qui  n'est  pas  d'exposaiil,  il  fau- 
drait la  considérer  comme  ayant  l'unité  pour  exposant;  car 
le  produit  de  a^  par  a  est  a'" . 

53.  Quand  les  monômes  sont  considérés  avec  des  signes, 
les  facteurs  exprimés  par  les  lettres  pouvant  d'ailleurs  être 
ou  des  quantités  positives  ou  des  quantités  négatives,  il 
faut  toujours  suivre  pour  le  signe  du  produit  les  règles  du 
n*'  27,  comme  on  le  voit  dans  le  tableau  suivant  : 

H-  r/  X  H-  /^  =  -i-  «^,       -f-  rt  X  ~  /^  ^  —  «^, 
—  rt  X  -h  ^  =  —  «^,       —  fl!  X  —  h  ~  ^  ah. 

En  eiîèt:  i*^  Les  expressions  -|- a  ei  -f- ^  indiquant  les 
mêmes  quantités  que  a  exb^  le  produit  de  ces  quantités  doit 
s'exprimer  par  ah^  ce  qui  est  la  même  chose  que  -h  ab, 
'?y  Les  expressions  —  a  et  —  b  indiquent  les  quantités  de 
signes  contraires  à  celles  qui  sont  représentées  par  a  et  b. 
Or,  d'après  les  règles  du  n^  27,  un  produit  change  de  signe 
quand  un  des  facteurs  change  de  signe,  et  l'autre  conserve 
le  sien  \  le  produit  de  —  a  par  -{-  Z»  et  celui  de  -f-  a  par  —  b 
doivent  donc  être  de  signe  contraire  au  produit  ab  \  ils  sont 
donc  égaux  l'un  et  l'autre  à  —  ab.  3°  Le  produit  de  —  a  par 
—  b  doit  être  de  signe  contraire  à  celui  de  —  a  par  -f-  b  ; 
il  est  donc  H-  ab. 

Multiplication  des  polynômes . 

54.  Considérons  d'abord  la  multiplication  du  polynôme 
a  -h  b  —  c  par  m,  les  lettres  a^  b^  c  désignant  des  quan- 
tités quelconques  positives  ou  négatives. 

Si  m  est  un  nombre  entier  positif,  le  produit  sera  la 
somme  de  ni  quantités  égales  k  a  -\-b  —  c  -,  or,  par  la  réduc- 
tion (les  termes  semblables,  cette  somme  est  ma-\-mb  —  me. 

Si    ///    (lésmuc   uiK     rra<  lion    positive   -  .    il   faudra   diviser 

7 
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a -f- ^  —  c  par  g^  et  niultipliei'  le  résultat  par.  /j.   Or  le 

quotient  de  a  ^  o  —  c  par  q  est  égal  a  — I •>  puisque, 

suivant  ce  que  1  on  vient  de    voir,   la  multiplication  de 

cette  dernière  quantité  par  fj  reproduira  a -\- h  —  c.  On 

obtiendra  donc  le  produit  de  a -\- h  —  c  par  ni  en  mul- 

.    ^.          a        b       c                                .                       an        bp       cp 
tipliant  — I par  p  ,  ce  qui   donnera  -^ -{-  — -^ 

q     q     q  ^     '  ^  q       q       q 

ou  ain  -j-  htn  —  cm. 

Enfin,  supposons  que  m  représente  une  quantité  néga- 
tive. La  multiplication  de  a-\-h  —  c  par  m  reviendra  à 
multiplier  a-\-  h  —  c  par  la  valeur  absolue  de  m ,  et  à  chan- 
ger ensuite  le  signe  du  résultat,  ce  qui  reviendra  à  multi- 
plier chaque  terme  de  a~\~h  —  c  par  la  valeur  absolue  de 
77Z,  et  à  changer  ensuite  le  signe  de  chaque  produit  partiel, 
ou  bien  encore  à  multipljer  chaque  terme  du  multiplicande 
par  la  quantité  négative  m.  Le  produit  sera  donc,  comme 
dans  les  cas  précédents,  am-\-hm  —  cm. 

Considérons  actuellement  le  produit  des  deux  polynômes 
a-\-h  —  c  et  m-hn — p.  Si  l'on  suppose  que  Ton  ait 
effectué  les  opérations  indiquées  dans  le  premier  polynôme 
de  manière  à  le  réduire  à  un  seul  terme,  le  produit  pourra 
être  formé  suivant  ce  que  l'on  vient  de  voir,  et  il  sera 


m 


[a  -\-  b  —  c-)  -4-  n[a  -\-  b  —  c)  —  p  [a  -f-  /;  —  c;] , 


Mais,  au  lieu  de  m  {a-\-b — c) ,  on  peut  écrire  am-\-bm — cm  ^ 
de  même  on  peut  remplacer  n{a-\-h  —  c)  ipav  an-\-hn  —  c«, 
p[a-{-b  —  c)  par  ap  -\-  bp  —  cp-.,  et  en  ajoutant  la  seconde 
quantité  à  la  première,  et  retranchant  de  la  somme  la  troi- 
sième quantité,  on  a  pour  le  produit  demandé 

nm  +  bm  —  cm  +  an  -\~  bu  —  en  —  ap  —  bp  -\-  cp. 

Il  résulte  de  là  que ,  pour  effectuer  la.  multiplication  de 
deux  polynômes,  it  faut  multiplier  successiveinent  tous  les 
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termes  du  mahiplicandc  par  chaque  terme  du  multiplica- 
leur,  en  mettant  dans  les  produits  les  signes  des  termes 
du  multiplicande ,  lorscpie  le  terme  du  multiplicateur  a  le 
signe  -h,  et  les  signes  contraires,  lorsque  le  terme  du  mul- 
tiplicateur a  le  signe  — . 

D'après  celle  règle,  le  produit  de  deux  termes  dans  la 
multiplication  des  polynômes  reçoit  le  même  signe  qu'il 
recevrait  si  ces  termes  étaient  considérés  isolément  et  avec 
leurs  signes  j  de  sorte  qu'on  pourrait  se  borner  à  dire  qu'// 
faut  multiplier  tous  les  termes  du  multiplicande  par  tous 
les  termes  du  multiplicateur,  et  faire  la  somme  de  tous  les 
produits. 

55.  Pour  la  commodité  des  calculs ,  il  est  bon  d'arranger 
les  termes  des  polynômes  qu'on  doit  multiplier,  de  manière 
que  les  exposants  d'une  môme  lettre  aillent  toujours  en 
croissant  ou  en  décroissant  :  cela  s'appelle  ordonner  les 
polynômes.  On  dispose,  en  outre,  l'opération  comme  on  le 
voit  dans  l'exemple  ci-dessous  : 

Multiplicande  5a^ —   ^d-b-\-   bah^ — 3^' 

Multiplicateur  l\a^ —   5ab -h   i  ù- 

lion^ — i^^a'*tj-\-iocv'b'- — iia'^b^ 
Produits  partiels   \  — 2.5a'b-\-2oa-b'- — i5a-b^-\-i5ab^ 

(  -hioa-b- —   Sa^b^-hioab' — 6^' 

Produit  total  réduit   2.oa''-/^i  a''b~\-5oa'b'-^5a'^b'-\-2.5ab^ — ii>b\ 

La  première  ligne  des  produits  partiels  contient  les  pro- 
duits de  tous  les  termes  du  multiplicande  par  le  premier 
terme  ^a'  du  multiplicateur:  ce  terme  étant  censé  avoir  le 
signe  -f-,  les  produits  qu'il  donne  ont  les  mêmes  signes  que 
les  termes  du  multiplicande.  On  observe  d'ailleurs ,  pour 
former  chacun  de  ces  produits ,  la  règle  qtii  a  été  donnée  pré- 
cédemment à  l'égard  des  coeflicients  et  des  exposants  ,  dant; 
la  midtiplicaiion  des  monômes  (n"52). 
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La  seconde  ligue  contient  les  produits  de  tous  les  termes 
du  multiplicande  par  le  second  terme  —  5  ab  du  multipli- 
cateur 5  et  comme  ce  terme  a  le  signe  — ,  tous  les  produits 
qu'il  donne  ont  les  signes  contraires  à  ceux  des  termes  cor- 
respondants du  multiplicande. 

La  troisième  ligne  contient  les  produits  de  tous  les  termes 
du  multiplicande  par  le  troisième  terme  H-  2  Z>^  du  multi- 
plicateur ;  et  comme  ce  terme  a  le  signe  -f- ,  tous  les  pro- 
duits  qu'il  donne  ont  les  signes  des  termes  du  multiplicande. 
On  obtient  le  produit  total  en  réunissant  tous  les  pro- 
duits partiels  et  pratiquant  immédiatement  la  réduction^  et 
pour  faciliter  cette  dernière  partie  de  l'opération,  on  a 
soin  d'écrire  les  produits  semblables  les  uns  au-dessous  des 
autres. 

56.  Voici  quelques  ntultiplications  par  lesquelles  on  dé- 
montre des  propositions  que  l'on  a  fréquemment  occasion 
d'appliquer  : 


a  -h  b 
a  -+-  b 

a—  b 
a  —  b 

a  -^  b 
a  —  b 

a-  4-  iib 
-f-  ab 

a'  —  ab 
_^  b^          ^  ab     -h  b' 

a-  -\-  ab 
~ab  — 

b' 

a'  H-  2  ab 

+  b'     a'  —  iab-\-b' 

a'  -{-  2ab    -\-  b' 
a   -\-  b 

a'             — 

b' 

a'' -{- 2  a'' b -{-     ab- 
-j-     à'b  4-  2ab'  -\~ 

b' 

a'  -k-  "6 à'b  -h  3rt^^  -h 

b' 

La  première  opération  fait  voir  que  le  carré  de  la  somme 
de  deux  quantités  est  égal  au  carré  de  la  première  quan- 
tité ^  plus  deux  J  ois  le  produit  de  la  première  par  la  se- 
ronde ,  plus  la  carré  de  la  seconde. 


42  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE  D'ALGEBRE. 

La  seconde  opération  fait  voir  que  le  carré  de  la  diffé- 
rence de  deux  (quantités  est  égal  au  carré  de  la  première 
quantité,  moins  deux  fois  le  produit  de  la  prenàcre  par  la 
seconde,  plus  le  carré  de  la  seconde. 

Par  la  troisième  opération ,  on  apprend  que  le  produit  de 
la  somme  de  deux  quantités  par  leur  différence  est  égal 
à  la  différence  des  carrés  de  ces  quantités. 

Enfin,  la  dernière  opération,  dans  laquelle  le  carré  de 
a  -\-h  di  été  multiplié  par  rt  4-  ^ ,  prouve  que  le  cube  de  la 
somme  de  deux  quantités  est  égal  au  cube  de  la  première 
quantité,  plus  trois  fois  le  carré  de  la  première  multiplié 
par  la  seconde,  plus  trois  fois  la  première  multipliée  par 
le  carré  de  la  seconde,  plus  le  cube  de  la  seconde. 

Pour  reconnaître  la  composition  de  la  quatrième  puis- 
sance de  deux  nombres ,  et  des  puissances  supérieures ,  il 
suffirait  de  multiplier  le  cube  de  a  -t-  Z>  par  a  -j-  b ,  puis  le 
résultat  par  a  -i-  b-^  ainsi  de  suite.  On  reconnaîtrait  de  la 
même  manière  la  composition  des  diverses  puissances  de  la 
di/Térence  de  deux  quantités. 

57.  Nous  proposerons  comme  exercices  les  opérations 
suivantes  : 

i*^.  Multiplier  la  quatrième  puissance  de  2^-{-3è  par 
la  quatrième  puissance  de  o.a  —  3  ^  5 

2'\  Faire  le  carré  du  trinôme  16  «*  —  y^a-b^  -\-  81  ^*  ; 

3°.  Multiplier  le  polynôme  2  «^  -f-  5  a^b  —  ^^^^  -h  2  Z>^ 
par  le  polynôme  2  a^  -f-  5  «^  è  H-  4  ^b^  —  ^b^- 

Les  deux  premières  opérations  devront  conduire  au  même 
résultat.  On  peut  le  démontrer  sans  faire  les  calculs,  au 
moyen  des  propositions  qui  ont  été  exposées  dans  le  numéro 
précédent.  La  troisième  opération  peut  être  abrégée  en  fai- 
sant usage  des  mêmes  propositions. 

58.  Dans  les  exemples  de  nmliipllcation  qui  précèdenl. 
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chaque  facteur  ne  comprend  que  des  termes  dans  lesquels 
la  somme  des  exposants  est  la  même.  Cette  somme  consti- 
tue ce  que  l'on  appelle  le  degré  d'un  terme.  Quand  tous 
les  termes  d'un  polynôme  ont  le  même  degré,  on  dit  que 
le  polynôme  est  homogène ,  et  le  degré  de  chaque  terme 
constitue  aussi  le  degré  du  polynôme.  Lorsqu'un  produit 
est  formé  avec  des  facteurs  homogènes ,  il  doit  être  lui- 
même  homogène  ,  et  son  degré  doit  être  égal  à  la  somme  des 
degrés  des  facteurs.  Si  ces  conditions  n'étaient  pas  remplies, 
on  devrait  en  conclure  qu'il  a  été  commis  des  erreurs  dans 
les  multiplications  partielles. 

59.  Lorsqu'un  polynôme  qu'on  veut  ordonner  par  rap- 
port à  une  lettre  a  contient  plusieurs  termes  dans  lesquels 
cette  lettre  a  le  même  exposant,  on  renferme  ces  termes 
dans  des  parenthèses,  en-Supprimant  dans  chacun  d'eux  la 
puissance  de  la  lettre  a^  que  l'on  écrit  une  seule  fois  en  de- 
hors de  la  parenthèse.  Par  exemple,  si  le  polynôme  proposé 
contient  les  trois  termes  -\-  iF^ a^  —  i  ba^  —  3  «^,  on  écrit 
-f-  (2  Z)-  —  ib  —  3)  a^  :  cette  expression  est  alors  considérée 
comme  un  seul  terme,  et  le  polynôme  ih^ —  2 Z> —  3  est  re- 
gardé comme  le  coefficient  de  a^ .  Ce  coefficient  est  ordonné 
par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  h.  Pour  l'ordon- 
ner par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  la  même  lettre, 
on  écrirait  -f-( — 3  —  '2b-\-ib'^)a^^  ou  —  (3 -h 2e — ib^)a'^. 
Souvent  on  place  les  termes  du  coefficient  les  uns  au-des- 
sous des  autres  dans  une  colonne,  adroite  de  laquelle  on 
tire  un  trait  vertical,  et  l'on  place  à  droite  de  ce  trait  la 
puissance  de  la  lettre  par  rapport  à  laquelle  on  ordonne, 
comme  on  le  voit  ici  : 


7.  h' 

(r' 

—  3 

oJ> 

ou  hien 

—  ib 

0 

-f-  2  //' 
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On  voit  ci-dessous,  et  à  la  page  suivante,  un  exemple  de 
multiplication  dans  lequel  on  a  employé  ces  deux  dispo- 
sitions.- L'opération  s'exécute  d'après  la  règle  du  n^  54, 
comme  si  le  multiplicande  était  formé  seulement  de  trois 
termes  et  le  multiplicateur  de  deux^  mais  dans  les  multi- 
plications partielles,  on  a  des  polynômes  à  multiplier.  La 
seconde  disposition  présente  ces  parties  du  calcul  exécutées 
séparément. 


ib 
Multiplicande     \  —  i 


ib 


a   -h   8^' 

-  4^' 


Multiplicateur 


ib 


H-i 


a   —   /^b' 

•4-     I 


4^ 


Produit  total 
simplifie 


— 16^3 

-h  4^^ 

+     2// 
—     1 


a''  +32  ¥ 
—  Sb' 

—  4^^ 

-h     2  /; 
~—     I 


/ 

4^-' , 

a'  — 

8^^ 

n'-^-\^b' 

a 

Produit  du  multi- 

~ib 

+ 

4^^ 

—  Sb' 

plicande  par 

-\-ib 

1b 

-i-  8^^ 

10       a 

1 

■-  ï 

— 

4^' 

—  4^^ 

+  1 

+ 

ib 

I 

\ 

r 

— - 

8^^ 

-hi6b' 

—32  b' 

Produit  du  multi- 

+ 

4^-' 

~  8  b' 

-f-16^' 

plicande  par 

-h 

1b 

4-  4^' 

+  Sb' 

-4^^ 

— 

I 

—  4^^ 

-  4^' 

•     -h  I 

-h   Q.b 

l 

—    1 

■32  b' 

\6b' 

8  b' 
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Dmsion  des  monômes.  —  Exposant  zéro. 

60.  Lorsque  l'on  connaît  un  produit  algébrique  et  l'un 
de  ses  facteurs ,  on  peut  déterminer  l'autre  facteur  :  cette 
opération  prend ,  comme  en  arithmétique ,  le  nom  de  dwî- 
sion;  le  produit  donné  est  le  dividende ,  le  facteur  connu 
est  le  diviseur^  et  le  facteur  cherché  est  le  quotient. 

61 .  Le  quotient  de  deux  monômes  ne  peut  être  qu'un 
monôme^  et ,  d'après  la  règle  de  la  multiplication  des  mo- 
nômes (n°  52) ,  le  coefficient  du  dividende  doit  résulter  de 
la  multiplication  du  coefficient  du  diviseur  par  celui  du 
quotient ,  et  le  dividende  doit  contenir  toutes  les  lettres  qui 
entrent  dans  le  diviseur  et  dans  le  quotient,  chaque  lettre 
commune  ayant  un  exposant  égal  à  la  somme  des  expo- 
sants qu'elle  a  dans  le  diviseur  et  dans  le  quotient,  et  les 
exposants  des  autres  lettres  étant  ceux  qu'elles  ont  dans  le 
diviseur  ou  dans  le  quotient.  De  là  résulte  la  règle  suivante  : 

P our  effectuer  la  division  d'un  monôme  par  un  mojiôme, 
on  divisera  le  coefficient  du  dividende  par  celui  du  diviseur  ^ 
on  aura  ainsi  le  coefficient  du  quotient.  On  écrira  au  quo- 
tient toutes  les  lettres  du  dividende  qui  ne  se  trouveront 
pas  dans  le  diviseur,  en  leur  conservant  leurs  exposants  j 
et  les  lettres  communes  qui  auront  dans  le  dividende  des 
exposants  plus  grands  que  dans  le  diviseur,  en  donnant 
à  chacune  d'elles  un  exposant  égal  à  la  différence  des 
deux  exposants.  S'il  jr  a  des  lettres  qui  ont  le  même  ex- 
posant dans  le  dividende  et  dans  le  diviseur,  elles  devront 
ne  pas  entrer  dans  le  quotient. 

Lorsque  le  coefficient  du  dividende  n'est  pas  divisible  par 
celui  du  diviseur,  ou  lorsque  le  diviseur  contient  une  lettre 
qui  ne  se  trouve  pas  dans  le  dividende ,  ou  qui  y  est  conte- 
nue avec  un  exposant  moindre  que  celui  qu'elle  a  dans  le 
diviseur,  la  division  ne  peut  pas  rire  cCfcctuée. 
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A  l'égard  des  signes,  on  voit,  en  se  reportant  à  ce  qui 
a  été  dit  pour  la  multiplication  (n^  53) ,  qu'on  doit  suivre 
dans  la  division  les  règles  du  n^  28. 

Exemples. 

-ç>a^bd     --^^^^^^>       -=:Wb^d~  =  ^^'''^''- 

62.  Quand  on  a  à  diviser  a '"par  a'",  le  quotient  est  l'unité; 
d'un  autre  côté ,  si  l'on  retranchait ,  dans  ce  cas ,  l'exposant 
du  diviseur  de  celui  du  dividende,  on  trouverait  <2°  pour 
l'expression  du  quotient.  On  est  ainsi  amené  à  regarder  le 
symbole  a*^  comme  équivalent  à  l'unité,  quelle  que  soit  la 
quantité  qui  a  été  désignée  par  a.  On  est  aussi  conduit  à 
cptte  convention  par  la  définition  de  l'exposant  -,  car  a^,  par 
exemple,  est  la  même  chose  que  iX<^X^X«;«^  équi- 
vaut pareillement  à  iX«X«;  aoua^  équivaut  à  i  X  <3!  : 
il  est  donc  naturel  d'admettre  que  a^  est  l'expression  du  seul 
facteur  i.  Au  moyen  de  cette  convention,  on  peut  abréger 
les  énoncés  des  règles  de  la  multiplication  et  de  la  division 
des  m.onômes;  car,  en  considérant  les  monômes  qui  ne 
contiennent  pas  une  lettre  comme  la  renfermant  avec  l'ex- 
posant zéro ,  il  suffit  de  dire ,  pour  la  multiplication  des  mo- 
nômes ,  qu'après  avoir  multiplié  les  coefficients  on  doit 
écrire  au  produit  toutes  les  lettres  qui  entrent  dans  les 
monômes  proposés  ,  en  donnant  à  chacune  d'elles  un 
exposant  égal  à  la  somme  des  exposants  quelle  a  dans 
les  différents  facteurs^  et ,  pour  la  division  des  monômes , 
on  peut  dire  qii  il  faut  mettre  au  quotient  toutes  les  lettres 
du  dii^idende ,  en  donnant  à  chacune  d'elles  un  exposant 
égal  au  reste  quon  obtient  en  retranchant  Vexposant 
quelle  a  dans  le  diviseur >  de  celui  qu  elle  a  dans  le  divi- 
dende. 
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'Division  des  polynômes. 

63.  On  a  vu  que  le  produit  de  deux  polynômes  est  la 
somme  des  produits  de  tous  les  termes  de  l'un  des  facteurs 
par  chacun  des  termes  de  l'autre  facteur.  La  plupart  de  ces 
produits  partiels  se  confondent  par  la  réduction  des  termes 
semblables,  et  il  ne  serait  pas  possible  de  les  reconnaître 
tous  immédiatement  dans  le  produit  total  simplifié.  Mais  le 
terme  qui,  dans  l'un  des  polynômes,  contient  le  plus  fort 
exposant  d'une  lettre ,  multiplié  par  le  terme  de  l'autre 
polynôme  dans  lequel  la  même  lettre  a  le  plus  fort  exposant, 
donne  un  produit  qui  contient  cette  lettre  avec  un  exposant 
plus  grand  que  ceux  qu'elle  a  dans  tous  les  autres  produits 
partiels.  Ce  produit  ne  peut  donc  se  réduire  avec  aucun 
autre,  et  il  se  retrouve  sans  altération  dans  le  produit 
total. 

Il  suit  de  là  qu'en  choisissant  dans  le  dividende  le  terme 
affecté  du  plus  fort  exposant  d'une  lettre,  et  en  le  divisant 
par  le  terme  du  diviseur  affecté  du  plus  fort  exposant  de  la 
même  lettre ,  on  obtiendra  un  terme  du  quotient  ',  et  ce 
terme  sera  celui  qui,. dans  le  quotient,  contiendra  le  plus 
fort  exposant  de  la  même  lettre. 

En  multipliant  le  diviseur  par  ce  terme,  et  en  retran- 
chant le  produit  du  dividende,  on  aura  un  reste  qui  ne 
contiendra  plus  que  les  produits  du  diviseur  par  les  autres 
termes  du  quotient.  Ce  reste  pourra  donc  être  regardé 
comme  un  nouveau  dividende  ;  et  en  divisant  le  terme  de 
ce  nouveau  dividende  qui  contiendra  le  plus  fort  exposant 
d'une  lettre,  par  le  terme  du  diviseur  affecté  du  plus  fort 
exposant  de  la  même  lettre,  on  obtiendra  un  second  terme 
du  quotient-,  ainsi  de  suite.  Quand  on  aura  trouvé  tous  les 
termes  du  quotient,  en  soustrayant  le  produit  du  diviseui- 
par  le  dernier  terme,   on  obtiendra   un   icsle  nul;  car  on 
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aura  successivement  retranché  du  dividende  le  produit  du 
diviseur  par  tous  les  ternies  du  quotient,  c'est-à-dire  tout 
ce  qui  compose  le  dividende. 

Au  lieu  de  considérer,  dans  chaque  division  partielle ,  les 
termes  affectés  des  plus  forts  exposants  d'une  lettre,  on 
pourrait  considérer  les  termes  affectés  des  plus  faibles  expo- 
sants; car  le  produit  partiel  formé  avec  les  termes  affectés 
des  plus  faibles  exposants  d'une  lettre  dans  le  diviseur  et 
dans  le  quotient,  a  donné,  sans  aucune  réduction  ,  le  terme 
du  dividende  qui  contient  le  plus  faible  exposant  de  la  même 
lettre. 

Pour  faciliter  les  calculs  ,  on  ordonne  le  dividende ,  le 
diviseur  et  les  restes,  par  rapport  à  la  même  lettre*,  de  cette 
manière ,  les  termes  qu'il  faut  considérer  à  chaque  opéra- 
tion sont  ceux  qui  se  trouvent  écrits  les  premiers  dans  le 
diviseur  et  dans  les  dividendes  successifs. 

D'après  tout  ce  qui  vient  d'être  dit ,  la  règle  de  la  divi- 
sion des  polynômes  s'énoncera  comme  il  suit  : 

Ordonnez  le  dividende  et  le  diviseur  par  rapport  aux 
puissances  décroissantes  ou  aux  puissances  croissantes 
d'une  lettre.  Divisez  le  premier  terme  du  dividende  par 
le  premier  terme  du  diviseur  ^  le  résultat  sera  le  premier 
terme  du  quotient.  Retranchez  du  dividende  le  produit  du 
diviseur  par  ce  terme ,  en  prenant  soin  que  le  reste  soit  or- 
donné de  la  même  manière  que  les  polynômes  proposés. 
Divisez  le  premier  terme  du  reste  par  le  premier  terme  du 
diviseur  y  "vous  obtiendrez  le  second  terme  du  quotient. 
Retranchez  du  premier  reste  le  produit  du  diviseur  par 
le  second  terme  du  quotient ,  et  divisez  le  pjemier  terme 
du  nouveau  reste  par  le  premier  terme  du  diviseur  j 
uous  obtiendrez  le  troisième  terme  du  quotient.  Ainsi  de 
suite. 

La  lettre  par  rapport  à  laquelle  ou  a  ordonné  est  appelée 
lettre  principale ,  ou  lettre  (Tordre,  et  le  plus  fort  expo-- 
5«  édit.  i\ 
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sant  c!c  celte  lettre  dans  chaque  polynôme  est  le  degré  du 

polynôme  par  rapport  h  cette  lettre. 

64.   Prenons,  pour  exemple  ,  les  deux  polynômes  : 

Dividende  ,  5o  a^  b-  —  6^'  -}-  ?.5  ab^  —  /\5a"-  b'  -^n^^&b  .-^  it(i\ 
Diviseur ,  5  ob-  —  3  b^  —  ^a^  b  -^  5a\  /  ; 

Ou  ordonne  ces  polynômes  ,  et  l'on  dispose  le  calculcomme 
on  le  voit  ci -dessous  : 

■20  a'  —  4l  a'b-^5o  a^  h°  —  /j5  rr  P  -\-  '20  ah"  —  6  hH^a^—  [^g-h-h^ah--  ^h^ 

—  'iO «■'  -4-16 a'  h  —  ao  <i^  h-  -+-  fla^  /;•■'  \ 4  tr —  5  alj_-{-  u  b' 

. . f.*^ 

I  *''■  reste  —  ■2t\  a''  b-r-'io  a^  b'  —  Sj  a-  b^  -h  '23  ab^  —  (i  h" 
-+- 25  rt*  b  —  ao  «'  b° -+--23a'  b^  —  1 5  ab' 


1^  reste  -i-ma'^h- —    S  a"  h^ -\- io  ab'  —  Gb'^ 

—  lOa'b'-f-     iia^b^ —  \o  ab' -\-(')b'^ 

3*^  reste  o 

La  division  du  premier  terme  20  a^  du  dividende  par  le 
premier  terme  5  a^  du  diviseur,  donne  le  premier  terme  4  ^^" 
du  quotient.  On  multiplie  le  diviseur  par  4«"5  et  l'on  sous- 
trait le  produit  du  dividende  :  à  cet  effet,  on  écrit  le  produit 
sous  le  dividende,  en  changeant  le  signe  de  chaque  terme, 
puis  on  fait  les  réductions  ^  on  obtient  de  cette  manière  le 
premier  reste.  On  divise  le  premier  terme  —  i^a'^b  de  ce 
reste  par  le  premier  terme  5  a"^  du  diviseur,  ce  qui  donne  le 
second  terme  —  ^ab  du  quotient.  On  multiplie  le  diviseur 
par —  5«^,  et  l'on  retranche  le  produit  du  premier  reste, 
ce  qui  donne  le  deuxième  reste.  On  divise  le  premier  terme 
de  ce  reste  par  5a^,  ce  qui  donne  le  troisième  terme  du 
quotient.  En  retranchant  du  deuxième  reste  le  produit  du 
diviseur  par  -f-  1  Z>%  on  obtient  un  reste  nul ,  ce  qui  annonce 
que  l'opération  est  terminée. 

65.  Quand  on  parvient  à  un  reste  dont  le  premier  terme 
li'est  pas  divisible  par  le  premier  terme  du  diviseur,  la  divi- 
sion proposée  ne  peut  pas  être  effectuée.   Le  dividende  est 
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alors  égal  au  produit  du  diviseur  parla  somme  des  quotients 
partiels  que  l'on  a  obtenus ,  augmenté  du  dernier  reste  ;  et 
le  quotient  total  se  compose  de  la  somme  des  quotients  par- 
tiels, à  laquelle  il  faut  ajouter  une  expression  complémen- 
taire qui  se  forme  en  indiquant  la  division  du  dernier  reste 
par  le  diviseur. 

^^oici  un  exemple  d'une  division  qui   ne  peut  pas  être 
entièrement  effectuée  : 

x''  —  4 ^^^  H~  6 à^x^  —  la^x  —  a'   j  x-  —  lax  -\-  a- 

\  X-  —  2 ax  -h  a' 


—  x^  -f-  2  ax^  —  à^x"^ 

—  2  ax^  -h  5ci-x^  —  2.a\v  — 

n' 

-}-  2  ax^  —  ^a"^  x-  -\-  2  a^x 

+     a'^x-                   — 

a' 

—    «^  x'^  -f-  ia^  X  — 

«' 

-H  2fl^x  —  la\ 

Après  trois  divisions  partielles ,  on  obtient  le  reste 
-h  ia^ X —  2a*-  le  premier  terme  de  ce  reste  contenant  la 
lettre  x  avec  un  exposant  moindre  que  celui  qu'elle  a  dans 
le  premier  terme  du  diviseur  ,  l'opération  ne  peut  plus  être 
continuée.  On  a 

x"  —  ^ax'^  +  Ç>a'^x^  —  la?  X  —  «^ 

=  (.r^  —  lax  -\-  a-)  (x^  —  2. ax  -{-  a-]  -\-  2  a^x  —  9.a''  , 

et  le  quotient  est 

2  O^  X  2  rt^ 

x'^  —  lax  -f-  «^  H 


-    2  ax  -f-  a 

66.  Lorsqu'on  a  ordonné  par  rapport  aux  puissances  dé- 
croissantes d'une  lettre,  on  parvient  nécessairement  à  un 
reste  nul ,  ou  à  un  reste  dont  le  premier  terme  n'est  pas 
exactement  divisible  par  le  premier  terme  du  diviseur.  En 
effet ,  chacune  des  soustractions  qui  sont  successivement 
effectuées  ,  détruisant  toujours  le  premier  terme  du  reste 
dont  on  sonslrait,  le  degré  de  cliaque  reste  est  moindre,  au 

4- 
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moins  d  une  unité,  que  le  degré  du  reste  précédent.  Par 
conséquent,  lorsqu'on  a  fait,  au  plus,  un  nombre  de  divi- 
sions partielles  égal  à  l'excès  plus  un  du  degré  du  dividende 
sur  celui  du  diviseur,  si  le  reste  n'est  pas  nul,  Texposant  de  la 
lettre  principale  dans  le  premier  terme  de  ce  reste  est  moin- 
dre que  l'exposant  de  la  même  lettre  dans  le  premier  terme 
du  diviseur,  et  la  division  partielle  qu'il  faudrait  exécuter 
pour  continuer  les  calculs  est  impossible. 

67.  Quand  on  a  ordonné  par  rapport  aux  puissances 
croissantes  d'une  lettre,  il  peut  arriver  que  les  divisions 
partielles  s'eifectuent  toujours  exactement,  sans  jamais 
conduire  à  un  reste  nul.  Pour  reconnaître  quel  est  alors  le 
symptôme  par  lequel  on  sera  averti  que  l'opération  ne  se 
terminera  pas  ,  il  faut  remarquer  que,  si  l'on  parvenait  à 
un  reste  nul ,  le  dernier  terme  du  dividende  devrait  être  le 
produit  du  dernier  terme  du  diviseur  par  le  dernier  terme 
du  quotient^  de  sorte  que  l'exposant  de  la  lettre  principale 
dans  le  dernier  terme  du  quotient  serait  égal  à  la  différence 
des  exposants  de  la  même  lettre  dans  les  derniers  termes  du 
dividende  et  du  diviseur.  Il  suit  de  là  que  la  division  sera 
impossible,  quand  on  sera  conduit  à  mettre  dans  le  quotient 
un  terme  où  la  lettre  principale  aura  un  exposant  plus 
grand  que  cette  différence.  Voyez  l'exemple  suivant  : 


î  —  ^x  -\~  x"^  -i-  x'^   i 


3x 


X' 


—  I  -f-  3 x  —  X-  \\  —  X  —  Zx^  —  "jf^',  etc. 


— 

X  -j-     x^ 

+ 

X  —  3x-  -H     X-' 

—  3  .r-'  -h  2 x'- 

4-  3x^  —  9x^4-  3^< 

—  "^ x''  -}-  3 X' 

etc. 


Quelque  loin  que    Ton   pousse  les  calculs,   le  premiei 
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terme  du  dernier  reste  sera  toujours  divisible  par  le  premier 
terme  du  diviseur  ^  mais  lorsqu'on  est  parvenu  au  reste 
—  3x^  -f-  2x^  ;  on  est  assuré  que  la  division  ne  se  terminera 
pas,  parce  que  le  terme  du  quotient  qu'on  obtient  après  ce 
reste,  contient  la  lettre  x  avec  un  exposant  plus  grand  que 
l'excès  de  l'exposant  de  cette  lettre  dans  le  dernier  terme 
du  dividende  sur  celui  qu'elle  a  dans  le  dernier  terme  du 
diviseur.  Le  quotient  pourra  être  exprimé  par 

—  3  x-  -4-  2  .r-^  —  7  .r'  -\-  3  x' 

I  —  X  -i — — ,       I  —  .r  —  3  x'  H —= ■)  etc. 

1  —  ôx  -}-  x'  i  —  3  ,r  -f-  x' 

68.  On  voit,  par  un  raisonnement  semblable  au  précé- 
dent, que,  lorsqu'on  a  ordonné  par  rapport  aux  puissances 
décroissantes  d'une  lettre,  on  est  assuré  que  la  division  ne 
peut  pas  être  entièrement  eiîécluée,  quand  on  obtient  dans 
le  quotient  un  terme  qui  renferme  celte  lettre  avec  un  ex- 
posant moindre  que  la  dilïérence  des  exposants  qu'elle  n 
dans  les  derniers  termes  du  dividende  et  du  diviseur. 

69.  Lorsque  les  polynômes  contiennent  plusieurs  termes 
dans  lesquels  la  lettre  principale  a  le  même  exposant,  on 
rjéunit  ces  termes  comme  nous  Lavons  montré  dans  le  n"  59  ^ 
on  efïectue   ensuite  la   division  de  la  même  manière  qu(; 
dans  les  exemples  précédents,  en  déterminant  par  des  di- 
visions séparées    les  quotients  des  polynômes  qui   multi- 
plient les  plus  hautes  puissances  de  la  lettre  principale, 
dans  les  dividendes  et  dans  le  diviseur.  On  voit  ci-après 
un  exemple  d'une  semblable  opération.  Elle  s'explique  en  - 
core  par  les   raisonnements   qui   ont   été    exposés  dans  i<* 
n*'  (>35  car  ce  qui  a  été  dit  au  sujet  des  termes  aiï'ectés  des 
plus  forts  exposants  d'une  lettre,  dans  les  polynômes  pro- 
posés et  dans  le  quotient,  ne  cess(;  pas  de  subsister  quand 
les  multiplicaleurs  des  puissances  de  celle  lettre  sont  di^^- 
polynômes. 


54 


Divid. 


TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE  D'ALGÈBRE. 


Produit 
à  sous- 
traire. 


i«^î'  reste 
ou  26 
divid. 


Produit 
à  sous- 
traire. 


ou  3^ 
divid.    I 

Produit 
à  sous- 
traire. 


8i^ 


— 

liVj'' 

-f- 

8  Pc 

— 

/^bU- 

-f- 

4&V- 

— 

2  h  c" 

-+- 

C' 

i6b' 


4-32  6^ 
—   SPc- 


3^  reste o 


i*"^  division  partielle. 
4  ^'  —     c-    [-ih-^-c 


—  2  hc  {ib 


ihc  — 


2®  division  partielle. 


Sb' 


c"^2h 


-f-  4  i"  c  -  F  —  4  b'-i-ibc  —  ( 


-f-4i-c—     c^ 
—  ibc- 


2  ftc'  — 


3^  division  partielle. 
Çih'—!^h-cnih-^c 


4ft-c 


—  86^c— 4i^c- 
-I-  4  h-  c- 


On  n'écrit  point  les  termes  des  produits  du  diviseur  par 
les  quotients  partiels,  qui  doivent  détruire  la  première  co- 
lonne de  chaque  dividende  partiel  ;  et  l'on  se  dispense  aussi 
d'écrire ,  dans  les  dividendes  partiels  ,  les  colonnes  du  divi- 
dende primitif  qui  n'ont  pas  encore  été  altérées  par  les 
réductions. 

70.  Considérons  un  dernier  cas ,  celui  où  le  dividende 
contient  une  lettre  qui  ne  se  trouve  pas  dans  le  diviseur. 
On  pourrait  ordonner  par  rapport  à  une  des  lettres  com- 
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muncs^  mais  il  est  préférable  d'ordonner  par  rapport  à  la 
lettre  qui  n'entre  pas  dans  le  diviseur,  en  eonsidérant  ce 
polynôme  comme  un  multiplicateur  de  la  puissance  de  cette 
lettre  dont  l'exposant  est  zéro.  De  cette  manière,  on  voit 
que  l'opération  se  réduit  à  diviser  séparément  par  le  divi- 
seur proposé  chacun  des  multiplicateurs  de  la  lettre  princi- 
pale dans  le  dividende.  Soient ,  par  exemple ,  les  polynômes  : 
Divid.  (3  c  —  6  h)  (r  —  (f^  —  4  b'^)  a  ^  c'  —  ^  bc"-  -\-  iib'c  —Q  b\, 

Diviseur      c  —  i  b. 

La  division  de  3 c  —  6b  par  c  —  ib  donne  le  quotient  3  ; 
le  quotient  de  (3  c  —  6b)a^  par  c  —  ib  est  donc  3 a\  En 
retranchant  du  dividende  le  produit  du  diviseur  par  3  a-, 
on  a  le  reste  —  (c^  —  4b^)a-hc^~  6  bc~  -{-  iib^c  —  ^  b\ 
La  division  de  +  c^  —  4  ^^  pai'  ^  —  2»  Z>  donne  le  quotient 
<^'  -h  2  Z>  ^  le  quotient  de  —  (c^  —  4  ^^ )  ^  P^i*  ^  —  2  ^  est  donc 
—  [c  -\-  :ib)a  :  c'est  lé  second  quotient  partiel.  Le  second 
reste  ne  se  compose  que  de  la  partie  du  dividende  qui  ne 
contient  pas  la  lettre  a  ^  et  en  divisant  ce  reste  par  c — 2  b^  on 
obtient  un  troisième  quotient  partiel  qui  est  c- — 4^^'-f-4^"- 
Le  quotient  total  est  donc 

3  «^  —  (c  -\^  1  b)a  H-  c-  —  4  ^^^  +  4  ^'* 
71.   Parmi  les  résultats  qui  sont  fournis  par  la  division, 
il  est  utile  de  remarquer  celui  que  l'on  trouve  en  faisant 
l'opération  ci-après,  dans  laquelle  on  suppose  que  in  repré- 
sente un  nombre  entier  : 

a'"  —  //"  ^a  —  b 

—  a"'  -+-  ba'^-'         \  f^m^^  _|_  /,,^.7<-  ■  _^  l,1^^m.-  .     _  _|_,  /,»,-  , 

-h  baP"-'  —  b"' 

—  ba'"'  '  -+-  b'^a'"-' 

-j_  //-•<7'«-2 —  b'" 


+  b'"  /7"  —  /;' 
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Les  dividendes  successifs  sont  des  binômes  dont  le  second 
terme  est  —  b"\  et  dans  le  premier  terme,  l'exposant  de  a 
diminue  d'une  unité  à  chaque  opération ,  celui  de  b  aug- 
mente d'une  unité.  Le  diviseur  ne  contenant  que  la  pre- 
mière puissance  de  la  lettre  <7,  on  peut  continuer  les  opé- 
rations jusqu'à  ce  qu'on  obtienne  un  reste  dont  le  premier 
terme  ne  renferme  plus  cette  lettre  qu'avec  l'exposant  zéro  ^ 
et  ce  reste  est  h"^a^  —  &'",  ou  zéro.  Donc  a'"  —  Z>'"  est  tou- 
jours divisible  par  a  —  b.  Dans  les  termes  du  quotient, 
les  exposants  de  «  vont  en  diminuant  d'une  unité,  ceux 
de  b  augmentent  d'une  unité  :  le  dernier  terme  est  Z>'"~^  ^ 
car  il  doit  être  tel ,  qu'en  le  multipliant  par  le  dernier  terme 
du  diviseur,  on  retrouve  le  dernier  terme  —  b""  du  divi- 
dende. 

On  démontre  de  la  même  manière  li;s  propositions  sui- 
vantes : 

La  division  de  a"  —  //"  par  a  -\-  b  peut  être  eifectuée 
toutes  les  fois  que  m  est  un  nombre  pair  ^  le  quotient  est 

rt^"-'  —  ha"'-'  -h  b'n'"-''  ...  —  h""-'. 

Quand  in  est  un  nombre  impair,  la  division  n'est  pas  pos- 
sible. 

La  division  de  a"'-\-b"'  par  a-{~b  peut  être  effectuée  toutes 
les  fois  que  ni  est  un  nombre  impair^  le  quotient  est 

Quand  ni  est  un  nombre  pair,  la  division  n'est  pas  possible. 
La  division  àe  a"^ -\- h'"-  par  a  —  h  rrC  peut  jamais  être 
entièrement  effectuée. 

Des  J raclions  littérales. 

72.   L'expression  d'une  division  qui  n'a  pas  été  effectuée 

prend,  comme  en  arithmétique,  le  nom  àe  fraction .  Ainsi 

3a^bc         a' -{-  b-  i       r         •  r  -    ^        T^  r 

— - — -  et J-  sont  des  tractions.  La  quantité  qu  il  tant 

5  a'' h- a         a  —  h  ^  ' 
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diviser  s'appelle  numérateur -^  la  quantité  par  laquelle  on 
doit  diviser  est  le  dénominateur ^  le  numérateur  et  le  déno- 
minateur sont  appelés  collectivement  les  deux  termes  de  la 
fraction.  Les  quantités  algébriques  qui  ne  contiennent  pas 
de  fractions  sont  appelées  quantités  entières. 

Les  règles  qu'il  faut  appliquer  aux  fractions  littérales 
sont  les  mêmes  que  celles  qu'on  enseigne  dans  l'arithmé- 
tique, par  rapport  aux  fractions  numériques.  Mais,  pour  le 
faive  voir,  il  est  nécessaire  de  recourir  à  d'autres  explica- 
tions, attendu  que  les  deux  termes  des  fractions  que  l'on 
considère  en  aritlimétique  sont  des  nombres  entiers,  tandis 
que  les  termes  des  fractions  littérales  peuvent  désigner  des 
quantités  quelconques, 

73.  Soient  «  et  h  deux  quantités  quelconques,  et  repré- 
sentons par  q  le  quotient'de  a  par  h.^  on  aura 

a 

-j-  r=  (j        d'où      a  =z  b(j. 

b  •* 

Si  l'on  multiplie  les  quantités  égales  a  et  hq  par  une  même 
quantité  m,  en  observant  que,  pour  multiplier  un  produit, 
il  suffit  de  multiplier  un  des  facteurs,  on  trouvera 

,  ,  am  ani        a 

am=^bmy^(l\     donc     - — :i:=  7,      ou     - —  =  y* 

bm  bm        b 

La  dernière  égalité  prouve  qu'on  ne  change  pas  la  valeur 
d'une  fraction  eu  multipliant  ou  en  divisant  les  deux  termes 
par  une  même  quantité. 

74.  Ce  principe  donne  le  moyen  de  simplifier  les  frac- 
tions et  de  les  réduire  au  même  dénominateur. 

La  réduction  d'une  fraction  s'opère  en  supprijnant  les 
facteurs  communs  au  numérateur  et  au  dénominateur.  Lors- 
que ces  deux  termes  sont  des  monômes ,  les  facteurs  com- 
muns sont  le  plus  grand  commun  diviseur  des  coefficients 
numériques,  et  les  facteurs  littéraux  exprimés  par  chaque 
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lettre  commuie  avec  le  plus  faible  des  exposants  qu'elle 
a  dans  les  deux  monômes.  Soit,  par  exemple,  la  fraeîion 

7- — ;  le  plus  ^rand  commun  diviseur  des  coefficien  is  1 8 

et  48  est  6,  et  les  facteurs  littéraux  communs  aux  deux 

termes  sont  a^ ^  Z>^,  c\  En  supprimant  ces  facteurs,  la  frac- 

,-,    .    ^Z¥d 
tion  se  réduit  a  ~ — — -  ; 

Quand  les  deux  termes  sont  des  polynômes ,  il  faut  re- 
courir au  procédé  du  plus  grand  commun  diviseur  algé- 
brique, qui  sera  exposé  plus  loin.  Mais  on  peut  quelque- 
fois découvrir  les  facteurs  communs  à  deux  polynômes 
sans  le  secours  de  ce  procédé.  Soit,  par  exemple,  la  frac- 

^  yp- j  2  ClOC  — I Q  ^" 

lion         ,, ^^  •    Le  numérateur  est   le    carré   de 

IX — 3<2  (n*^S6);  et  comme  le  dénominateur  revient  à 
(2x)^ —  {^^af^  il  est  divisible  par  ix — Za  (n'^Tl). 
En    supprimant    ce    facteur,    la    fraction     se     réduit    à 

IX  —  Z  n 
4  OC'  4-  6  «J^  -f-  9  à- 

75.  Pour  réduire  des  fractions  au  même  dénominateur, 
il  suffit  de  multiplier  les  deux  termes  de  chaque  fraction  par 
le  produit  des  dénominateurs  de  toutes  les  autres. 

Quand  les  dénominateurs  ont  des  facteurs  communs ,  on 
détermine  le  plus  simple  multiple  de  tous  les  dénomina- 
teurs, et  l'on  multiplie  les  deux  termes  de  chaque  fraction 
par  le  quotient  qu'on  obtient  en  divisant  ce  plus  simple 
multiple  par  le  dénominateur. 

Lorsque  tous  les  dénominateurs  des  fractions  proposées 
sont  des  monômes ,  le  plus  simple  multiple  est  formé  du 
plus  petit  multiple  des  coefficients  numériques,  multiplié 
par  toutes  les  lettres  qui  entrent  dans  ces  monômes ,  chaque 
lettre  étant  alléctée  de  l'exposant  qu  elle  a  dans  le  monôme 
où  cel  exposant  est  le  plus  grand. 
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Prenons  pour  exemple  les  trois  fractions 

m  n  p 

Le  plus  simple  multiple  des  dénominateurs  est  36 /'/^  h^  c"^ , 
et  en  prenant  cette  quantité  pour  dénominateur  commun, 
on  trouve  que  les  fractions  proposées  peuvent  être  rempla- 
cées par  les  suivantes  : 

6  bc'  m  (^ac"-  n  2  a-' p 


'^{^a'b-'c'  Z^a'b'c'  Z&a'b'c'- 

Pour  trouver  le  plus  simple  multiple  de  plusieurs  poly- 
nômes ,  il  faut,  en  général ,  recourir  à  la  théorie  du  plus 
grand  commun  diviseur  ;  mais  on  peut  quelquefois  y  par- 
venir plus  simplement ,  au  moyen  des  propositions  qui  ont 
été  précédemment  exposéos. 

Supposons,  par  exemple,  que  l'on  veuille  réduire  au 
même  dénominateur  les  deux  fractions 


cr  m 


m'  I  —  im  -i-  m' 


On  remarquera  que  i  — j?i^  =  (i  —  m)  [i  -\-  ni)  ^  et 
I  — iin-\-  m^  =  (i  — mY  =  (i  — m)  (i  — m),  (n'^  56). 
On  verra  ainsi  qu'il  suffit  de  multiplier  les  termes  de  la 
première  fraction  par  i  —  m,  et  ceux  de  la  seconde  par 
1  -h  m*,  ce  qui  donne  les  deux  expressions 


a^ m  —  «^ m-  a"^  -\-  a'- m 


I  —  m  —  nr  -\-  m  i  —  m  —  m^  -f-  w* 

76.  Soient  maintenant  trois  fractions  réduites  au  même 

1,         .  abc  T         1   . 

dénominateur,   —->   —5    -  ?   et   supposons   que    Ion   doive 
m    ,  m      m  ^  ^  ^ 

ajouter  la  seconde  à  la  première  et  retrancher  la  troisième 

Il  c-  r  ^^  ^^  ^  I'    - 

de  la  somme.  Î5i  1  on  pose  —  ==.  a ,   ~  =z   r ,    ~  =  s  ,    d  ov 

^  m  '      m  ni 
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(i  =  niq^  h  ■=:  ini\  c  =  nis  ^  on  aura 

a  -\~  0  —  c  z=  m  {(/  -|-  r  —  .v),       d  ou —  =  (/-{-;•  —  s  : 

/?? 

a         b  c        a  ~\-  h  —  c 

donc  1 =rr  • • 

m        m        m  m 

Cette  égalité  fait  voir  que,  pour  raddilion  et  la  soustraction 
des  fractions  littérales ,  on  doit  observer  les  mêmes  règles 
qu'en  arithmétique. 

77.   Pour  la  multiplication,  posons  y  =  q,  -  =  7",  d'où 
a  =  bq  ^  c  ==  dr:  on  aura 

,  (te 

ac  =  bq  X  (ir  =  bd  X  7'" ,       à  où     y—  :=  (ir  ; 

b(i 

,  a        c        oc 

donc  -  X      = 

b        d       bd 

-On  voit,  par  cette  égalité,  qu'il  faut  multiplier  les  nu- 
mérateurs entre  eux  et  les  dénominateurs  entre  eux. 

78.  Enfin  ,   soit  à  diviser  -rV^^^  -,  •  Si  l'on  réduit  d'abord 

b  ^       d       , 

ces  fractions  au  même  dénominateur,  elles  deviendront  7—, 

bd 
7 

et  —  :  or  le  quotient  ne  sera  pas  altéré  si  l'on  multiplie  le 
dividende  et  le  diviseur  par  hd  (11*^  73)  5  donc 

a  ^  c         ad 

Il  suit  de  là  que  Ton  doit  multiplier  la  fraction  dividende 
par  la  fraction  diviseur  renversée. 

Pour  multiplier  ou  pour  diviser  une  fraction  par  un  en- 
tier, ou  un  entier  par  une  fraction ,  ou  bien  pour  ajouter  des 
fractions  avec  des  entiers ,  on  suivra  les  mêmes  règles  .  en 
donnant  aux  entiers  l'unité  pour  dénominateur. 

79.    Les  règles   relatives   aux   (raclions   sont    ;i|)j)ii<|n('M'.s 
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dans  les  exercices  suivants ,  qui  oirreut  des  réductions  re- 
marquables : 


2rt 
X 

rf.b  —  c 

(l>  +  c 

a 

\     3 

~  3 

ac 
a 


h  -\~  c 

a' 

x""        X-'  —  a' 


I         a  X  —  a 

h  —  a 
a  -f- 


=r  x'-  -\-  a  c  -f-  a'. 


4». 


I  +  hn 


h  —  a 
i  —  n  X 


a  —  c  X 


I  +  ba 
ae  -^  hd 


5'\ 


ce  —  hf        cd  —  af 


h  ce  -  hf 

Des  exposants  négatijs. 

80.  On  a  vu  qu'on  obtient  l'exposant  d'une  lettre  dans  le 
quotient  de  deux  monômes ,  en  soustrayant  l'exposant  de 
celte  lettre  dans  le  diviseur  de  celui  de  la  même  lettre 
dans  le  dividende.  Cette  règle,  qui  supposait  d'abord  l'ex- 
posant du  dividende  plus  grand  que  celui  du  diviseur,  a  été 
étendue  au  cas  où  les  deux  exposants  sont  égaux  (n*^62). 
On  peut  l'étendre  aussi  au  cas  où  l'exposant  du  dividende 
est  plus  petit  que  celui  du  diviseur  j  mais  alors  l'exposant  du 
quotient  sera  négatif,  et  il  faudra  fixer  la  signification 
qu'on  devra   attacher  à   un  semblable   exposant.   Or,   en 

considérant  l'égalité  —  =r  «'""",  si  l'on  remplace  dans  les 

deux  membres  //  par  tn  -f-  /?,  le  second  membre  devient  a~'\ 
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vl  le  premier  est  — -— ,  ce  qui  équivaut  à ,  ou  —  11 

faudra  donc  convenir  que  l'expression  a~P  sera  regardée 
comme  équivalente  a  —  • 

81.  Les  règles  auxquelles  les  exposants  positifs  ont  donné 
lieu,  s'appliquent  aussi  aux  exposants  négatifs  :  c'est-à-dire 
que,  pour  multiplier  deux  puissances  d'une  quantité ,  il  faut 
toujours  ajouter  les  exposants  de  ces  puissances  5  et  pour  la 
division  on  doit  soustraire  l'exposant  du  diviseur  de  celui 
du  dividende.  Car,  d'après  la  convention  ci-dessus  et  les 
règles  qui  ont  été  établies  pour  les  fractions ,  on  a  : 


I  «" 

f~'"  X  <7"    —  —  X  «"  =  —  =  «"""" 
a'"  a"" 


x«-" 

z=z 

I 

X 

I            I 

r^"  ~  rt'"^" 

:    n-" 

:=: 

a"" 

• 

I 

—  ^=  a""  y< 
a" 

:    a-" 

z=r 

I 

I 

I         «« 
«"  "~  rt"'  ~ 

•-(m-l-n) 


82.  Au  moyen  des  exposants  négatifs,  on  peut  ramener 
des  expressions  algébriques  fractionnaires  à  une  forme  en- 
tière, pour  leur  appliquer  ensuite  les  règles  relatives  au 
calcul  des  quantités  entières-,  ce  qui  offre  une  analogie  re- 
marquable avec  ce  qui  a  lieu  pour  le  calcul  des  fractions 
décimales.  Supposons,  par  exemple,  que  l'on  ait  à  faire  le 

o 

produit  des  deux  polynômes  - — -  -\-  x''^  —  ^  +  5 2  j:*  et 


3  —  X.  On  remplacera  les  fractions  —  et  -  par  les  no- 


1 

X  '-  X'         X 

tations  x~^-  et  x~' .  On  ordonnera  ensuite,  en  considérant  les 
exposants  négatifs  comme  plus  petits  que  zéro ,  et  d'autant 
plus  petits  que  leurs  valeurs  absolues  sont   plus  grandes 
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(n"29)^  VA  l'on  i'ora  la  multiplication  comme  on  le  voit 
ci -dessous  : 


.r- 2..X 2  +  ~x~^ 

—  .r   —    3    -f-  2  x~^ 


—  A'^  -4-  2x'-  +  IX  —  -}  x"  —  |.r~' 


—  x^  —  x'  +  I G  .r  +  |-  —  -—-  .r~'  —  — -.r""-''  +  3  x"''-. 

83.  La  division  des  polynômes  qui  contiendront  des  ex^ 
posants  négatifs  s'effectuera  aussi  de  la  même  manière  que 
dans  le  cas  où  tous  les  exposants  sont  positifs^  car,  dans  la 
multiplication,  les  facteurs  étant  ordonnés,  le  produit  de 
leurs  premiers  termes  et  celui  des  derniers  termes  sont 
toujours ,  sans  réduction ,  le  premier  et  le  dernier  terme  du 
produit,  comme  on  le  vou  dans  le  produit  ci-dessus.  On 
pourra  se  proposer  pour  exemple  la  division  de  ce  produit 
par  l'un  des  polynômes  avec  lesquels  il  a  été  formé. 

81.  Quand  on  admet  dans  le  quotient  des  exposants  néga- 
tifs, les  cas  d  impossibilité  ne  peuvent  plus  se  reconnaître 
au  moyen  de  ce  qui  a  été  dit  dans  le  n°  65.  11  faut  continuer 
les  opérations  jusqu'à  ce  qu'on  ait  acquis  la  certitude  qu'on 
ne  parviendra  jamais  à  un  reste  nul,  en  se  reportant,  pour 
cela .  au  principe  du  n'^  68. 

Mais,  dans  les  applications  les  plus  ordinaires  de  la  di- 
vision, les  exposants  de  la  lettre  principale  dans  le  divi- 
dende et  le  diviseur  sont  positifs,  et  l'on  a  pour  Lut,  quand 
la  division  ne  peut  pas  se  faire  exactement,  d'obtenir  un 
quotient  qui  ne  renferme  que  des  exposants  positifs  de  la 
lettre  principale,  les  multiplicateurs  de  cette  lettre  pouvant 
être  fractionnaires ,  et  le  degré  du  reste,  par  rapport  à  cette 
lettre,  devant  être  moindre  que  celui  du  diviseur.  On  voit, 
par  ce  qui  a  été  dit  dans  le  n"  66,  qu'il  est  toujours  possible 
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de  satisfaire  à  ces  conditions,  en  ordonnant  par  rapport 
aux  puissance»décroissantes  de  la  lettre  principale^  et  l'ex- 
pression du  quotient  se  forme  alors  comme  nous  l'avons 
expliqué  dans  le  n°  65. 

Enfin  on  peut  remarquer  que,  lorsque  le  plus  faible 
exposant  de  la  lettre  principale  est  zéro  dans  le  dividende 
et  dans  le  diviseur,  on  est  assuré  que  l'on  n'obtiendra  ja- 
mais un  reste  nul  dès  que  l'on  parvient  à  un  reste  dont  le 
degré  est  moindre  que  celui  du  diviseur  5  car,  si  l'on  conti- 
nuait l'opération,  il  faudrait  mettre  au  quotient  un  terme 
dans  lequel  la  lettre  principale  aurait  un  exposant  négatif, 
et  cet  exposant  serait  moindre  que  la  dillerence  des  plus 
faibles  exposants  du  dividende  et  du  diviseur. 


"VV^^X/MW» VV\W'»VV»'VV>  VVVVV\'WA'X'V\W'<'V\  WX^  V-X"*  V\\'V\»  VWVW  V\i  V\%  VW'VX'*  VV\  VWVW  WXWA \v\ v\  ^\  *,« 
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KQUATIONS  ET  PROBLEMES  DU   PREMIER  DEGRE. 


l)fjjinitions.  —  Résolution  des  équations  du  ^jienii 
degré  à  une  seule  inconnue. 


et 


85.  Nous  avons  déjà  employé  plusieuis  fois  les  déiionii- 
nations  à^ égalité  el  adéquations  mais  comme  ces  dénomina- 
tions reviendront  fréquemment  dans  la  suite  ,  il  est  bon 
d'en  fixer  la  signification  d'une  manière  précise. 

La  réunion  de  deux  expressions  jointes  par  le  signe  =^ 
prend  le  nom  di  égalité,  lorsqu'on  peut  constater,  en  effec- 
tuant les  calculs  indiqués ,  que  ces  expressions  sont  égales  ; 
ou  encore,  lorsque  les  deux  expressions  ne  renfermant  que 
des  quantités  connues,  on  sait  qu'elles  sont  égales  en  vertu 
des  suppositions  que  l'on  a  établies  sur  ces  quantités.  Ainsi, 
[ix  -\-i)  (  3  j:  —  2  )  =  6  x^  —  X  —  2  est  une  égalité,  parce 
qu'en  effectuant  la  multiplication  de  ix  -\-i  par  ?iX  —  2, 
on  obtient  pour  produit  6  x'^  —  x  —  2.  On  dit  aussi  que 
ad  =  bc  est  une  égalité,  quand  on  suppose  que  a,  h  ^c  ^  d 
sont  quatre  quantités  connues  qui  forment  une  proportion 
par  quotient. 

L'égalité  prend  le  nom  adéquation  quand  les  expressions 
jointes  par  le  signe  ==  renferment  des  quantités  inconnues, 
qu'il  s'agit  de  déterminer  de  manière  que  ces  expressions 
deviennent  égales.  Ainsi  les  quantités  (ax-f-i)  (3x  —  2) 
et  2  x^  —  3  X  -h  4  ^^  sont  pas  égales ,  mais  elles  peuvent 
le  devenir  quand  on  donne  à  x  une  valeur  particulière^  si 
l'on  veut  exprimer  qu'il  s'agit  de  déterminer  celte  valeur, 
on  écrit  [1  x  -^- i)  [?t  x  —  2)  =  2j?^  —  3x4-45  ^t  cette 
relation  est  une  équation. 

5"  Mit.  5 
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Les  expressions  placées  de  part  et  d'autre  du  signe  =  se 
nomment  les  dçux  memhrçs  de  l'égalité  ou  de  1  équation. 
L'expression  qui  est  à  gauche  du  signe  est  le  premier  mem- 
bre, celle  qui  est  à  droite  est  le  second  membre. 

Quand  les  deux  membres  d'une  égalité  sont  exactement 
les  mêmes,  l'égalité  prend  le  nom  à' identité .  Ainsi  l'égalité 
(2  r  -F-  i)  (3  X  —  2)  =  6  x^  —  X  —  2  devient  une  identité 
quand  on  eirectueles  calculs  indiqués  dans  le  premier  mem- 
bre. On  emploie  aussi  quelquefois  la  dénomination  d'iden- 
tité à  la  place  de  celle  d'égalité  ,  quand  on  sait ,  sans  qu'il 
soit  nécessaire  d'elfcctuer  les  calculs  indiqués,  que  l^s  deux 
UKîmbres  sont  les  mêmes.  C'est  dans  ce  sens  que  Von  dil 
que  [a  -{-h)  (a  —  b)  =  ar  —  h^  est  une  identité,  parce 
qu  on  sait  que  la  somme  de  deux  nombres  nuiltipliée  par 
leur  di(ïérence  donne  pour  produit  la  diiîerence  des  carrés 
de  ces  nombres. 

86.  Résoudre  une  équation,  c'est  chercher  quelles  va- 
leurs on  doit  mettre  à  la  place  de  l'inconnue,  ou  des  incon- 
nues s'il  y  en  a  plusieurs,  pour  que  l'équation  devienne  une 
identité  :  chaque  valeur  de  1  inconnue  qui  jouit  de  cette- 
propriété ,  ou  chaque  système  de  valeur  des  inconnues, 
quand  il  y  en  a  plusieurs,  forme  une  solution  de  l'é- 
quation. 

On  dit  que  deux  équations  sont  équivalentes ,  ou  qu'elles 
rentrent  l'une  dans  lautre ,  lorsqu'elles  ont  les  mêmes 
solutions. 

87.  Il  est  évident  que,  lorsqu'on  ajoute  la  même  quan- 
tité aux  deux  membres  d'une  équation ,  ou  lorsqu'on  re- 
tranche des  deux  membres  la  même  quantité^  les  i^deurs 
des  inconnues  restent  les  mêmes j  c'est-à-dire  que  les  va- 
leurs des  inconnues  qui  vérifient  la  première  équation 
vérifient  aussi  la  seconde,  et  réciproquement. 

Lorsqu'on  multiplie  ou  quon  div'ise  les  deux  mend*res 
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ffii/w  équalion  par  la  même  quantité,  les  valeurs  des  ùi' 
connues  restent  aussi  les  mêmes  (*). 

88.   Soit,  proposé  de  résoudre  Féquatioii 

29^  —  S']  :=  iix -\- Zi. 

D'après  les  principes  qui  viennent  d'être  énoncés  ,  on 
peut  supprimer  le  terme  11  x  dans  le  second  membre  ,  en 
retranchant  1 2  x  du  premier  membre  ^  on  peut  aussi  sup- 
primer le  terme  —  87  dans  le  premier  membre,  en  ajou- 
tant 87  au  second  membre.  L'équation  devient  ainsi 

29  X  \1X  =z   32  +  87 . 

En  général,  lorsque  chaque  membre  d'une  équation  n'est 
composé  que  de  termes  joints  par  les  signes  -4-  et  — ,  on 
peut  réunir  dans  un  membre  tous  les  termes  qui  contien- 
nent l'inconnue  ou  le«  inconnues ,  et  mettre  dans  l'autre 
membre  tous  les  termes  qui  ne  renferment  que  des  quan- 
tités connues  -,  pour  cela,  il  suffît  de  donner  à  chaque  terme 
que  l'on  écrit  dans  un  membre ,  en  le  supprimant  dans 
l'autre,  le  signe  contraire  à  celui  qu'il  avait.  Cette  opéra- 
tion constitue  ce  que  l'on  nomme  la  transposition  des 
termes. 

Si,  dans  l'équation  ci-dessus,  on  réduit  les  termes  sem- 
blables, elle  devient 

170.  =  119, 


(*)  Celte  proposition  cesse  d'être  exacte  lorsque  la  quantité  par  laquelle 
on  multiplie  ou  ron  divise  les  deux  membres  renferme  les  inconnues.  Soil, 
par  exemple,  réquation  3x —  2—  ^;  si  Ton  multipliait  les  deux  membres 
par  X  —  I,  ii  viendrait  {x  —  0  (^-^  —  2)  =^  7  (•'^  —  0-  ^^'  ^'^  dernière  équa- 
tion admet  la  solution  x  =  i ,  et  cette  solution  ne  convient  pas  à  l'cqualion 
primitive.  11  faut  aussi  que  la  quantité  par  laquelle  on  multiplie  ou  l'on  di- 
vise les  deux  membres  ne  soit  ni  nulle  ni  infinie.  Triais  les  considérations 
auxquelles  ces  restrictions  donnent  lieu  ne  nous  seraient  point  utiles  dans 
le  cours  de  ce  chapitre,  et  elles  trouveront  place  dans  la  suite, 

5. 
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et  en  divisant  les  deux  membres  par  le  coefficient  de  x ,  ori 

trouve  . 

Vérification.  Pour  que  cette  solution  soit  exacte,  il  faut 
qu'en  remplaçant  l'inconnue  x  par  7  dans  l'équation  pro- 
posée, on  obtienne  une  identité.  Or  il  vient,  par  cette  sub- 
stitution , 

29X  7  —  87  =  12  X  7  4-  32; 

ce  qui  se  réduit,  en  effet,  à  Tidentité  116  ^  1 16. 
89.  Prenons  en  second  lieu  l'équation 

5         4  ,       5        ^ 

2  3  8       32 

On  change  d'abord  cette  équation  en  une  autre  équivalente 
qui  n'ait  pas  de  dénominateurs,  en  multipliant  tous  les 
termes  de  Féquation  par  un  multiple  quelconque  des  déno- 
minateurs. Pour  la  simplicité  des  calculs,  on  choisit  le  plus 
petit  multiple  des  dénominateurs  qui,  dans  l'exemple  pro- 
posé, est  96.  L'équation  devient  ainsi 

240 X  —  \i%x  —  1 248  =  60  -\-  Zx. 

En  transposant  les  termes ,  d'après  ce  qui  a  été  dit  pour 
l'exemple  précédent ,  il  vient 

240  X  —  i28x  —  3a7=:6o  +  i  248 , 

ou ,  en  réduisant , 

109JC  =  i3o8; 
d'où  Ton  conclut 

i3o8 


5      ou     a;  =  12. 


109 

Vérification.  Si  l'on  remplace  x  par  12  dans  1  équation 
proposée,  il  vient  d'abord 

5  4  •?        ^    .    Ï2 

-X  12— ^X  i2--i3  =  ^  +  ^: 

20  O         0? 
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et,  en  effectuant  les  opérations  indiquées  dans  chaque  mem- 
bre, on  parvient  à  l'identité  1  =  1. 


90.   Soit  l'équation 


X 


3 9  —  IX 


4--6-=^+       3 

On  multiplie  tous  les  termes  par  6,  qui  est  le  plus  petit 
multiple  des  dénominateurs.  L'équation  devient  ainsi 

24  —  (x  H-  3)  =  1 2  H-  2  (9  —  ix). 

On  effectue  les  calculs  indiqués ,  ce  qui  donne 

24  —  X  —  3-=  12+  18  —  l\x. 

On  transpose  les  termes,  de  manière  que  tous  les  termes  qui 
contiennent  l'inconnue  soient  dans  le  premier  membre,  et 
tous  les  termes  indépendants  de  l'inconnue  dans  le  second 
membre  5  on  est  ainsi  conduit  à  l'équation 

4  a*  —  xz=:  12  +  18  +  3  —  24, 

ou,  en  réduisant, 

3  JF  =  9  ;     d'où     X  z=z  3. 

Vérification.  Si  l'on  remplace  l'inconnue  x  par  3  dans 
l'équation  proposée,  on  trouve  d'abord 

3  +  3  9-^2X3 

et  en  effectuant  les  calculs  indiqués  dans  chaque  membre , 
on  parvient  à  l'identité  3  =  3. 

91 .   Considérons  encore  l'équation 

25     _^      10 

X  +  3       Zx  —  4 

Si  l'on  réduit  les  deux  fractions  au  même  dénominateur, 
il  faudra  que  les  numérateurs  soient  égaux ^  ce  qui  donne 
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l'équation 

l>.5(3x  — 4)=irio(x-h3). 

En  eli'ectuant  les  calculs  indiqués,  il  vient 

']5x  —  100  =  10  2,-1-  3o. 

On  tire  de  là ,  par  la  transposition  des  lermes . 

'j5jc—}Oj:=z3o-\-ioo,      ou     65.r=ri3o; 
donc 

i3o 

^"  =:  -przT')       OU       JC  =  2. 

o5 

Féi'ijication.  Si  l'on  remplace  x  par  2  dans  l'équation 
proposée,  on  trouve 

20  10 

2-f-3~3x2  —  4' 

et  en  eiVectuant  les  calculs  indiqués ,  on  parvient  à  Tiden- 
tilé  5  =  5. 

92.  Les  équations  de  la  nature  de  celles  que  nous  venons 
de  considérer  sont  appelées  "équations  du  premier  degré, 
parce  qu'après  l'évanouissement  des  dénominateurs ,  la 
transposition  des  termes  et  la  réduction ,  elles  ne  contien- 
nent que  la  première  puissance  de  l'inconnue. 

Lorsque  après  ces  opérations  l'inconnue  se  trouve  élevée 
à  diverses  puissances,  le  degré  de  l'équation  est  marqué 
par  l'exposant  de  la  plus  haute  puissance.  Ainsi  l'équation 
5  x^  —  3  x  =  3o  est  du  second  degré. 

Quand  il  y  a  plusieurs  inconnues ,  le  degré  est  marqué 
par  la  somme  des  exposants  de  toutes  les  inconnues  dans 
le  terme  où  cette  somme  est  la  plus  forte.  Ainsi  l'équation 
yx"^  —  5j^  -j-  2 X  =  48  est  du  troisième  degré,  parce  que  la 
somme  des  exposants  des  inconnues  dans  le  terme  yx'^  est 
égale  à  3. 

03.   Ce  que  nous  avons  dit  au  .sui^M  dos  exemples  précé- 
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dents  renferme  toutes  les  règles  nécessaires  pour  la  résolu- 
tion des  équations  du  premier  degré  à  une  inconnue^  et  ces 
règles  peuvent  se  résumer  comme  il  suit  : 

Si  r équation  contient  des  dénoniinaienrs,  on  les  fait 
disparaître,  en  multipliant  tous  les  ternies  par  un  multiple 
des  dénominateurs.  Il  faut  avoir  soin,  pour  simplifier  l'o- 
pération ,  de  choisir  le  plus  petit  multiple. 

L'équation  n'ayant  plus  de  dénominateurs ,  on  effectue 
les  opérations  algébriques  indiquées. 

On  T'assemble  dans  le  premier  membre  tous  les  termes 
qui  renferment  l'inconnue ,  et  l'on  met  dans  le  second 
membre  tous  les  termes  qui  ne  contiennent  que  des  quanti- 
tés connues j  en  ajaîit  soin  de  changer  les  signes  des  termes 
que  l'on  fait  passer  d'un  membre  dans  l'autre. 

On  réduit  ensuite  le^  termes  semblables ^  puis  on  di- 
vise les  deux  meiidyres  par  le  multiplicateur  de  l'inconnue. 
Après  cette  dernière  opération ,  le  second  membre  ex- 
prime la  valeur  de  l'inconnue. 

94.  Voici  un  dernier  exemple  assez,  compliqué,  dans  le- 
quel on  rencontre  l'application  de  toutes  ces  règles  : 

[a  H-  b)x  [a  —  b)-        h  [1  a  —  b){jc  —  a) 

a  a  -+•  b  a-  —  b^ 

On  fait  d'abord  disparaître  les  dénominateurs ,  en  observant 
que  l'on  peut  prendre  pour  dénominateur  commun  de  tous 
les  termes  a[à^ — è^),  puisque  a^ — b^  est  divisible  par  a~\-b. 
f /équation  proposée  se  change  alors  dans  la  suivante  : 

[a  -r  b)  [a'^  —  b'-)x  —  3«^  [a-  —  b')  —  a(a  —  /;)•' 
=:  ab[ia  —  b)  (.r  —  a)  —  3  a(a^  —  b').x. 

En  ejlectuant  tous  les  calculs  indiqués ,  transposant  les 
termes  et  réduisant ,  on  trouve 

4 (l'x — a- bx  —  3 ab'x  —  b'- x  z=z  ^w  —  5 a  h  -f-  (l' b'  —  ab', 
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ce  f|iij  jcvicnl  à  * 

(4«  '  —  ci^'h  —  "^ab'  —  h^)x  :=z  ^  <?"  —  5  <7'  h  -f-  a"^  /)■  —  nb   , 

d  OÙ  l'on  conclut 

a  (4  «^  —  5  «'  ^  -f-  eib^  —  b'^) 
'^  ~     ^à'  ~a'b  —  Zab^—  h'    ' 

95.  Il  arrive  souvent  qu'en  réunissant  dans  le  premier 
nicnibre  d'une  équation  tous  les  termes  qui  contiennent  l'in- 
connue ,  et  en  les  réduisant ,  on  obtient  un  terme  affecté  du 
signe  — .  On  peut  alors  considérer  ce  terme  comme  formé 
du  produit  de  l'inconnue  par  une  quantité  négative*,  et  en 
divisant  le  second  membre  par  cette  quantité  négative ,  on 
obtient  la  valeur  de  l'inconnue.  Mais  on  peut  aussi  faire 
en  sorte  que  le  terme  où  se  trouve  l'inconnue  ne  soit  plus 
affecté  du  signe  - — ,  en  changeant  les  signes  des  deux  mem- 
bres de  1  équation.  En  général,  on  peut  toujours  changer 
les  signes  de  tous  hs  termes  dans  les  deux  membres  d'une 
équation  y  car  la  nouvelle  équation  qu'on  obtient  ainsi  est 
(Hîlle  que  l'on  trouverait,  si  l'on  faisait  passer  les  termes  du 
second  membre  dans  le  premier,  et  les  termes  du  premier 
membre  dans  le  second. 

Des  équations  du  premier  degré  à  plusieurs  inconnues. 
—  Résolution  de  deux  équations  numériques  à  deux 
inconnues. 

96.  Lorsqu'une  équation  renferme  plusieurs  inconnues . 
si  l'on  met  à  la  place  de  toutes  les  inconnues,  hors  une, 
des  nombres  pris  arbitrairement,  l'équation  déterminera  la 
Videur  de  la  dernière  inconnue -,  cette  valent*  et  les  valeuis 
arbitraires  données  aux  autres  inconnues  formeront  upe 
solution  de  l'équation  :  on  pourra  trouver  ainsi  un  nombre 
Illimité  de  solutions. 

n   fcUU    !()ii jouis  roninu;iic(!i    pai    simplifier  I  équation 
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Soit  ,   pai    (;\('»ïipl(î, 

3  2  i±  x 

On  fait  disparaître  les  dénominateurs,  en  multipliant  chaque 
lerme  par  6,  ce  qui  donne 

(^x  —  4jr  —  6  =  8-f-6/  —  IX. 
Il  vient  ensuite,  par  la  transposition  des  termes, 

<^x  -\-  IX  —  4j  —  6j=:8-|-6; 

et  en  réduisant,  on  obtient  enfin 

1 1  X  —  \o X  =  i4- 

Au  moyen  de  ces  simplifications ,  une  équation  du  premier 
degré  à  plusieurs  inconnues  j:,  j)^,  z,  etc.,  se  trouve  ra- 
menée à  la  forme  ax  -}-  by  -^  cz  -\-  .  .  .  =  k  ^  les  lettres 
<7,  ^,  c,  .  .  .,  /c  désignant  des  quantités  connues,  littérales 
ou  numériques ,  et  sans  dénominateurs. 

Maintenant,  si  dans  l'équation  ci-dessus  1 1  x —  i  oj  =  r4 , 
on  met  successivement  à  la  place  de  y  différents  nombres 
pris  arbitrairement ,  par  exemple  les  nombres  entiers  1,2, 
3,  4î  etc.,  on  obtiendra  pour  les  valeurs  correspondantes 
de  X  les  nombres  fj ,  ^7  ,  4  ^  fr  5  ^t^-  Chacun  de  ces  couples 
de  valeurs  de  y  et  de  x  est  une  solution  de  l'équation. 

Au  lieu  de  mettre  immédiatement  des  nombres  arbitraires 

à  la  place  de  l'une  des  inconnues,  on  peut  commencer  par 

résoudre  l'équation  par  rapport  à  l'une  d'elles ,  comme  si 

l'autre  était  une  quantité  connue^  on  trouve 

i4  H-  lor  ,  .  ïi  X  —  i4 

X  rr: ,      OU  bien      Y  =  ^• 

11  *  10 

Alors,  si  l'on  prend  pour  l'une  des  inconnues  une  valeur 

arbitraire,  et  qu'on  la  substitue  à  cette  inconnue  dans  l'ex- 

i4-Hïor  1        1,  .       Jix  —  i4  1 

pression ->  ou  dans  1  expression -^  on  oh- 

II  ^  10 

tiendra  la  valeur  correspondante  de  l'autre  inconnue 
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Lorsque  la  vaJeiir  d  une  quantité  dépend  des  valeurs  d  une 
ou  de  plusieurs  autres  quantités  dont  on  peut  disposeï-  arbi- 
trairement, on  dit  que  la  première  quantité  est  une  Jonc- 
don  des  autres.  Ainsi ,  dans  l'exemple  ci-dessus,  Texpression 

il  -4-  lo  r        111  .     '  /         •       1 

— î est  la  valeur  de  x  exprimée  en  Jonction  de  j^,  et 

l'expression  ~  est  !a  valeur  àéj  exprimée  en  fonc- 
tion de  X. 

97.  Supposons  actuellement  que  les  quantités  incon- 
nues X  et  Y  doivent  être  déterminées  de  manière  à  vérifier 
les  deux  équations 

i"^  Méthode.  —  En  résolvant  chacune  de  ces  équations 
par  rapport  à  x,  comme  si  y  était  une  quantité  connue,  ou 
trouve 

i44-ioj  \i  — '7.x. 


X  rrr 


I  I 

il  faut  donc  que  l'on  ait 

i4  H-  lo j       4'  —  If 


5        ' 


1 1 


On  déduit  de  cette  équation  la  valeur  de  y  \  on  oblie)îl 
ensuite  la  valeur  de  x  en  mettant  celle  de  y  dans  l'une  des 

équations  précédentes   x  = -,   x  = ~ —   Un 

trouve  j^  =:  3  ,  x=:  4' 

Ces  valeurs  doivent  nécessairement  vérifier  les  deux  équa- 
tions proposées-,  car,  la  valeur  dey  ayant  été  déterminée 
par  la  condition  que  les  valeurs  de  x  exprimées  en  fonction 
de  y  et  tirées  des  équations  proposées  soient  égales ,  il 
en  résulte  qu'après  la  substitution  de  la  valeur  dey  dans 
ces  équations  ,  la  valeur  de  x  donnée  par  l'une  d'elles 
doit  atissi  convenir  à  l'autre.  D'ailleurs  ,  comme  1  équation 


CHAPITRE  TROISIÈME.  76 

— ' =  - —     ^     11  est  ventiee  que  lorsqu  ou  tait/  =  0, 

le  système  des  équations  proposées  n'admet  que  la  seule 
solution  j^  =  6  ^  X  =  4- 

98.  2*^  Méthode.  —  On  tire  delà  première  équation  la 
valeur  dex,  comme  si  y  était  une  quantité  connue,  et  l'on 
met  cette  valeur  à  la  place  de  Jk  dans  la  seconde  équation^ 
ce  qui  donne 

1  I 

Cette  équation  détermine  la  valeur  dey  ^  et  en  la  substi- 

tuant  dans  1  équation  .r  =  — ï —  ?  on  obtient  la  valeur 

de  X. 

On  se  rend  compte  de  ces  opérations  en  raisonnant 
comme  il  suit  :  Si  Ton  conçoit  que  l'on  ait  une  couple  de  va- 
leurs de  Jc  et  de  7  qui  vérifient  l'équation  ii  x  —  i  oy  =  1 4  ^ 

comme  cette  équation  revient  a  x  = —^ -^  la  substi- 

•V  I  I 

tution  des  valeurs  de  x  et  de  jr  dans  le  premier  membre  de 
l'équation  ^  x  -h  yy  z:^  4^  donnera  le  même  résultat  que 
la  substitution  de  la  valeur  de  y  dans  le  premier  membre 

de  l'équation  5  X  — -h  7/  =  4  i •  H  suit  de  là  que, 

s'il  existe  un  couple  de  valeurs  de  x  et  dej^  qui  vérifient 
les  deux  équations  proposées ,  la  valeur  de  y  devra  vérifier 

l'équation  5  X  — ^— ^  -h  7 j  =  41  •  et  réciproquement, 

les  valeurs  de  x  et  de  j,  qui  vérifient  cette  dernière  équa- 
tion   et  l'équation  x  =  ~ ~,  conviennent  aux  deux 

I  T 

équations  proposées. 

c)9.  y  Méthode.  — Considérons  d'abord  deux  équations 
dans  lesquelles   les   coefficienls    d'une  des  inconnues  sont 
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égaux ,   par  exemple 

2.,T  ■+-  3/  =  17,       5.x  —  3 J  r=:  I  I  . 

En  les  ajoutant  membre  à  membre,  on  obtient 
7.r  =  28;     d'où     :c  =  4- 

On  trouvera  la  valeur  dej  en  mettant  le  nombre  4  '»  1^ 
place  de  x  dans  l'une  des  équations  proposées. 
Si  Ton  a  les  équations 

5j:— 3j^=:i9,     5x — 7j==ii, 

on  retranchera  les  deux  membres  de  la  seconde  de  ceux  de 
la  première ,  ce  qui  donnera 

47=^8;     d'où      r=^2. 

On  aura  ensuite  la  valeur  de  x ,  en  mettant  le  nombre  2  à 
la  place  dej^  dans  l'une  des  équations  proposées. 

Pour  justifier  cette  méthode,  représentons  par  A  =  B, 
A'  =  B',  deux  équations  quelconques.  En  les  ajoutant 
membre  à  membre  ,  on  obtient  A  -h  A^  =  B  -h  B'.  Cette 
troisième  équation  doit  nécessairement  être  vérifiée  par  les 
valeurs  des  inconnues  qui  satisfont  aux  deux  premières; 
et  réciproquement ,  les  valeurs  qui  vérifient  cette  équation 
A  4- A' =  B -h  B',  avec  l'une  des  deux  premières,  par 
exemple  A  ==:  B  ,  doivent  évidemment  vérifier  aussi  l'autre 
équation  A'  =  B'.  Les  mêmes  conclusions  subsistent  quand, 
au  lieu  d'ajouter  les  deux  équations  A  =  B,  A'  =  B',  on 
les  retranche  l'une  de  l'autre. 

Il  suit  de  ces  observations  que  le  système  des  deux  équa- 
tions ci -dessus  2  x  -f-  3j  =  17,  5  x  —  3j'  =  11,  peut  être 
remplacé  par  celui  des  deux  équations  2  x  -f-  3j  =  i  y  et 
j  X  =  iS^  ou  5  X  —  "dy  =  11  et  7  X  =  28  ;  et  de  même  le 
système  des  deux  équations  5x  —  3/  =  i9,5x  —  7^=^11 
peutêlreremplacéparcelui  des  deux  équations  5  X — 3/>'=:  i(), 
4  y  =  8  ;  ou  5  X  —  yj  r=  1 1 ,  4,7  =  8. 


CHAPITRE  TROISIÈME.  77 

Prenons  actuellement  les  deux  équations 

On  peut  les  remplacer  par  d'autres  équations  équivalentes , 
dans  lesquelles  les  coefficients  de  l'une  des  inconnues  soient 
égaux.  Il  suffît  pour  cela  de  multiplier  les  deux  membres 
de  la  première  équation  par  le  coefficient  de  cette  incon- 
nue dans  la  seconde,  et  les  deux  membres  de  la  seconde 
équation  par  le  coefficient  de  la  même  inconnue  dans  la 
première. 

Si  l'on  veut  avoir  une  équation  qui  donne  immédiate- 
ment la  valeur  de  y^  on  multiplie  la  première  équation 
par  5 ,  et  la  seconde  par  1 1  ;  on  obtient  ainsi  les  deux 
équations 

55j:  —  507=370,     55^ -4- 77jr  =  4^1. 

En  retranchant  la  première  de  la  seconde ,  on  trouve 

i27j=:38i;     d'où     j  =  3. 

En  mettant  le  nombre  3  à  la  place  dey  dans  Tune  des  équa- 
tions proposées  ,  on  en  déduira  la  valeur  de  x. 

On  peut  aussi  obtenir  la  valeur  de  x  en  opérant  comme 
on  l'a  fait  pour  avoir  celle  dej-^  il  faut  multiplier  les  deux 
membres  de  la  première  équation  par  7 ,  ceux  de  la  seconde 
par  10;  on  obtient  ainsi 

77^7  —  70/ =  98,       5ox  -i-  'joj  =  ^10. 

En  ajoutant  membre  à  membre  ces  équations  ,  on  a 

1 27  X  =  5o8  ;        d'où       X  z=  4- 

100.  Les  trois  méthodes  que  nous  venons  d'exposer  ne 
sont  pas  véritablement  différentes^  car,  par  la  première 
méthode  (n^  97) ,  "la  valeur  de  x  en  fonction  dej^,  tirée  de 
la  première  équation ,  est  substituée  dans  la  seconde  équa- 
tion qu'on  a  aussi  résolue  par  rapport  à  .r^  par  la  seconde 
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mélliocle  (n*^  98) ,  on  substitue  la  même  valeur  de  x  clans  la 
seconde  équation,  sans  avoir  fait  subir  à  cette  équation  au- 
cune transformation;  et,  par  la  troisième  méthode  (n°  99) . 
quand  on  retranche  l'une  de  l'autre  les  deux  équations 
'S^x-\~  yyy  =  4^i ,  55x' —  ^oj  =  yo  ,  c'est  la  même  chose 
que  si  l'on  substituait  dans  Tune  de  ces  équations  la  valeur 
du  terme  55  .r  déduite  de  l'autre. 

I  e  caractère  essentiel  de  ces  méthodes  est  de  substituer 
au  système  des  équations  proposées  un  système  équivalent, 
formé  de  l'une  de  ces  équations  et  d'une  autre  qui  ne 
contient  plus  une  des  inconnues;  c'est  ce  qu'on  appelle 
éliminer  cette  inconnue.  Quand  on  emploie  le  premier 
procédé,  on  dit  que  l'on  fait  l'élimination  paj-  compa- 
rais ofij  quand  on  emploie  le  deuxième ,  on  dit  que  l'on  fait 
l'élimination  par  substitution:  enfin,  quand  on  emploie 
le  dernier,  on  dit  que  l'on  fait  l'élimination  par  addition 
ou  soustraction,  ou  bien  par  réduction. 

Résolution  dun  nombre   quelconque  d'équations  qui 
renjennent  un  pareil  nombre  d'inconnues. 

lOi.   Soient  les  trois  équations 

^x  —  3j  --h  2z  =    g, 
2  .r  -h  5/  —  Z  z  =z    4  5 

5x  -f-  6/  —  2  3:;=:   l8. 

En  employant  l'une  des  méthodes  qui  viennent  d'être  ex- 
posées, on  pourra  éliminer  l'inconnue  z  entre  la  première 
équation  et  chacune  des  deux  autres  :  on  obtiendra  ainsi 
deux  équations  qui  ne  contiendront  plus  qu,e  les  incon- 
nues x  et  j;  on  en  déduira  les  valeurs  de  ces  deux  in- 
connues ,  et  en  les  substituant  dans  l'une  des  équations 
proposées  ,  on  trouvera  la  valeur  de  z. 

Elimination  par  comparaison .  — En  résolvant  chacune 
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des  équations  par  rapporl  à  z ,  comme  si  x  et  /  étaient  des 
quantités  connues,  on  obtient  trois  valeurs  de   ?,   savoir: 

_  9  —  4^-f-3ji 


0, 

IX  ~{-  5  j  • 

-4 

3 

5  .r  +  6j>' 

— 18 

2 

On  en  conclut  les  deux  équations 

9  —  4-^  +  ^y ^-j^+Sj — 4    9 — k^'^'^y ^^ +^j —  '^'^ 

2  3        '  2  ^ 

ou,  en  réduisant, 

1 6  j:  H-  j'  -—  35 , 

3  ,r  -f-  7  m     9. 

La  résolution  de  ces  delix  équations  fait  connaître  les  va- 
leurs des  deux  inconnues  x  et  y .  On  n'a  plus  ensuite  qu'à 
substituer  ces  valeurs  dans  l'une  des  valeurs  de  z  expri- 
mées en  fonction  de  x  et  de  y.  On  trouve  x  =  2  ,  ^  1=  3  , 
^  =  5. 

Elimination  par  substitution.  —  On  substitue,  dans  la 
deuxième  équation  et  dans  la  troisième ,  la  valeur  de  z  en 
fonction  de  x  et  de  j^  tirée  de  la  premiii'e;  il  vient 

2,r  +  5j-?i9_Z:i^±i^)^4^  5.r-f-6j-(9-4x+3j)rm8. 

Ces  équations  se  réduisent  aux  préeédentes  16 x  -{-y  =:  35, 
S X -\- y  =  Q) .  Quand  on  a  obtenu,  en  résolvant  ces  deux 
équations,  les  valeurs  de  x  et  de  7,  on  les  substitue  dans 
la  valeur  de  z  en  fonction  de  x  et  de  y  déduite  de  la  pre- 
mière équation. 

Elimination  pai  rédaction.  —  Les  termes  qui  contien- 
nent l'inconnue  z ,  dans  la  première  équation  et  dans  la  troi- 
sième, ayant  des  coefficients  égaux  et  des  signes  contraires. 
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on  ajoute  ces  équations-  on  trouve  ainsi,  apiès  avoir  di- 
visé par  3  les  tleux  membres  de  l'équation  résultante, 

3  jc  -f-  j  =  g. 

Il  faut  encore  éliminer  z  entre  la  seconde  équation  et 
Fune  des  deux  autres.  A  cet  effet,  on  multiplie  les  deux 
membres  de  la  seconde  équation  par  ?. ,  ceux  de  la  première 
par  3  ,  puis  on  les  ajoute  ^  on  obtient  i6:r  -f-y  =:  35. 

Quand  on  a  trouvé  les  valeurs  de  x  et  de  y^  en  résolvant 
les  deux  équations  3x-f-y  =  9,  i6a:  H-j^  =r  35  ,  on  sub- 
stitue ces  valeurs  dans  l'une  des  équations  proposées,  et  on 
en  conclut  la  valeur  de  la  troisième  inconnue  z. 

102.  Donnons  encore  un  exemple ,  en  prenant  cinq  équa- 
tions à  cinq  inconnues.  Pour  plus  de  simplicité,  nous  n'em- 
ploierons que  la  méthode  d'élimination  par  réduction  : 

3^  —  ij  —   53=11, 

5.r -h  3j —     'JW=i;47, 

v\  u  —  'it  -\-    ^z  ==    9, 

8r  —    5j=  26, 

En  éliminant  z  entre  la  première  équation  et  la  troisième , 
on  obtient  i2aJ^^8j^  -|-55m  —  10 1=^  89.  On  peut  donc 
considérer,  au  lieu*u  système  des  équations  proposées ,  le 
système  suivant  : 

3jc —    2j —    53=11, 

J2.X  —  8  j  -+-  55  «  —  10?  =  89, 

5  .r  +    3  jr  —   7  "  =  4?» 

8^^  —   5/  =  26, 

2.x —  i3m  :=      5. 

11  faudra  déterminer  x^j^  u  et  t  au  moyen  des  quatre  der- 
nières équations,  et  Ton  obtiendra  ensuite  la  valeur  de  z 
par  la  première. 
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On  élimine  t  entre  les  deux  équations 

\ix  —  8j-f-55« — 10?  =  89     et     8^ — 5j=:25; 

à  cet  efïiet ,  on  multiplie  la  première  par  l\ ,  la  seconde  par  5 , 
et  on  les  ajoute  5  on  obtient  ainsi  48  x  —  Syj -+-220z^  =  48I . 
On  peut  donc  au  système  précédent  substituer  celui-ci  . 

3.r — Q.y  —  5z  ■=     II, 

8  f  —  5/  =    25, 

48  .r  —  57  jr  -f-  220  ii-=z  ^^\, 

5.r4-3j —  'j  u  z=    47> 

2.x  —  i3  n  =      5. 

Les  trois  dernières  équations  détermjneront  les  valeurs  des 
inconnues  x^  j,  u-^  on  aura  ensuite  la  valeur  de  /  par  la 
seconde  équation,  et  celle  de  z  par  la  première. 

On  élimine  y  entre  la  troisième  équation  et  la  quatrième, 
en  les  ajoutant  après  avoir  multiplié  les  deux  membres  de 
la  quatrième  par  19.  On  obtient  ainsi  i4^x-\-Sju=i'5'j4-) 
et  on  peut  remplacer  le  système  précédent  par  celui-ci  : 

3x —  2J —    5z=rii, 

8^—  5x=  25, 

5x4-3j —   7*wr=47î 

2  .r  —  1 3  w  z=    5 , 

i43xH-87M=  1374. 

Les  deux  dernières  équations  détermineront  les  valeurs  des 
deux  inconnues  x  et  //.*,  on  aura  ensuite  la  valeur  de  j  par 
la  troisième  équation ,  celle  de  t  par  la  deuxième,  et  celle 
de  z  par  la  première. 

En  éliminant  u  entre  la  quatrième  équation  et  la  cin- 
quième, on  obtient  2o33,r  =:  18297,  d'où ^=9- 

En  faisant  ^  ==  9  dans  2.x  —  1 3  /^  =  5 ,  on  en  conclut  .  .  u=;:  i . 
En  faisant  .ri=:9,  u=  i ,  dans  5^4-3j — 7  ^==47?  ^^  trouve  j=3. 

En  faisant  j  —  3  dans  8^  —  5 j=  25,  on  obtient t=:z5. 

En  faisant  jrz:z:9,jrrr 3,  dans 3^—2 r — 52=^1 1,  on  obtient.    2^=2 . 
5^  ériit.  6 
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Pour  s'assurer  de  l'exactitude  des  opéralious,  il  faut  sub- 
stituer dans  les  équations  proposées  les  valeurs  x  =  i)^ 
}'  =  3 ,  r  =  2  ,  î  =  5  ^  u=  i  ,  ce  qui  doit  conduire  à  des 
identités. 

103.  Le  lecteur  pourra  s'exercer  sur  les  deux  exemples 
ci-après  : 

3j  —     5x  —  2Z=:  — i3, 

1']  .T  —  i  i  y  -\-  5  z  =  45. 

» 
On  trouvera  .r  =  ?, ,      y  =^  —  i ,     z  =  o. 

2®.  3  .:r  -f-  4  j  —  5  z  =  —  II, 

ii?_8j=:-hi3i, 
163  —  9'^=  38, 
16^  —  5  z  =  12. 

Od  trouveia      .X  =  —  |,      j=r^,      zr=:2,      t  =  i  -+■  ~. 

Problèmes  qui  dépendent  des  équations  du  premier 

degré. 

iOA,  Nous  avons  dit,  dans  le  chapitre  premier,  que  la 
résolution  d'uii  problème  est  composée  de  deux  parties, 
dont  l'une  consiste  à  exprimer  les  conditions  du  problème 
par  des  équations,  et  l'autre  à  résoudre  ces  équations. 

Toutes  les  règles  qu'on  peut  donner  sur  la  manière  de 
mettre  les  problèmes  en  équations  sont  renfermées  dans  le 
précepte  suivant  : 

On  indique,  à  Vaide  des  signes  algébriques ,  sur  les 
quantités  connues  représentées  soit  par  des  nombres,  soit 
par  des  lettres,  et  sur  les  quantités  inconnues  r^eprésentées 
toujours  par  des  lettres,  les  raisonnements  et  les  opéra- 
tions quil  faudrait  effectuer  pour  vérifier  les  indeurs  des 
inconnues  si  elles  ètaieni  données. 


I 
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On  se  familiarisera  avec  l'application  de  ce  précepte,  en 
étudiant  les  solutions  des  problèmes  qui  suivent. 

103.  i*^*"  PiîOBLÈME.  —  Une  personne  qui  possédait 
1 20  000  fj\  a  employé  une  partie  de  cette  somme  à  V ac- 
quisition d'une  maison.  Elle  a  placé  un  tiers  de  ce  qui 
lui  restait  à  raison  de  4  pour  100  ,  les  deux  autres  tiers  à 
raison  de  5  pour  100  *,  et  elle  tire  de  ces  deux  parties 
un  retenu  de  3 920  y)'.  Ç)uel  est  le  prix  de  la  maison, 
et  quelles  sont  les  sommes  qui  ont  été  placées  aux  taux 
de  4  pour  100  et  de  5  pour  100? 

Désignons  par  x  le  prix  de  la  maison.  11  restera  après  le 

payement  de  ce  prix  1 20  000 — x  ^  en  conséquence,  la  somme 

1      /    ^   ,                           120000 — .r  ,|         .      ,  ,    1      / 

placée  a  4  pour  100  sera ,  et  celle  qui  a  ete  placée 


3 
o  - 
''3~" 


,  ^  2  [  20  000  — .r  ,    , 

a  5  pour  100  sera -^r- .  Le  revenu  de  la  première 


(120000 — x)x4    1  11  1 

somme  sera ^ ;  le  revenu  de  la  seconde  sera 

000 

2(120000  —  j;)x5  -1  1  1    o 
o ' '1  ^^  puisque  le  revenu  total  est  de  J920, 

il  faudra  que  Ton  ait 

(120000  —  ^)  X  4       2(120000  —  .r)x5 

3oo  3oo  ^ 

En  chassant  les  dénominateurs ,  eflbctuant  les   calculs 
indiqués  et  transposant  ensuite  les  termes ,  on  trouve  : 

480000  —  4-^  "+"  I  ^00000  —  loa;  =  1176000, 

lo-r-f-  ^.xT=i^^ooQo    -4-1200000 —  II 76000, 

i^x  =:  5o4ooo, 

5o4ooo        _^ 

X  =z 7 —  =  obooo. 

14 

Le  prix  de  la  maison  étant  36  000  fr. ,  la  somme  qui 
reste  après  le  payement  de  ce  prix  est  84000  fr.  La  somme 

6. 
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placée  à  4  pour  loo  est  donc  le  tiers  de  84000  fr. ,  ou 
28000  fr.  ^  et  celle  qui  a  été  placée  à  5  pour  100  est  deux 
fois  28000  fr.,  ou  56 000  fr. 

On  vérifie  l'exactitude  de  cette  solution  en  calculant  le 
revenu  de  28000  fr.  à  4  pour  100,  et  celui  de  56  000  fr. 
à  5  pour  100^  en  les  ajoutant,  la  somme  est  3  920  fr. ,  comme 
l'exige  l'énoncé. 

106.  2^  Problème.  —  Plusieurs  négociants  avaient 
formé  une  société  dont  la  durée  a  été  de  trois  ans.  Ils 
ont  VT'élei^é  sur  la  mise  sociale ,  au  commeficement  de 
la  première  année,  une  somme  de  /\^ 000  fr.  pour  les 
frais  de  premier  établissement ^  et  au  commencement  de 
chacune  des  deux  années  suivantes,  ils  ont  prélevé ,  pour 
les  frais  de  loyer  et  V entretien  du  matériel,  une  somme 
de  i5oooyr.  La  première  année  ,  le  bénéfice  a  été  égal 
au  dixième  des  fonds  qui  étaient  restés  disponibles  ;  et 
dans  chacune  des  deux  années  suivantes ,  le  bénéfice  a  été 
égal  au  quart  des  fonds  qui  j^estaient  au  commencement 
de  Vannée,  jélors  la  société  ayant  été  dissoute,  chaque 
associé  a  retiré  4o  pour  100  en  sus  de  sa  mise.  Quel  était 
le  montant  de  la  mise  sociale  ? 

Désignons  par  x  la  somme  cherchée.  Quand  on  a  prélevé 
sur  cette  somme  45  000  fr. ,  il  reste  x  —  4^  000  fr.  Le  béné- 
fice de  la  première  année  étant  le  dixième  de  ce  reste ,  le 
capital  social  est  devenu ,  à  la  fin  de  cette  année , 

,  ^  x  —  45ooo  1 1  X  —  49^000 

X  —  45000  H 5       ou • 

10  10 

En  retranchant  de  cette  quantité  i5ooo  fr.  ,  on  a  pour 
reste 

\i  X  —  645000 

«t  puisque  le  bénéfice  de  la  seconde  année  est  le  quart  de  ce 
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reste,  ou  a  pour  la  valeur  du  capital ,  a  la  fiu  de  la  seconde 
année , 

I  1  i"  —  645000         I  IX  —  645000  55  a:  —  3225ooo 

1 ,     ou     > 

10  40  4<^ 

En  retranchant  de  cette  quantité  i5ooo,  il  reste 
55  J7  —  3825000 

et  puisque  le  bénéfice  de  la  troisième  année  est  le  quart  de 
ce  reste  ,  on  a  pour  la  valeur  du  capital ,  à  la  fin  de  la 
troisième  année, 

55  X  —  3825000    55  .r  —  3825000        2^5  X  IQ125oOO 

1 ,    ou     -^ -^ 

40  IDO  IDO 

Chaque  associé  retirant ,  à  la  fin  de  la  troisième  année , 
40  pour  100  en  sus  de  sa  mise,  il  faut  que  le  capital  social 
ait  augmenté  de  4*^   pour  100.  Il  doit  donc  être  devenu 

X  -{-  ^-f^  .r,  ou  X  -f-  J  X,  ou  plus  simplement  ■]  x.  On  doit 
donc  avoir 

275^:  —  19125000 7 

160  ~  5 

On  chasse   les  dénominateurs  en  multipliant  les  deux- 
membres  par  160;,  il  vient  alors 

275    X     191    25000      =       224    X    y 

et  de  là  on  conclut 

275  x  —  224  X  :==:   19125000. 
5l  x  =:r  19125000 

iqi25ooo   „  ^ 

X  z=i  ~ — ~ =  370000. 

01         ' 

La  mise  totale  était  donc  SySooo  fr. 

Férification.  Lorsqu'on  a  prélevé  4^000  fr.  sur  le  ca- 
pital primitif  373000  fr. ,  il  reste  33ooôo  fr.  Cette  somme 
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produisant  un  b'înéfice  qui  en  est  le  dixième  ,  ou  33  ooo  fr. , 
on  a  pour  le  capital ,  à  la  fin  de  la  première  année , 
363  ooo  fr.  En  prélevant  sur  cette  somme  ibooo  fr. ,  il 
reste  348 ooo  fr.  Le  bénéfice  de  la  seconde  année  étant  le 
quart  de  ce  reste  ,  ou  87000  fr. ,  on  a  pour  le  capital ,  à 
la  fin  de  la  seconde  année,  435 000  fr.  En  prélevant  sur 
cette  somme  i5ooo  fr. ,  il  reste  4^0000  fr.  Le  bénéfice  de 
la  troisième  année  étant  le  quart  de  ce  reste  ,  ou  io5  000  fr. , 
on  a  pour  le  capital ,  à  la  fin  de  la  troisième  année,  5^5  000  fr. 
Ce  dernier  capital  surpasse  la  mise  sociale  de  iSoooofr. , 
ce  qui  forme  un  bénéfice  de  4^>  pour  100,  comme  l'exige 
l'énoncé. 

107.  3^  Problème.  —  Deux  "vases  de  la  même  capa- 
cité ont  été  remplis  av'ec  des  mélanges  formés  de  deux 
liquides  A  et  B.  Le  premier  mélange  est  formé  de  60  par- 
ties de  A  et  de  /\o  parties  de  B.  Le  second  mélange  est  formé 
de  20  parties  de  A  et  de  80  parties  de  B.  On  propose 
de  partager  le  liquide  contenu  dans  chaque  vase  en  deux 
parties,  de  telle  sorte  que  Vune  des  parties  du  premier 
liquide  et  Vune  des  parties  du  second  puissent  former  un 
mélange  qui  contienne  des  quantités  égales  de  A  et  de  le  '^ 
et  que  les  parties  restantes  p uis s e?it  former  un  autre  mé- 
lange, dans  lequel  les  liquides  K  etVtse  trouvent  en  quan- 
tités proportionnelles  aux  nomhi^es  3  et  7,  (On  suppose 
que  les  deux  liquides  A  et  B  peuvent  être  mélangés  dans 
des  proportions  quelconques  sans  altération  de  volume.) 

Désignons  par  x  et  y  les  nombres  des  parties  des  mélanges 
donnés,  qu'il  faudra  prendre  pour  former  un  troisième  mé- 
lange qui  contienne  les  liquides  A  et  B  en  quantités  égales. 
Le  nombre  des  parties  restantes  du  premier  mélange  sera 
100  —  .r ,  et  le  nombre  des  parties  restantes  du  second 
mélange  sera  100  —  y. 

Puisque  le  premier  mélange  (*st  formé  de  60  pariics  de  A 
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et  de  4^  parties  de  B,  les  x  parties  de  ce  mélange  coiitien- 

dront  parues  de  A  et  parties  de  b. 

100  ^  100  ^ 

Puisque  le  second  mélange  est  formé  de  20  parties  de  A 

et  de  80  parties  de  B ,  les  j^  parties  de  ce  mélange  contien- 

1  20  r  -14        ^or  •       j     r» 

dront  — -  parties  de  A  et  — -  parties  de  13. 
100  ^  100  ^ 

Il  en  résulte  que ,  dans  le  mélange  formé  en  réunissant 

les  X  parties  du  premier  mélange  donné  et  les  y  parties  du 

,     .i  60 X        10  y  .       1      A         A.O  .X       80  > 

second ,   il  y  aura 1 parties  de  A  et h  — ^ 

•^  100        100    '  100       100 

parties  de  B. 

On  devra  donc  avoir  l'équation 

60  X       20  jK       ^oa:       80  j 

1 = i • 

100         100         100        100 

On  reconnait ,  par  des  raisonnements  semblables  à  ceux 
qui  viennent  d'être  faits,  que,  pour  que  le  mélange  formé 
en  réunissant  les  portions  restantes  des  mélanges  donnés, 
soit  tel  que  l'exige  l'énoncé  ,  il  faut  que  l'on  ail  l'équation 


40(100 — x)      80(100 — y) 
100  100 


1 


6o(iOO — x)      20(100 — y) 3 

100  100  «j 

En  supprimant  dans  la  première  équation  le  dénominateur 
qui  affecte  tous  les  termes  ,  divisant  ensuite  chaque  terme 
par  20 ,  et  rassemblant  les  termes  en  x  dans  le  premier 
membre  et  les  termes  en  y  dans  le  second  ,  on  trouve 
que  celte  équation  se  réduit  à  x  =  '5 y. 

Pour  réduire  la  seconde  équation ,  on  remarque  d'abord 
que  Ton  peut  supprimer  le  dénominateur  100  qui  affecte 
tous  les  termes^  en  divisant  ensuite  les  deux  membres  par 
20,  l'équation  devient 

3  (  1 00  —  A'  )  -fr^   1 00  —  /  =::  I  X  [2  (  1 00  —  ^  )  4-  4  (  1 00  —  r  )]• 

En  effectuant  les  calculs  indiqués  et  multipliant  les  deux 
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membres  par  y ,  il  vient 

2800  —  Il  X  —  7  j  =  1800  —  6x  —  12/. 

Enfin,   en   transposant  les  termes,    réduisant  et  divisant 
les  deux  membres  par  5 ,  on  obtient 

3x  —  y  =  200. 

En  remplaçant  dans  cette  équation  x  par  "dy ,  on  trouve 
8  r  =  200,  d'où  y  =  25  ;  et  l'on  en  conclut  x  =:  jd. 

Ainsi,  pour  satisfaire  aux  conditions  du  problème,  il 
faudra  former  un  mélange  de  7  5  parties  du  premier  mé- 
lange donné  avec  25  parties  du  second  ,  et  un  autre  des 
25  parties  restantes  du  premier  mélange  donné  avec  les 
^5  parties  restantes  du  second^  ou,  plus  simplement,  il 
faudra  prendre  les  trois  quarts  du  premier  mélange  avec  le 
quart  du  second ,  et  le  quart  du  premier  avec  les  trois  quarts 
du  second. 

On  vérifie  Texactitude  de  cette  solution  comme  il  suit  : 

Le  premier  mélange  donné  contenant  60  parties  de  A  et 
4o  parties  de  B,  les  trois  quarts  de  ce  mélange  contien- 
dront 45  parties  de  A  et  3o  de  B;  et  puisque  le  second 
mélange  contient  20  parties  de  A  et  80  parties  de  B  ,  le 
quart  de  ce  mélange  contiendra  5  parties  de  A  et  20  par- 
ties de  B.  Ces  deux  portions  réunies  contiendront  donc 
5o  parties  de  A  et  5o  parties  de  B. 

D'un  autre  côté,  le  quart  du  premier  mélange  contiendra 
1 5  parties  de  A  et  10  parties  de  B  ;  les  trois  quarts  du  second 
mélange  contiendront  i5  parties  de  A  et  60  parties  de  B. 
Ainsi ,  en  réunissant  ces  deux  portions  ,  on  obtiendra  un 
mélange  qui  contiendra  3o  parties  de  A  et  70  parties  de  B. 
Les  quantités  des  liquides  A  et  B  dans  ce  mélange  seront 
donc  proportionnelles  aux  nombres  3  et  7. 

108.  4^  Problème.  —  Trois  joueurs  sont  corwenus  quà 
chaque  partie    le  perdant   doublera   V argent  des  deux 
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autres.  Après  trois  parties,  chacun  des  joueurs  en  ayant 
perdu  une,  se  retire  auec  120  francs.  On  demande  la 
somme  que  cliaque  joueur  aidait  en  se  mettant  au  jeu. 

Soit  X  la  somme  qu'avait  le  joueur  qui  perd  la  i*^®  par- 
tie, j^  la  somme  qu'avait  le  joueur  qui  perd  la  2^  partie, 
z  la  somme  qu'avait  le  joueur  qui  perd  la  3*^  partie. 

Après  la  première  partie,  le  i'^'"  joueur  a  .r — y  —  z, 
le  2^  a  2y,  et  le  3^  a  2^. 

Après  la  deuxième  partie,  le  i*^"^  joueur  a  ix — ij — 2  z  ;  le 
2*^  a  iy  —  iz —  (x — y  —  z) ,  ce  qui  se  réduit  à  Zy  —  z  —  X'., 
le  3^  a  4^. 

Après  la  troisième  partie,  le  i*^*^  joueur  a  ^x — \y — 4^5 1^ 
2'-' a  6/ — iz — 2X^le3''  a4-z — (Zy — z — x) — [ix — 2j- — 2z), 
ce  qui  se  réduit  k  'j  z  — y  — vr. 

Puisque  chacun  des  joueurs ,  après  cette  partie ,  a  1 20  fr. , 
on  doit  avoir 

•JZ  —      y  —      crrr:i20, 

6jr  —  2  z  —  2  r  =  1 20 , 

4^  —  4  ^  —  4j  =  î  20. 

Les  deux  membres  de  la  seconde  équation  sont  divisibles 
par  2  ,  et  deux  de  la  troisième  sont  divisibles  par  4  '-,  de  sorte 
que  ces  deux  équations  se  réduisent  à 

3j  —  z  —  JC=:6o, 

X  —  Z  — /  =  3o. 

En  ajoutant  celles-ci,  et  en  ajoutant  en  outre  la  dernière 
avec  l'équation  'j  z  —  y  —  x  ^=z  120,  on  obtient 

iy  —  iz  ■=    90 , 
62;  —  2J=  i5o, 

ou,  en  divisant  par  2  les  deux  membres  de  chaque  équa- 
tion , 

Y  —  2;  rr:  45 , 

3z  —y  —  75. 
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On  conclut  de  ces  dernières  t'qualions,  en  les  ajoutant, 
'2  2:  =r  120,  d'où  z  r=  60.  La  substitutiou  de  la  valeur  de  z 
dans  Téquationy — z=^l\^  donne j)^=io5.  Enfin,  en  mettant 
les  valeurs  de  z  et  de  j^  dans  l'équation  x  —  z  —  ^  =  ;^o  , 
on  trouve  .r  =  195.  Ainsi,  au  commencement  de  la  pre- 
mière partie,  le  premier  joueur  avait  \çp  fr.,  le  deuxième 
io5  fr.,  et  le  troisième  ô'o  fr. 

Il  est  facile  de  s'assurer  que  ces  nombres  satisfont  aux 
conditions  de  l'énoncé. 

On  peut  résoudre  ce  problème  d'une  manière  plus  simple. 
Puisque  la  somme  totale  que  possèdent  les  trois  joueurs  est 
3  fois  1 20  fr.,  ou  36o  fr. ,  la  sommequi  reste  à  chaque  joueur, 
après  la  partie  qu'il  a  perdue,  est  égale  à  celle  qu'il  avait 
au  commencement  de  cette  partie ,  diminuée  de  l'excès  de 
36o  fr.  sur  la  même  somme.  Ainsi ,  après  la  première  par- 
tie, le  i'^'"  joueur  a  x — (36o  —  j?)  ou  ix  —  36o*,  le  2^  a 
2j^,  et  le  3^  a  2^.  Après  la  deuxième  partie,  le  i*^^  joueur 
a  4  ^  —  720  •,  le  2*^  a  iy  —  (36o  —  iy)  ou  4,X  —  36o  \  le 
3^'  a  4^.  Après  la  troisième  partie,  le  i*^'  joueur  a8x — i44o^ 
le  2^^  a  8y  —  720  -,  le  3*^  a  4  ^  —  (36o  —  4  ^)  ^^  ^  ^  —  36o. 
En  égalant  ces  trois  quantités  à  120,  on  obtient  trois  équa- 
tions qui  déterminent  immédiatement  les  trois  inconnues 

Enonces  rie  problèmes  à  résoudre. 

I.  Un  père,  interrogé  sur  l'âge  de  son  fds,  répond: 
Mon  âge  est  triple  de  celui  de  mon  fds  j  il  r  n  dix  ans,  il 
en  était  le  quintuple.  Quel  est  l'âge  du  fils  P  (Rép.  :  20  ans.) 

II.  Vingt  personnes,  hommes  et  femmes,  mangent  dans 
une  auberge  :  Vécot  d'un  honnne  est  de  4o  centimes,  celui 
d'une  f en  mie  est  de  25  centimes:  la  dépense  totale  est 
'j  francs  25  centimes.  On-  demande  le  nombre  des  hommes 
et  celui  des  femmes.  (Rép.  :  i5  hommes  et  5  femmes.) 

m.    Trouver  un  nombre  tel  que,    si  I  on  y  ajoute    ur 
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moitié,  la  somme  surpasse  60  (V autant  que  le  nombre  lui- 
même  est  au-dessous  de  65.  (Rép.  :  5o.) 

IV.  Partagerai  en  deux  parties  telles  que,  si  Von  di- 
vise Vune  de  ces  parties  par  6  ^  et  Vautre  par  ^  ^  on  ait 
deux  quotients  dont  la  somme  soit  égale  à  6.  (Les  deux 
parties  sont  12  et  20.) 

\.  Deux  personnes  ont  un  égal  revenu:  la  première 
épargne  chaque  année  le  cinquième  de  son  revenu  j  et  la 
seconde,  qui  dépense  600  fr.  par  an  de  plus  que  la  pre- 
mière,  doit,  au  bout  de  trois  ans,  vi^o  J'r,  Combien  ont- 
elles  de  j^evenu?  (Rép.  :  1 100  fr.) 

\  I.  On  demandait  à  une  fermière  le  nombre  de  ses  pou- 
lets^ elle  répondit:  J'ai  vendu  la  moitié  de  ce  que  f  avais, 
plus  un  ^  j'en  ai  mangé  10,  et  il  m'en  reste  encore  le  tiers 
de  ce  que  j'avais,  plus  ^  poulets  \,  Quel  était  le  nombre 
des  poulets?  (Rép.:  112.") 

\n.  Une  personne  a  100  000  y)'.  :  elle  place  une  partie 
de  cette  somme  ci  5  pour  100,  et  l'autre  à  4  pour  100^  de 
cette  manière ,  elle  a  un  revenu  de  \6^o  fr.  Quelles  sont 
les  deux  parties  ?  (Rép.  :  64000  fr.  et  36ooo  fr.) 

MIL  Hiéron,  roi  de  Syracuse,  avait  remis  à  un  orfèvre 
10  livres  d'or,  pour  faire  une  couronne  qu'il  voulait  offrii' 
à  Jupiter.  Le  travail  étant  achevé,  la  couronne  se  trouva 
du  poids  de  10  livres  ;  mais  le  roi,  soupçonnant  que  l'ou- 
vrier avait  allié  de  l'argent  à  l'or,  consulta  ^rchimède. 
Celui-ci,  sachant  que  V or  pera  dans  Veau  les  62  millièmes 
de  son  poids,  et  que  l'argent  y  perd  les  99  millièmes  de 
son  poids,  détermina  le  poids  de  la  couronne  plongée  dans 
l'eau,  et  trouva,  quil  était  de  9  livres  6  onces  ^  ce  qui  fit  re- 
connaître la  fraude.  On  demande  combien  il  y  avait  de 
livres  de  chaque  métal  dans  la  couronne P  (Rép.  :  y  livres 
1 2  onces  ~  d'or,  et  2  livres  3  onces  ^  d'argent.) 

IX .  Deux  voitures  portent  des  charges  inégales.  Si  l 'on 
était  de  la  première,  j)oiir  le  mettre  dans  la  seconde ,  un 
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tonneau  qui  pèse  3  quintaux ,  la  charge  de  la  seconde  se- 
rait double  de  celle  de  la  première  ^  et  si  Von  ôtait  de  la 
seconde  une  caisse  du  poids  de  5  quintaux^  pour  la  mettre 
dans  la  première,  la  charge  de  celle-ci  serait  triple  de  celle 
de  Vautre.  On  demande  quelle  est  la  charge  de  chaque 
voiture?  (Rép.  :  la  charge  de  la  première  est  9  quintaux  |, 
et  celle  de  la  seconde  est  9  quintaux  {.) 

X .  Deux  amis  ont  fait  en  commun  une  dépense  de  8  \fr. 
Il  manque  au  premier,  pour  payer  cette  dépense,  les  \  de 
l'argent  du  second j  et  il  manque  au  second  les  |  de  l'ar- 
gent du  premier.  Combien  ont-ils  chacun?  (Rép.  :  le  pre- 
mier a  45  fr.,  et  le  second  a  54  fr.) 

XI.  Une  personne  possède  un  capital  qu  elle  fait  valoir 
à  un  certain  intérêt.  Une  autre  personne,  qui  possède 
10  000  y)',  de  plus  que  la  première,  et  qui  fait  valoir  son 
capital  à  i  de  plus  pour  100 ,  a  un  revenu  plus  grand  de 
Soo  fr.  Une  troisième  personne ,  qui  possède  i^  000  fr.  de 
plus  que  la  première ,  et  qui  fait  valoir  son  bien  à  1  de 
plus  pour  100,  a  un  res^enu  plus  grand  de  i  Soo  fr. 
On  demande  les  biens  des  trois  personnes ,  et  à  quel 
intérêt  chacune  d'elles  fait  v.aloir  son  bien?  (Rép.:  la 
première  personne  possède  3oooo  fr.,  qu'elle  fait  valoir  à 
4  pour  100.) 

XII .  Trois  billets,  qui  valent  ensemble  2  'jgofr. ,  ont  été 
escomptés  en  dehors  à  5  pour  100.  Le  premier  est  à  y  mois 
d'échéance,  le  deuxième  ^0  mois,  le  troisième  à  4  mois. 
On  a  perdu  sur  le  premier  billet  autant  que  sur  les  deux 
autres j  et  sur  le  deuxième  i  fr.  de  moins  que  le  tiers  de 
ce  qu'on  a  perdu  sur  les  deux  autres.  Déterminer  la  va- 
leur de  chaque  billet.  (Rép.:  la  valeur  du  i*"'  billet  est 
1  080  fr.,  celle  du  2%  720  fr.,  et  celle  du  3%  990  fr.) 

XIII .  On  a  trois  lingots  du  poids  de  4oo  grammes  cha- 
cun: le  premier  est  composé  de  3oo  grammes  d'argent,  '?^^ 
de  ctuvre  et  ^5  d'étain,  le  deuxième  contient  2$  grammes 
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d'argent,  3oo  de  cuii^re  et  y 5  d'étaîn-  enjin,  le  troisième 
est  formé  de  ?i^o  grammes  de  cuwre  et  5o  détain.  On 
demande  quelle  portion-  il  Jaut  prendre  de  chacun  de 
ces  lingots,  pour  en  former  un  quatrième  qui  contienne 
100  grammes  d^ argent,  11^  de  cuivre  et  ^5  d'étain. 
(Rép.  :  il  faut  prendre  les  ^^  du  premier  lingot,  les  y\  ^^ 
deuxième,  et  zéro  du  troisième.) 

Xl^ .  Un  nombre  est  formé  de  quatre  chiffres  dont  la 
somme  est  11:  le  chiffre  des  dizaines  est  égal  à  la  somme 
des  chiffres  des  centaines  et  des  mille;  celui  des  mille  est 
égal  à  la  somme  de  ceux  des  centaines  et  des  unités  ;  et 
en  retranchant  de  ce  nombre  Y'ji'è ,  on  obtient  pour  reste 
le  nombre  renversé.  Quel  est  ce  nombre?  (Rép.  :  325i.) 

Observations  sur  la  résolution  des  problèmes.  — 
Interprétation  des  valeurs  négatives. 

109.  Quand  les  équations  déterminées  par  l'énoncé  d'un 
problème  expriment  toutes  les  conditions  de  ce  problème, 
les  valeurs  des  inconnuiîs  qui  vérifient  les  équations  con- 
viennent aussi  au  problème.  Mais  il  arrive  quelquefois  que 
les  valeurs  des  inconnues  sont  assujetties  à  des  conditions 
qui  ne  peuvent  pas  être  exprimées  dans  les  équations;  c'est 
ce  qui  a  lieu ,  par  exemple ,  quand  elles  doivent  être  des 
nombres  entiers ,  ou  quand  elles  doivent  être  renfermées 
entre  certaines  limites.  Alors,  pour  que  le  problème  soit 
possible,  il  ne  suffit  plus  que  l'on  obtienne  pour  les  incon- 
nues des  valeurs  qui  vérifient  les  équations ,  il  faut  encore 
que  ces  valeurs  satisfassent  à  toutes  les  autres  conditions. 

110.  Dans  beaucoup  de  problèmes,  on  ne  peut  admettre 
pour  les  inconnues  que  des  valeurs  positives  ;  et ,  si  l'on  en 
obtient  de  négatives ,  il  faut  n'en  pas  tenir  compte.  Mais  il 
peut  se  faire  aussi  qu'en  changeant  le  sens  de  quelque  res- 
triction qu'on  a  apportée  à  l'énoncé  du  problème ,  pour  le 
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mettre  en  équation,  on  bien  en  modifiant  quelqu  une  des 
conditions  comprises  dans  cet  énoncé,  sans  changer  les 
quantités  données,  les  inconnues  pour  lesquelles  on  avait 
trouvé  des  valeurs  négatives  admettent  des  valeurs  positives 
numériquement  égales  aux  premières. 

Pour  fixer  les  idées,  supposons  qu'en  résolvant  les  équa- 
tions d'un  problème,  on  ail  trouvé,  pour  une  inconnue  x, 
une  valeur  négative  —  a.  Il  est  clair  que  par  la  substitution 
de  la  valeur  —  a  à  la  place  de  x,  dans  les  équations,  on  a 
les  mêmes  résultats  que  si  l'on  remplaçait  d'abord  x  par 
—  X ,  et  que  Ton  substituât  ensuite  à  la  place  de  x  la  valeur 
~\-a.  Il  suit  de  là  que,  lorsqu'on  a  changé  x  en  — x,  les 
nouvelles  équations  admettent  une  solution  dans  laquelle  la 
valeur  de  x  est  H~  a.  Donc,  pour  que  le  problème  admette 
pareillement  une  solution  dans  laquelle  la  valeur  de  x  soit 
positive  et  égale  à  a,  il  suffit  de  modifier,  si  cela  est  pos- 
sible, le  sens  de  quelques-unes  des  conditions  exprimées 
dans  l'énoncé,  ou  le  sens  qu'on  a  attribué  à  celles  de  ces 
conditions  qui  pouvaient  être  diversement  interprétées ,  de 
manière  que  toutes  ces  conditions  s  accordent  avec  les  équa- 
tions qui  résultent  du  changement  de  x  en  — x  dans  les 
équations  primitives. 

On  a  déjà  vu,  dans  le  chapitre  premier  (n^S^),  com- 
ment l'énoncé  d'un  problème  peut  donner  lieu  à  deux  sup- 
positions difïérentes ,  telles  que  l'on  passe  de  l'une  à  l'autre 
en  changeant  dans  l'équation  x  en  — x.  Le  problème  sui- 
vant offrira  un  autre  exemple  de  l'interprétation  des  valeurs 
négatives. 

111.  Oji  a  acheté  plusieurs  méfies  d'étoffe  poui'  une 
certaine  somme  :  si  Von  aidait  payé  le  mètre  i  fr,  de  plus, 
en  prenant  3  mètres  de  moins,  on  aurait  dépensé  Sfr.  de 
plus  y  et  si  Ton  aidait  payé  le  mètre  ifr.  de  moins,  en  pre- 
nant f)  mètres  de  plus,  on  nurnit  dépensé  i^  fr.  de  moins. 
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Combien  a-t-on  acheté  de  mètres,  et  quel  était  le  prix  du 
mètre  ? 

Nommons  x  le  nombre  de  mètres  que  l'on  a  achetés,  et  ) 
le  prix  du  mètre  ^  les  équations  du  problème  seront 

(l)      (x— 3)(j4-l)rr:xj-4~8,       (9.)    [x +  5)  {f  —  l):=  xy  —  1^ . 

En  développant  les  calculs  indiqués,  et  retranchant,  dans 
chaque  équation ,  le  terme  xy  commun  aux  deux  membres, 
on  obtient  les  deux  équations  du  premier  degré 

X  3j=:ll,         5/  —  IX  =z:  —  i5; 

la  résolution  de  ces  équations  donne    j^  =  —  7,  x=:  —  10. 
Pour  interpréter  ces  valeurs,  on  remplace ,  dans  les  équa- 
tions (1)  et  (2) ,  X  par  —  x,  et  j  par  — j  ^  il  vient  alors 

(-.r-3)(-j-|-  i)=:(_^)x(-j)-f-8, 

(—  X  4-  5)  (-  y  —,2)  rr:  (—  x)  X  (— j)  ~  25. 

Comme  on  peut  changer  les  signes  des  deux  facteurs  d'un 
produit,  sans  que  ce  produit  soit  altéré,  les  équations qu  on 
vient  d'obtenir  peuvent  s'écrire  ainsi  : 

(x  -h  3)  ( j  —  i)  ^^  -^J  "+■  S?      {^  —  5)  ( r  -f-  i)z=^xy  —  25. 

On  voit  par  là  que  le  problème  proposé  admettrait  une  solu- 
tion exprimée  par  les  valeurs  positives  x=:io,  y  z^^j^  ^\ 
l'on  modifiait  l'énoncé  de  la  manière  suivante  ; 

On  a  acheté  plusieurs  mètres  d'étoffe  pour  un  certain 
prix  :  si  Von  avait  payé  le  mètre  i  fr.  de  moins,  en  pre- 
nant "5  mètres  de  plus,  on  aurait  dépensé  S  fr.  de  plus  j 
et  si  Von  aidait  pajé  le  mètre  i  fr.  de  plus,  en  prenant 
5  mètres  de  moins,  on  aurait  dépensé  25  fr.  de  moins. 
Combien  a-t-on  acheté  de  mètres,  et  quel  était  le  prix  du 
mètre  ? 

Il  faut  bien  remarquer  que,  dans  le  nouvel  énoncé,  les 
nombres  donnés  sont  les  mêmes  que  dans  le  précédent^  seu- 
lement on  prend  quelques-uns  de  ces  nombres  dans  une 
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acception  opposée  à  celle  qu'ils  avaient  d'abord ,  en  regar- 
dant comme  ,des  diminutions,  par  rapport  aux  nombres 
cherchés,  ceux  qui  exprimaient  des  augmentations,  et  'vice 
versa . 

Des  cas  d'impossibilité  et  d'indétermination  dans  les 
équations  du  premier  degré. 

112.  Considérons  l'équation  du  premier  degré  à  une  in- 
connue 

,    ^  3(9.^-f-i)         ^        3x  +  2        2f3.r —  1) 

'  4  10  o 

En  chassant  les  dénominateurs,  développant  les  calculs,  et 
transposant  les  termes ,  on  trouve 

i5(2x  +  i)  —  100  —  2(3  j:  -f-  2)  =  8(3j:  —  i), 
3oa;-f-i5 — ^100  —  &x — 4  =  ^4"^ — ^5 
3o  j:  —  6x  —  24-2:  =  100+4  —  ï^  —  ^7 
o=r8i. 

Le  dernier  résultat  fait  voir  qu  en  supposant  qu'il  puisse 
y  avoir  égalité  entre  les  deux  membres  de  Téquation  ,  on 
en  conclut  une  absurdité.  Par  conséquent  il  n'existe  pas  de 
valeur  de  x  qui  vérifie  cette  équation. 

On  peut  reconnaître  sur  1  équation  même  qu'elle  n'est 
que  l'expression  d'une  condition  impossible:  il  suffit,  pour 
cela ,  d'effectuer  les  calculs  indiqués  dans  chacun  des  deux 
membres.  On  trouve  d'abord 


1 


6j:        3        ^        3  A"         2         6x        2 


5' 


4      4  10      10      5 

et ,  en  réduisant  le  premier  membre , 

6     _  89  _  6     _  2 
5  20       5         5 

On  voit  alors  que  les  deux  membres  ne  peuvent  jamais 
devenir  égaux,  quelque  valeur  que  l'on   attribue  à  x. 


# 
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413.   Prenons  actuellement  l'équation 

,   ,  3(2.r-|-  i)        5^+3        x-f-  I  n 

4^3  12 

elle  donne 

i8j:-|-g  —  10. r  —  6  -{-  ^x  -{-^=  1207  +  7, 

18. r  —  iojpH-4-^  —  i2x  =  7  -1-6  —  9  —  4> 

0  =  0. 

Le  dernier  résultat,  0  =  0,  est  une  identité,  et  il  fait 
voir  que  l'équation  proposée  sera  vérifiée ,  quelque  valeur 
que  l'on  attribue  à  x. 

On  peut  reconnaître ,  sur  l'équation  même  ,  qu'elle  n'est 
qu'une  identité  5  car,  en  efVectuant  les  calculs  indiqués  dans 
le  premier  membre,  on  trouve  qu'il  se  réduit  k  x  -\-  j^. 

\\A.  Lorsqu'une  équation  ne  peut  jamais  être  vérifiée, 
quelque  valeur  que  l'on  mette  à  la  place  de  l'inconnue ,  on 
dit  qu'elle  est  impossible  j  et  quand  une  équation  est  véri- 
fiée, quelles  que  soient  les  valeurs  que  l'on  mette  à  la  place 
des  inconnues ,  on  dit  qu'elle  est  indéterminée.  Ainsi  l'équa- 
tion (1)  est  une  équation  impossible  ,  et  l'équation  (2)  est 
une  équation  indéterminée;  on  dit  aussi  que  l'équation  (sî) 
est  une  équation  identique. 

115.   Soient  les  deux  équations 

(3)  i2i.r —  143  j  =  i3o, 

(4)  -  187.^  —  22IJ=:34o. 

En  multipliant  la  première  par  187  et  la  seconde  par  121, 

on  trouve 

22627.2: — 267417  =  24310, 

22627  X  —  2674 ï  J  =  4^  '^4^- 

Les  premiers^i^mbres  de  ces  équations  étant  les  mêmes, 
tandis  que  les  seconHs  membres  sont  des  quantités  connues 
5''  édit.  n 
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inégales,  il  n'existe  point  de  nombres  qui,  mis  à  la  place 
de  X  et  de  /,  puissent  vérifier  simultanément  ces  deux 
équations^  par  conséquent,  le  système  des  équations  (3) 
et  (4)  n'admet  pas   de   solution. 

Il  est  essentiel  de  remarquer  que  cliacune  des  équations 
prise  séparément  est  possible,  et  peut  être  vérifiée  d'une 
infinité  de  manières  ;  seulement  il  n'y  a  aucune  solution 
qui  convienne  à  la  fois  aux  deux  équations.  On  dit,  par 
cette  raison,  que  les  deux  équations  sont  incompatibles  ou 
qu'elles  sont  conlfiidictoires.  On  dit  aussi  que  le  système  de 
ces  équations  est  impossible. 

Si ,  au  lieu  d'effectuer  l'élimination  de  x  par  réduction, 
on  prend  la  valeur  de  x  dans  la  première  équation  pour  la 
substituer  dans  la  seconde  ,  on  trouvera 

i3o  -h  i43j 
121 

et  la  seconde  équation  deviendra 

187  X   ^^— ^  —  221  j  —  340  ; 

'  121 

d'où 

187  X  i3o  4-  187  X  143/  —  ï^'  X  ^21  j  r=  340  X  121. 

En  transposant  les  termes  et  effectuant  les  calculs,  on  ob- 
tiendra '  î 
2674 1  y  —  2674 17=4^^4^  —  ^43  ï  o  ' 
o  =  i683o. 

De  cette  manière,  l'impossibilité  de  vérifier  le  système 
proposé  se  manifeste  par  une  équation  absurde ,  comme  dans 
l'exemple  du  n^  H2.  On  parviendrait  aussi  à  l'équation 
absurde  o  =  i683o,  si  l'on  retranchait  l'une  de  l'autre  les 
deux  équations  qu'on  obtient  en  multipliant  l'équation  (3) 
par  187,  et  l'équation  (4)  par  121. 

416.  On  a  un  exemple  de  deux  équations  dont  le  svslèmc 
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est  indéterminé  ,  en  prenant  les  suivantes  : 

121  X  —   l43j  =rr    I  10  , 

187  r  —  2.11  y  :z=  170. 

Si  l'on  multiplie  les  deux  membres  de  la  première  par  1 87 , 
et  ceux  de  la  seconde  par  121,  on  parvient  à  deux  équa- 
tions identiques.  Il  suit  de  là  que,  si  l'une  des  équations 
proposées  est  vérifiée,  l'autre  le  sera  pareillement.  Par 
conséquent ,  l'ensemble  des  deux  équations  peut  seulement 
servir  à  faire  connaître  la  valeur  de  l'une  des  inconnues  x 
et  jr ,  après  que  Ton  a  attribué  une  valeur  arbitraire  à 
l'autre. 

Si ,  au  lieu  d'effectuer  l'élimination  de  x  par  réduction , 
on  tire  la  valeur  de  x  de  la  première  équation,  et  qu'on  la 
substitue  dans  la  seconde,  on  trouve 

^  no  -=h  i43j 

187  X 2.11  Y  =  170, 

'  121 

1 87  X  1 43 jr  —  121  X  22 1  j  =  1 70  X  121  —  n  o  X  187, 

26741  j  —  267417  =  20670  —  20670, 

o  =r  o. 

De  cette  manière,  l'indétermination  du  système  proposé 
s'annonce  par  l'identité  0  =  0,  comme  dans  l'exemple 
du  n°  113. 

117.   Considérons  les  équations  à  trois  inconnues 

(5)  2.x  -h   y  —  82=10, 

(6)  3^  —  2/ -4- 5  z  ==14? 

(7)  8^  —  3  J  H-  2  2  zzr  35. 

En  éliminant  j  entre  la  première  équation  et  chacune 
des  deux  autres  ,  on  obtient 

n  .r —  112  =  34,  l4'^  —  222=65. 

7- 
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Ces  équations  sont  incompatibles,  car  le  premier  membre 
de  la  seconde  est  le  double  de  7  x  —  11^,  et  le  second 
membre  65  est  différent  du  double  de  34-  H  suit  de  là  que 
le  système  proposé  n'admet  aucune  solution. 

Dans  cet  eccemple,  il  n'y  a  d'incompatibilité  ni  entre  les 
équations  (5)  et  (6) ,  ni  entre  les  équations  (5)  et  (7) ,  ni 
même  entre  les  équations  (6)  et  (7) ,  et  ces  équations,  prises 
deux  à  deux,  admettraient  une  infinité  de  solutions  com- 
munes ;  mais  l'une  d'elles  est  incompatible  avec  le  système 
des  deux  autres.  Cette  incompatibilité  vient  de  ce  que  le 
premier  membre  de  l'équation  (7)  est  la  somme  du  premier 
membre  de  l'équation  (5)  et  de  deux  fois  le  premier  membre 
de  l'équation  (6) ,  tandis  que  le  second  membre  de  l'équa- 
tion (7)  n'est  pas  égal  à  la  somme  qu'on  obtient  en  ajoutant 
au  second  membre  de  l'équation  (5)  le  double  du  second 
membre  de  l'équation  (6). 

118.   Prenons  encore  les  équations 

2.  X  -h  J  —  8z=::iO, 
3.r  —  iy  -\-  5  z  =z  i4, 
8x  —  3j  -h  23  =  38. 

En  éliminant  j^  entre  la  première  équation  et  chacune 
des  deux  autres,  on  trouve 

7  a;  —  IIZ  =  34,        l4"^  —  222:=68. 

Ces  deux  équations  sont  identiques^  car  les  deux  membres 
de  la  seconde  sont  ceux  de  la  première  multipliés  par  2.  11 
suit  de  là  que  le  système  proposé  admet  une  infinité  de  so- 
lutions. Pour  obtenir  une  de  ces  solutions,  il  faudrait  donner 
une  valeur  arbitraire  à  l'une  des  inconnues.  Si  l'on  choisis- 
sait arbitrairement  la  valeur  de  z  par  exemple,  l'équation 
7X —  11^  =  34  ferait  connaître  la  valeur  correspondante 
de  X,  et  la  valeur  àej  se  tirerait  ensuite  de  l'une  des  équa- 
tions proposées.  On  peut  aussi  exprimer  deux  des  incon- 
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nues  en  lonclion  de  la  troisième  ^  l'équation  7X —  1 1  .z  =  34 

donne 

34  4-  1 1  z 


a: 


7 
et  par  la  substitution  de  cette  valeur  de  x  dans  l'équation 
9.  X  -\-  y  —  8  ^  =  10 ,  on  trouve 

2  -4~  34  2 

^  ~        7       ' 
Au  moyen  de  ces  deux  formules  ,  on  obtient  immédiatement 
les  valeurs  de  x  et  de  y  qui  conviennent  au  système  pro- 
posé,  quand  on  a  attribué  à  z  une  valeur  arbitraire. 

Dans  cet  exemple ,  chacune  des  équations  est  une  consé- 
quence des  deux  autres,  et  l'on  pouvait  le  reconnaître  im- 
médiatement, en  remarquant  que  l'on  obti.ent  la  troisième 
équation  en  ajoutant  respectivement  aux  deux  membres  de 
la  première  les  deux  membres  de  la  seconde  multipliés  par  2. 

S'il  arrivait  qu'en  traitant  une  question  à  trois  inconnues 
on  fût  conduit  à  trois  équations  équivalentes,  on  pourrait 
prendre  des  couples  de  valeurs  arbitraires  pour  deux  des  in- 
connues, et  pour  chacun  de  ces  couples  on  obtiendrait  une 
valeur  déterminée  de  la  troisième  inconnue. 

119.   Soient  encore  les  trois  équations 

3x  —  2J-H53=i45 
6  .r  —  4/  -*-  3  3  -■=:  I  5 , 
gx  —  6y  —  73  =  20. 

En  éliminant  y  entre  la  première  équation  et  chacune 
des  deux  autres,  on  obtient  les  deux  équations  i3  2  =  i3 , 
'11  z  ■=  22,  qui  donnent  Tune  et  l'autre  z  =  i.  Pour  sa- 
tisfaire aux  équations  proposées,  on  pourra  joindre  à  la 
valeur  z  =  i^  une  valeur  arbitraire  de  Tune  des  inconnues 
xely.)  et  l'on  obtiendra  la  valeur  de  l'autre  inconnue  au 
moyen  de  l'une  des  équations  qui  se  réduisent  toutes  trois, 
lorsqu'on  y  fail  ^  =  1  ,  à  3x  —  ly  =  9. 
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120.  Prenons  pour  dernier  exemple  les  quatre  équations 

3.V  —  2  j  -h  5  2  =  8 , 
2j:  —     j  -f-      ^  =  3, 
5  z   —     a;  —  2.t=ij. 
loz  —    j  —  3t  =  5. 

En  éliminant^  entre  la  première  équation  et  la  deuxième^ 
on  obtient  pour  résultat  la  troisième  équation.  Il  suit  de  là 
que  le  système  proposé  n'offre,  en  réalité,  que  trois  équa- 
tions distinctes,  savoir: 

2X  —  j-hr=3,       5z  —  X 2t  =z  2.J       lOZ  —  j  —  3t  =  5. 

En  éliminant  y  entre  les  deux  équations  2X —  ^-j-f  =  3 
et  loz  — y  —  3  î  =  5  ,  on  obtient  loz  —  2X  —  4^=  2: 
et  cette  équation  est  incompatible  avec  Sz  —  x  —  2^  =  2. 
Le  système  proposé  est  donc  impossible; 

121 .  Les  exemples  et  les  observations  qui  précèdent  font 
voir  que ,  pour  un  système  de  m  équations  du  premier  degré 
à  m  inconnues  (m  désignant  un  nombre  entier  quelconque), 
les  procédés  d'élimination  peuvent  présenter  trois  cas  : 

Ou  bien  on  pourra ,  par  ces  procédés ,  transformer  le 
système  proposé  en  une  suite  d'autres  systèmes  équivalents ^ 
jusqu'à  ce  que  l'on  parvienne  à  un  système  tel,  que  la  der- 
nière équation  fournisse  la  valeur  d'une  inconnue ,  et  que 
les  autres  équations,  en  remontant  de  la  dernière  à  la  pre- 
mière, déterminent  successivement  les  valeurs  des  autres 
inconnues.  Dans  ce  cas,  le  système  des  équations  données 
n'admettra  qu'une  solution. 

Ou  bien  on  parviendra,  dans  le  cours  des  calculs,  à  une 
condition  absurde ,  ou  à  des  équations  manifestement  con- 
tradictoires. Dans  ce  cas,  le  vsystème  proposé  sera  impos- 
sible. 

Ou  bien  enfin  ,  on  parviendra  à  des  équations  qui  n'offri- 
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ront  plus  que  des  identités  ,  ou  à  un  système  dans  lequel 
plusieurs  équations  exprimeront  des  conditions  identiques. 
Dans  ce  cas  on  pourra  généralement  obtenir,  pour  une 
partie  des  inconnues,  des  valeurs  exprimées  en  fonction  des 
autres  inconnues ,  et  en  donnant  à  celles-ci  des  valeurs  ar- 
bitraires, on  trouvera  pour  les  premières  des  valeurs  cor- 
respondantes \  de  sorte  que  le  système  proposé  admettra  une 
infinité  de  solutions.  Cependant  il  faut  encore  remarquer, 
1^  que  l'on  pourra  trouver  pour  quelques  inconnues  des 
valeurs  déterminées,  comme  on  l'a  vu  par  l'exemple  du 
n'*  119;  2°  qu'il  pourra  se  faire  que  les  calculs  nécessaires 
pour  évaluer  une  partie  des  inconnues  en  fonction  des 
autres  conduisent  à  des  conditions  absurdes ,  comme  on  l'a 
vu  dans  le  dernier  exemple. 

Il  est  évident  que  les  trois  cas  qui  viennent  d'être  exposés 
sont  les  seuls  qui  puissent  se  présenter. 

122.   Le  cas  où  l'on  proposerait  à  priori  un  système  d'é 
quations  dans  lequel  le  nombre  des  inconnues  surpasserait 
celui  des  équations,  donnerait  lieu  à  des  observations  sem- 
blables à  celles  que  nous  venons  de  faire  sur  les  cas  d'indé- 
termination. 

Si,  au  contraire,  le  nombre  des  équations  surpassait 
celui  des  inconnues,  on  considérerait  d'abord  une  partie  de 
ces  équations  en  même  nombre  que  les  inconnues,  et  1  on 
en  déduirait  généralement  un  système  unique  de  valeurs 
pour  toutes  les  inconnues  v  il  faudrait  ensuite  examiner  si 
ces  valeurs  vérifient  les  équations  restantes,  et,  si  cela  n'a- 
vait pas  lieu,  le  système  proposé  serait  impossible. 
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RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS  GÉNÉRALES  DU  PREMIER  DEGRÉ. 
DISCUSSION  DES  FORMULES.  EXPRESSIONS  INFINIES  ET  INDÉ- 
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Résolution  des  équations  générales  du  premier  degré. 
—  Loi  des  valeurs  des  inconnues. 

123.  On  nomme  équations  générales  du  premier  degré  à 
plusieurs  inconnues,  celles  dans  lesquelles  les  coefficients 
des  inconnues  et  les  quantités  connues  sont  représentés 
par  des  lettres.  Pour  éviter  la  confusion  qui  résulterait 
d'un  trop  grand  nombre  de  lettres  différentes ,  on  emploie 
des  lettres  affectées  d'un  ou  de  plusieurs  accents.  Ainsi,  le 
coefficient  d'une  inconnue  dans  l'une  des  équations  étant 
représenté  par  la  lettre  a  ,  on  représente  les  coefficients  de 
la  même  inconnue  dans  les  autres  équations  par  les  lettres 
accentuées  a',  a''.^  a'".,  etc.,  qu'on  prononce  a  prime  y  a 
seconde,  a  tierce ,  etc. 

124.   Soient  les  deux  équations  générales 

(i)  ax  -h  by    =1  c , 

(2)  a'  X  -\-  b' y  =  c' . 

En  multipliant  les  deux  membres  de  la  première  équa- 
tion par  è',  ceux  de  la  seconde  par  è,  et  retranchant  en- 
suite les  deux  équations  l'une  de  l'autre,  on  trouve 

(3)  [a.b'  —ba')x  —  cb'  —  bc'; 
(1011 

^^^  ■'  ==  nb'  -  ba'  ■ 
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On  obtient  la  valeur  de  y  en  substituant  la  valeur  de  x 
dans  l'une  des  équations  (i)  et  (2),  ou  en  faisant  des  cal- 
culs analogues  à  ceux  que  l'on  a  faits  pour  avoir  la  valeur 
de  X,  On  trouve  ainsi 

ac'  —  ca' 
^^^  .  ^"^  ab'  —ha'' 

On  voit  aussi,  par  la  forme  des  équations,  que  l'on  peut 
déduire  la  valeur  de  y  de  celle  de  x,  en  remplaçant  a  et  a' 
par  b  et  b\  et  réciproquement;  en  effectuant  ces  change- 
ments, on  a  d'abord  v  =  — — ,  et  en  changeant  les 

^  ba  —  ab 

signes  des  deux  termes  de  la  fraction,  on  retrouve  la  for- 
mule (5). 

Pour  appliquer  les  formules  (4)  et  (5)  à  un  exemple  nu- 
mérique, prenons  les  deux  équations 

5^7  —  3j  =  i4?     ^^ — i5y  =:  2.. 

On  devra  faire  «=5,  b  =z —  3,  c  =  i4,  et'  =  8,  b'  =  —  i5, 
c'  =  2.'^  il  en  résultera  x  =:  4-)  J  ^=  ^'  Ces  valeurs  sont ,  en 
effet,  celles  que  l'on  obtiendrait  en  résolvant  directement 
les  équations  proposées. 

125.  Considérons  maintenant  les  trois  équations 

(6)  ax    ~{-  bj     -\-  cz     ■=z  d^ 

(7)  a' X -^  b' y  ~\- c' z    =^  cl' y 

(8)  a"x^b"y-\-c"z  —d". 

On  pourrait  éliminer  une  des  inconnues  entre  la  première 
équation  et  chacune  des  deux  autres-,  on  aurait  alors  à  ré- 
soudre deux  équations  à  deux  inconnues.  Mais  les  calculs 
sont  plus  simples  de  la  manière  suivante. 

Les  équations  (6)  et  (7)  peuvent  s'écrire  comme  il  suit  : 

<ix    -\-  by  =  d  —  cz , 
n'x  -^  h'  Y^=  d'  ~  c' z. 
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Eu  regardant  .2  comme  une  quanlité  connue,  on  obtien- 
dra les  valeurs  de  a:  et  de  j^  au  moyen  des  formules  (4)  et 
(5),  dans  lesquelles  on  devra  remplacer  c  et  c' par  d —  cz 
eA  d'  —  c'  z-^  on  trouve  ainsi 

_  _  {d—cz)b'—{d'—c'z)b  __  (d'—c'z)  a  —  {d-~  cz)xi' 


OU  bien 

(9) 


ab'—ba'      .  ^  ab'  —  ba' 

db' —  bd' -^  [bc' ~  cb')  z 


X 


(lO)  Y  = 


ab'—ba' 
ad' —  da'  -f-  [ca'  —  ac')  z 


ab' —  ba' 

En  substituant  les  dernières  valeurs  de  x  et  de)  dans  Té- 
quation  (8),  et  réduisant,  on  obtient 

(il)  D2  — N, 

en  posant,  pour  abréger, 

J)=ab'c"—  ac'b"  H-  ca' b"  -  ba' c"  ^  bc'a"  —  rb'a", 
N  =  ab'd"—  ad'b"-h  da'b"~  ba'd"-^  bd'a"—  db'a". 

L'équation  (ii)  donne  la  valeur  de  z ,  et  en  la  substi- 
tuant dans- les  équations  (9)  et  (10) ,  on  en  déduit  les  valeurs 
des  deux  autres  inconnues  x  et  j  .  On  trouve  ainsi  les  trois 
formules  suivantes  : 


;i3)  j  = 
(>4)  2  = 


ab'c"  — 

ac'  b"  -^  ca'  b"  — 

ba'c"-\-  bc'a"  — 

cb'a" 

ad'c"  — 

ac'd"+ca'd"  — 

da'c"-\-dc'a"— 

cd'a" 

ab'c  — 

ac' b" -\- ca' b"  ~ 

ba'c"-\-  bc'a"- 

cb'a" 

ab'd"  - 

ad'b"-\-da'b"  — 

ha'd"^bd'a"— 

•  db'a" 

ab'c"  —acb"  -\-cab"  —  ba' c"  -\-  bc'a"—  cb'a" 


On  doit  d'ailleurs  remarquer  qu  il  suffit  de  connaître  la 
valeur  de  l'une  des  inconnues  pour  avoir  immédiatement 
les  valeurs  des  deux  autres  \  car,  d'après  la  forme  des  équa- 
tions, on  obtiendra  la  valeur  do  x  en  remplaçant  dans  cellr 
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de z  la  lettre  c  par  «,  et  réciproquement,  sans  rien  changer 
aux  accents.  On  trouvera  pareillement  la  valeur  dej  en 
remplaçant  dans  celle  de  x  la  lettre  c  par  h ,  et  réciproque- 
ment. 

126.  On  peut  encore  résoudre  les  équations  générales  du 
premier  degré  par  la  méthode  suivante,  qui  est  appelée 
méthode  de  Bezout. 

Reprenons  les  équations  générales  à  deux  inconnues 

ax  -{-  by  =  Cf     a' x  -4-  ^-y^^  ^'• 

On  multiplie  les  deux  membres  de  la  première  équation 
par  une  quantité  indéterminée  ni^  et  l'on  en  retranche  les 
deux  membres  de  la  seconde  équation  ,  ce  qui  donne 

(  am  —  a')  x  -f-  (  hin  —  b')y  =z  cm  —  c' . 

Les  valeurs  de  x  et  de  j'  se  déduisent  de  cette  dernière  équa- 
tion ,  en  disposant  de  l'indéterminée  m  de  manière  que  le 
coefficient  de  l'inconnue  qu'on  veut  éliminer  se  réduise  à 
zéro.  Ainsi,  pour  trouver  j::,  on  fait  disparaître  j  en  posant 

bni  —  b'  =  o  ^  d'où  m  :=:  j--  Cette  valeur  de  m  étant  substi- 
tuée dans  l'équation  [ain  —  a')  x  =:  cm  —  c',  on  trouve 

b'         A  b' 


a a   \  X  =z  c  — 

b  u 


ou  ,  en  chassant  les  dénominateurs , 

[ab' —  ba')  X  z=z  cb' —  bc' . 

La  dernière  équation  donne  pour  x  la  valeur  qu'on  a  trou- 
vée précédemment'  On  obtiendrait  la  valeur  de  j  par  un 
calcul  analogue. 

Passons  aux  équations  générales  à  trois  inconnues 

,/./;  -f-  hy  -\-czz=  d,  n'x  +  b'y  +  c'z  =  (l',  (i"x  -4-  b" y  -{-  c"z  -^  ci". 
On   multiplie  les  deux  membres  de  la  première  équation 
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par  une  quantité  indéterminée  m ,  ceux  de  la  seconde  par 
une  autre  quantité  indéterminée  n  ;  on  ajoute  les  deux 
équations  résultantes,  et  l'on  en  retranche  la  troisième 
équation  a" x  -h  h" y  -\-  c" z  =i  d" \  on  obtient  ainsi  Féqua- 

tion 

[am  -\-  a'n  —  a")x  -^  (bm  -h  b'n  —  h")  y 

H-  (cm  -\-  c' n     —  c")  z  =:  dm  -^  d' n  —  d" , 

La  valeur  de  chacune  des  inconnues  x,  7,  z  se  déduit  de 
cette  dernière  équation ,  en  disposant  des  indéterminées  m 
et  n  de  manière  que  les  coefficients  des  deux  autres  incon- 
nues deviennent  nuls.  Ainsi,  pour  obtenir  la  valeur  de  z  , 
on  pose 

am  -\r  a' n  —  a"  =:  o,      hm  -\-  h'  n  —  b"  :=z  o. 

Les  valeurs  des  indéterminées  ni  et  n  sont  alors  données 
par  les  formules  relatives  aux  équations  générales  à  deux 
inconnues ,  en  observant  qu'il  faut  remplacer,  dans  ces  for- 
mules ,  les  inconnues  x  et  y  par  m  et  n ,  les  quantités  cou- 
nues  a^h^  c  par  a,  d  ^  a"  ^   et  rt',  h' ^  c'  par  Z>,  b\  h"  \  on 

obtient  ainsi 

a"b'  —  b"a'  ab"~  ba" 

m  = -, -— , 


ab'  —  ba'  ab'  —  ba' 

et  par  la  substitution  de  ces  valeurs  de  m  et  de  ?i  dans  l'é- 
quation [cm  t1^  c'n  —  c")  z  =  dm  -\-  d' n  —  d" ^  il  vient 

j     a"b'—  b"a'         ^ab"—ba" 

\  ^    ab'—  ha'   "^  "^  ab'—  ba'  "~  "" 

a"b'—b"a'  ab"—ba"        ^„ 

~  '^ 17 7—     -+-  à'  —, r-^  —  d"' 

ab  —  ba'  ab  —  ba' 

En  chassant  les  dénominateurs ,  on  parvient  à  Féquation 
(|ue  nous  avons  représentée  dans  le  n°  125  par  \)z  =  N ,  et 
Ton  en  déduit  la  valeur  de  ^.  On  obtiendrait  la  valeur  de 
(  hacune  des  deux  autres  inconnues  par  un  calcul  analogue. 

127.  En  examinant  attentivement  les  formules  que  nous 
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venons  d'obtenir,  on  découvre  une  loi  remarquable  qui  per- 
met de  les  retrouver  sans  calcul ,  et  qui  s'étend  à  un  nombre 
quelconque  d'équations. 

Le  dénominateur  est  le  même  pour  toutes  les  inconnues, 
et  on  l'obtient  au  moyen  de  la  règle  suivante  : 

On  forme  d'abord ,  avec  les  lettres  a  et  b  ,  les  deux  per- 
mutations ab,  ba  (*) ,  et  l'on  place  entre  elles  le  signe  —  . 

Quand  il  n'y  a  que  deux  équations  ,  on  met  dans  chacune 
de  ces  deux  permutations  un  accent  à  la  seconde  lettre  ^ 
le  résultat  ab'  —  ba'  est  le  dénominateur  commun  des  deux 
inconnues. 

Dans  le  cas  de  trois  équations ,  on  écrit  la  lettre  c  à  toutes 
les  places  dans  chacune  des  permutations  -{-  ab ,  —  ba  ^  en 
la  mettant  d'abord  à  la  troisième  place,  puis  à  la  deuxième 
et  ensuite  à  la  première.  On  conserve  le  signe  de  la  permu- 
tation de  deux  lettres  ,  quand  on  écrit  la  lettre  a  à  la  der- 
nière place,  et  l'on  change  la  ligne  chaque  fois  que  cette 
lettre  change  de  place.  On  forme  ainsi  l'expression 

abc  —  acb  ■+-  cab  —  bac  H-  bca  —  cba. 

Il  ne  reste  alors  qu'à  mettre  dans  chaque  terme  de  cette  ex- 
pression un  accent  à  la  seconde  lettre,  et  deux  accents  à  la 
troisième. 

Lorsqu'il  y  a  quatre  équations,  on  écrit  la  lettre  d  à  toutes 
les  places  dans  chacune  des  permutations  ci-dessus  de  trois 
lettres,  en  la  mettant  d'abord  à  la  dernière  place,  et  la 
faisant  successivement  avancer  d'une  place  jusqu'à  la  pre- 
mière. On  conserve  le  signe  de  la  permutation  de  trois 
lettres  ,  quand  on  écrit  la  lettre  <7  à  la  dernière  place , 
et  Ton  change  le  signe  chaque  fois  que  cette  lettre  avance 


(*)  Les  permutations  de  plusieurs  lettres  sont  les  différents  arran^jenients 
qi^on  peut  former  en  écrivant  ces  lettres  les  unes  à  la  suite  des  autres,  do 
toutes  les  manières  possibles. 
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d'un  rang.  On  met  ensuite,  dans  tous  les  termes  que  l'on 
a  ainsi  obterus ,  un  accent  à  la  seconde  lettre ,  deux  à  la 
troisième  ,  trois  à  la  quatrième.  S'il  y  a  un  plus  grand 
nombre  d'équations  ,  on  continue  de  même. 

Les  numérateurs  se  déduisent,  dans  tous  les  cas,  du 
dénominateur  commun,  en  y  remplaçant,  pour  chaque 
inconnue,  la  lettre  qui  exprime  les  coefficients  de  cette 
inconnue  par  celle  qui  exprime  les  quantités  connues  ,  sans 
changer  les  accents.  Ainsi ,  dans  les  formules  du  n^  124,  on 
obtient  le  numérateur  de  la  valeur  de  x,  cU  —  bc\  en  rem- 
plaçant, dans  le  dénominateur  ab'  —  ba\  les  coefficients  a 
et  a'  de  x  par  les  quantités  connues  c  et  c'^  on  obtient  pa- 
reillement le  numérateur  de  la  valeur  à^y  en  remplaçant , 
dans  le  dénominateur,  b  et  b'  par  c  etc'.  Dans  les  formules 
du  n'^  125,  on  obtient  le  numérateur  de  x  en- remplaçant , 
dans  le  dénominateur,  les  coefficients  a ,  a',  a"  de  x  par  les 
quantités  connues  /7,  d' ^  cl" .  Les  numérateurs  des  deux 
autres  inconnues  sont  formés  d^  la  même  manière. 

128.  La  loi  que  nous  venons  d  exposer  a  été  reconnue 
par  Cramer.  Elle  n'était  d'abord  qu'un  résultat  de  l'obser- 
vation ^  mais  Laplace  a  démontré  qu'elle  était  générale. 
La  démonstration  que  nous  allons  rapporter  est  celle  qui 
a  été  donnée  par  cet  illustre  géomètre,  sauf  quelques  mo- 
difications qui  y  ont  été  apportées  depuis.  Pour  la  sim- 
plicité des  notations  ,  nous  remplacerons  les  accentua- 
tions ',  '',  '" ^  etc.,  par  les  indices  i  ,  2,3,  etc.  ;  de  cette 
manière  ,  les  équations  seront  : 

ax    -\r  hy    -\-  cz    -\-   .  .  .   -h  /tw   =:  k , 

a,  X  +  b,y  H-  t'i  3  -h  .  .  .  -^  hyW  =i  k^^ 

\a-iX  +  hij  -h  c,z  -j-  ...  H-  /<2  «'  =  >^"-2, 


(i5) 


«„_,  X  -h  h„_,  y  H-  c„_,  3  +  ...  -h  /^«_i  f».'  =r  /-„. 
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Le  nombre  des  inconnues  et  des  équations  est  «,  et  les 
points  tiennent  la  place  des  termes  et  des  équations  qu'on 
ne  peut  pas  écrire  tant  que  ce  nombre  n'a  pas  reçu  une 
valeur  particulière. 

Nommons  R  le  polynôme  qu'on  obtient  en  suivant  la 
règle  qui  a  été  donnée  pour  la  formation  du  dénomina- 
teur commun.  Les  termes  de  R  et  ce  polynôme  lui-même 
donnent  lieu  aux  observations  suivantes ,  sur  lesquelles  la 
démonstration  est  fondée  : 

1°.  Le  polynôme  R  contient  évidemment  toutes  les  per- 
mutations qui  peuvent  être  formées  avec  les  lettres  a,  ^, 
c,...,  h.  Chaque  terme  contient  toutes  les  lettres  ,  ne  con- 
tient chacune  d'elles  qu'une  seule  fois  ,  et  contient  une 
lettre  sans  indice  et  une  lettre  affectée  de  chacun  des  in- 
dices de   I   à  72  —  I . 

2^.  Si  l'on  examine  l'ordre  des  lettres  dans  chacun  des 
termes  de  R ,  en  le  comparant  à  Tordre  alphabétique ,  et  en 
considérant  chaque  lettre  par  rapport  à  toutes  celles  qui  la 
suivent,  les  termes  qui  auront  le  signe  -\-  seront  ceux  dans 
lesquels  le  nombre  des  inversions  alphabétiques  sera  pair 
ou  zéro  ;  et  les  termes  qui  auront  le  signe  —  seront  ceux 
dans  lesquels  le  nombre  des  inversions  sera  impair.  Ainsi, 
soit,  par  exemple  ,  le  terme  dhac\  il  s'y  trouve  quatre 
inversions ,  trois  par  rapport  à  la  lettre  J,  parce  qu'elle 
est  placée  avant  les  trois  lettres  /? ,  a,  c,  qui  la  suivent  dans 
l'ordre  alphabétique  ,  et  la  quatrième  par  rapport  à  la 
lettre  7>,  qui  est  placée  avant  a  ;  en  conséquence  ,  ce  terme 
aura  le  signe  -}-. 

On  reconnaît  immédiatement  Lexactitude  de  cette  der- 
nière règle  ,  lorsqu'il  n'y  a  que  deux  équations  ^  car  le 
polynôme  R  est  alors -|- «5  —  ha^  en  faisant  abstraction 
des  indices^  le  terme  ab  ^  qui  a  le  signe  -|- ,  est  sans  inver- 
sion, et  il  s'en  trouve  une  dans  le  terme — ba  qui  aie 
signe — .    Pour  le  cas  de   trois   équations,  quand  on  écrit 
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la  troisième  lettre  c  à  la  suite  de  chacune  des  deux  per- 
mutations -i-  ab  .  —  ha.  on  ne  change  pas  le  nombre  des 
inversions ,  et  le  signe  du  terme  reste  aussi  le  même.  Chaque 
fois  qu'on  fait  avancer  cette  lettre  d'un  rang  vers  la  gau- 
che, le  nombre  des  inversions  augmente  de  u?i  \  et  puisqu'on 
change  en  même  temps  le  signe ,  on  a  le  signe  +  toutes  les 
fois  que  le  nombre  des  inversions  est  devenu  pair,  et  le  si- 
gne —  toutes  les  fois  que  ce  nombre  est  devenu  impair.  De 
même,  pour  le  cas  de  quatre  équations,  en  écrivant  la  lettre  d 
à  la  suite  d'une  des  permutations  de  trois  lettres,  on  obtient 
un  terme  qui  a  le  même  nombre  d  inversions  que  celui  avec 
lequel  il  a  été  formé,  et  qui  a  aussi  le  même  signe ^  et  en 
changeant  ensuite  le  signe  chaque  fois  que  la  lettre  ^avance 
d'un  rang ,  ce  qui  augmente  de  un  le  nombre  des  inversions, 
on  retrouve  le  signe  primitif  ou  le  signe  opposé ,  suivant 
que  le  nombre  des  inversions  nouvelles  est  pair  ou  impair. 
La  même  chose  aura  lieu  à  chaque  lettre  nouvelle  que  l'on 
introduira  \  par  conséquent ,  la  règle  que  nous  avons  énoncée 
ne  cessera  pas  d'^'^re  exacte,  quel  que  soit  le  nombre  des 
lettres. 

3°.  Deux  termes  de  R  dans  lesquels  les  mêmes  lettres  oc- 
cupent les  mêmes  rangs ,  à  l'exception  seidement  de  deux 
lettres  qui  se  trouvent  permutées  entre  elles ,  ont  des  si- 
gnes contraires.  Considérons,  par  exemple,  deux  termes. 
1  un  dans  lequel  la  lettrey^est  placée  r  rangs  après  b  ,  l'autre 
dans  lequel  la  lettre  b  vient ,  au  contraire  ,  /'  rangs  après^: 
toutes  les  autres  lettres  ayant  d  ailleurs,  dans  ces  deux  ter- 
mes ,  les  mêmes  rangs.  Pour  passer  du  premier  de  ces  termes 
au  second,  on  peut  faire  descendre  d'abord  la  lettre^ jus- 
qu'à ce  qu'elle  se  trouve  immédiatement  avant  b  ,  en  l'avan- 
çant successivement  d'un  rang^  puis  faire  remonter  ensuite 
la  lettre  b  jusqu  à  la  place  qu'occupait  y.  Chacun  des  dépla- 
cements successifs  de  la  lettre  qui  descendra ,  ou  de  celle  qui 
montera  ,  introduira  une  in\ersion  .  oiî  on  fera  disparaître 


CHAPITRE  QUATRIÈME.  ii3 

une;  et  comme  la  lettre  qui  montera  subira  un  déplace- 
ment de  moiiivS  que  celle  qui  descendra .  il  v  aura  eu  un 
nombre  impair  d'inversions  introduites  ou  supprimées. 
Par  conséquent,  d'après  la  remarque  précédente,  les  deux 
termes  auront  des  sig^ies  contraires. 

4^.  Si  Ton  remplace  dans  tous  les  termes  de  R  une  lettre 
par  une  des  autres  lettres  contenues  dans  ce  polvnôme . 
sans  remplacer  celle-ci.  et  en  conservant  les  indices,  le 
polynôme  R  deviendra  identiquement  nul.  Supposons,  par 
exemple,  qu  on  remplace  la  lettre  b  par  y.  Le  polvnôme  R. 
est  composé  de  groupes  de  deux  termes  qui  se  déduisent 
1  im  de  lautre  par  la  permutation  des  deux  lettres  h  et  f 
seulement,  et .  d  après  la  remarque  précédente .  les  deux 
termes  de  chaque  groupe  ont  des  signes  contraires.  Ces 
termes  expriment  des  quantités  différentes .  à  cause  des 
indices  didérents  de  chaciine  des  deux  lettres  b  et  f:  mais, 
après  le  remplacement  de  b  Y>slt  f.  ils  sont  égaux  et  ils  se 
détruisent.  Le  polvnôme  R  est  donc  réduit  à  zéro. 

Ces  observations  préliminaires  étant  établies .  nous  allons 
passer  à  la  démonstration  que  nous  avons  en  vue. 

Puisque  chaque  terme  du  polvnôme  R  contient  en  même 
temps  toutes  les  lettres  a.  Z?. .  .  .  ./z ,  et  ne  contient  chaque 
lettre  qu'une  seule  fois,  ou  sans  indice,  ou  avec  lun  des 
indices  de  i  k  n  —  i ,  on  peut  mettre  ce  polvnôme  sous  les 
difterentes  formes  ci-après  : 

A«  -^  A,  O,  4-  A.  fl;  -f-    ...    Ar._,  On-i  , 

Ce  4-  C,  c,   _  C.  t.  -i-  .  .  .  -^  C^_:  r«_, , 


Dans  la  première  expression .  A .  Aj.  A,,.---»  A„_t  désignent 

des  polynômes  qui  ne  contiennent  pas  la  lettre  a.  et  sont 

formés    avec    toutes   les    autres  lettres.    Pareillement    B. 

5^  cdit.  3 
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Bi,B2,  .  .  ,  B„_i  sont  des  quanlités  indépendantes  de  la 
lettre  Z»  5  C,  Cr,  .  .  . ,  C„_i  sont  des  quantités  indépendantes 
décrète. 

Multiplions  les  équations  (i5),  la  première  par  A,  la 
deuxième  par  Ai,  la  troisième  par  A2,  ainsi  de  suite-,  et 
ajoutons-les.  Le  coefficient  de  x,  dans  Féquation  résultante, 
sera  la  première  expression  ci-dessus  du  polynôme  R  -,  les 
coefficients  des  autres  inconnues  seront  cette  expression 
dans  laquelle  a  sera  remplacée  par  une  des  autres  lettres; 
donc  ils  seront  nuls.  Le  second  membre  sera  la  même  ex- 
pression dans  laquelle  a  sera  remplacée  par  ]i.  On  conclura 
donc 

,  a\  A/-  4-  A, /-,+  ...  -h  A„_,A 

(16) 


X 


A«  +  A,«,  -h  .  .  .  -t-  A„_,fl!«_, 

On  obtiendrait  les  valeurs  des  autres  inconnues  d'une  ma- 
nière semblable. 

Discussion  des  formules  données  par  les  équations 
générales  du  premier  degré. 

129.  On  a  reconnu  dans  le  chapitre  précédent  qu'il  y  a 
pour  les  équations  numériques  du  premier  degré  des  cas 
d'impossibilité,  et  d'autres  où  les  valeurs  des  inconnues 
sont  indéterminées-,  il  est  important  d'examiner  à  quelles 
particularités  ces  sortes  de  cas  peuvent  donner  lieu  dans  les 
formules  que  l'on  obtient  en  résolvant  les  équations  gé- 
nérales. 

On  a  déjà  vu  dans  le  chapitre  premier  comment  les 
formules  algébriques  peuvent  indiquer  l'impossibilité  et 
Findétermination.  En  introduisant  dans  la  formule  à  la- 
quelle nous  avions  été  conduits  par  la  question  du  n"  31  , 
des  suppositions  pour  lesquelles  la  question  devenait  im- 
possible, nous  avons  obtenu  le  symbole  -  (n°  36);  et  en 
introduisant  dans  la  même  formule  des  suppositions  qui 
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rendaient  la  question  indétenninée ,  nous  avons  obtenu  le 
symbole  l  (n^  37). 

Il  serait  assez  naturel  d'admettre  que  chacun  de  ces  deux 
symboles  devra  recevoir,  dans  toutes  les  occasions ,  la  même 
interprétation.  Mais,  pour  calculer  les  valeurs  des  inconnues 
dans  les  équations  générales ,  il  faut  supposer  implicitement 
que  les  valeurs  qu'on  donnera  aux  quantités  connues,  dans 
les  formules,  seront  telles,  que  si  on  les  mettait  dans  les 
équations,  on  pourrait  ensuite  effectuer  sur  celles-ci  tous 
les  calculs  qu'il  est  nécessaire  d'exécuter  sur  les  équations 
générales,  pour  parvenir  aux  formules.  Or  c'est  ce  qui  n'a 
plus  lieu  quand  une  ou  plusieurs  des  équations  deviennent 
impossibles  ou  indéterminées,  ou  quand  elles  forment  un 
système  impossible  ou  indéterminé. 

Il  est  donc  nécessaire  d'examiner  s'il  est  toujours  indiffé- 
rent d'introduire  des  suppesitions  dans  les  formules,  ou  de 
faire  les  suppositions  dans  les  équations  dont  les  formules 
ont  été  tirées,  et  de  les  résoudre  ensuite  directement.  Cet 
examen,  constitue  ce  que  l'on  nomme  la  discussion  des  for- 
mules. 

130.  Une  équation  du  premiei*  degré ,  à  une  seule  incon- 
nue, peut  toujours  être  ramenée  à  la  forme 

(i)  Ax  =  B, 

d'où 

(2)  .r  =:  -  . 

^    ^  A 

Il  est  clair  que,  lorsque  le  dénominateur  A  n'est  pas  zéro, 
la  valeur  de  x  donnée  par  la  formule  (2)  vérifie  l'équa- 
tion (i) ,  et  cette  équation  n'admet  pas  d'autre  solution. 

Lorsque  la  valeur  de  A  est  zéro,  celle  de  B  étant  une  quan- 
tité b  qui  n'est  pas  nulle,  l'équation  (1)  est  impossible,  et 

la  formule  (2)  donne  pour  x  le  symbole  -• 

8. 
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Quand  on  a  à  la  fois  A  =  o  et  B  ==:  o ,  l'équation  (i)  est 
satisfaite  par  une  valeur  quelconque  de  jc^  puisqu'elle  de- 
vient 0X^  =  0',  et,  dans  ce  cas,  la  formule  (2)  donne 
pour  X  le  symbole  " . 

On  voit  donc  que,  pour  toutes  les  suppositions  que  l'on 
peut  établir  sur  les  quantités  connues,  la  formule  (2)  et  l'é- 
quation (i)  conduisent  toujours  aux  mêmes  conclusions. 

131.   Considérons  les   équations   générales   du  premier 
degré  à  deux  inconnues 
(3)  rt.r-4-/;j=r,  (4)  a' x  -\-  b' j  =  c' ; 

d'où  Ion  a  tiré 

,^,  rb^ —  bc'  ,^.  ac' — ca' 


a/  —  bn'  ^  '  -"         ab'  —  ba' 

En  se  reportant  aux  calculs  qui  ont  été  expliqués  dans  le 
n»  124,  on  voit  que ,  quelles  que  soient  les  suppositions  que 
l'on  établira  sur  les  quantités  a,  ^,  c^  a',  h' ^  c',  si  elles  ne 
réduisent  pas  à  zéro  le  dénominateur  commun  ab'  —  ha' ^ 
on  pourra  toujours  exécuter  les  mêmes  calculs,  après  avoir 
introduit  ces  suppositions  dans  les  équations.  Ainsi,  dans 
ce  cas ,  les  valeurs  des  inconnues  données  par  les  formules 
seront  nécessairement  les  mêmes  que  celles  qu'on  tirerait 
des  équations. 

Supposons  que  l'on  ait  ah' — Z>a' =  o ,  les  quantités 
ch'  —  bc'  et  ac'  —  ca'  étant  diftérentes  de  zéro  ^  les  for- 
mules donneront  pour  cliaque  inconnue  le  symbole—.  Il 

est  facile  de  voir  que,  dans  ce  cas,  les  deux  équations  sont 
incompatibles;  car,  en  multipliant  les  deux  membres  de  l'é- 
quation (3)  par  />',  et  ceux  de  l'équation  (4)  par  Z?,  on 
obtient 

(7)       ab'x  -h  bb'y  —  cb',         (8)        a' bx  -h  bb' y  ~  bc' . 

Or,  puisque  l'on  a  ah'  —  ba'  =zo^  d'où  ab'  =  ba' ^  les  pre- 
miers membres  des  deux  équations  (7)  et  (8)  sont  identiques  \ 
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et  puisque,  par  liypolhèse ,  bc'  —  ch'  n'est  pas  nul ,  les  se- 
conds membres  sont  (lifFérents.  Les  deux  équations  (3)  et  (4) 
sont  donc  contradictoires. 

Supposons  à  présent  que  la  valeur  de  l'une  des  incon- 
nues, celle  de  x  par  exemple,  se  réduise  au  symbole  ~, 

Il  faudra   que   l'on   ait   en   môme  temps  ah'  =  ba' ^  et 

7/7  1.1-1  1     •         ^         ^^        ^         ^ 

CD  =:  oc:  or  on  déduit  de  ces  relations  -,  =  y-  et  -=:-—:, 

'  a  b  c  b 

on  aura  donc  aussi  —  =  -  ,  d'où   ac'  =  ca' ^  ce  qui  montre 

a         c  ^ 

que  la  valeur  de  y  sera  aussi  réduite  au  symbole  y.  De  ce 
que  l'on  a  ab'  =  ha'  et  cb'  =  bc\  il  résulte  que  les  équa- 
tions (7)  et  (8)  sont  identiques.  Le  système  proposé  est  donc 
indéterminé. 

132.  Si  Ton  avait  b  =  o  et  Z>' =  o ,  il  en  résulterait 
ab'  —  ba'  =  0  et  cb'  —  b(}''=z o  ,  et  la  quantité  ac'  —  ca' 
pourrait  être  différente  de  zéro.  Dans  ce  cas,  la  valeur  de  x 
deviendrait  ^,  et  celle  de  j  serait  infinie.  Les  équations  (3) 
et  (4)  sont  alors  ax  =  c  et  a' x  =  c'  -^  on  tire  de  la  première 

a:  =  -,  et  de  la  seconde,  x=--:-  Si  Ton  n'a  pas  ac' —  ca'=:  o, 
d  a  ^ 

les  quantités  -  et  — :  sont  différentes  :  carde  l'éfiralité  -:=^  —, 
^  a         a  ^  ^  a        a 

on  conclurait  ac'  z=  ca' ,  et  ac'  —  ca'  =z  o.  Les  deux  équa- 
tions sont  donc  contradictoires. 

Quand  on  a  à  la  fois  ^  =r  o,  b'  =z  o  et  ac'  —  ca'  =  0,  la 
valeur  générale  dej  devient  |.  Ce  symbole  reçoit  alors  une 
juste  application,  puisque,  l'inconnue  j^  n'entrant  pas  dans 
les  équations,  la  valeur  de  cette  inconnue  est  tout  à  fait  ar- 
bitraire. Mais  les  équations  donnent  une  valeur  déter- 
minée pour  X,  quoique  la  valeur  générale  de  cette  inconnue 
soit  aussi  réduite  à  J. 

133.  Considérous  maintenant,  comme  daws  le  n*^  128, 
un  système  de  //  équations  à  ff  inconnues. 
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Si  le  dénominateur  commun ,  que  nous  avons  nommé  R  , 
est  différent  de  zéro  ,  il  faudra  que ,  dans  chacun  des  sys- 
tèmes de  quantités  qui  ont  été  désignées  par  A ,  Ai..., 
B,  B 1  , .  .  . ,  C ,  Cl , .  .  . ,  etc. ,  il  se  trouve  au  moins  une  de 
ces  quantités  qui  ne  soit  pas  nulle.  Supposons  que  A„_i , 
par  exemple,  ne  soit  pas  zéro*,  les  équations  étant  celles  du 
n"128,  en  multipliant  la  première  par  A,  la  deuxième  par 
Al ,  ainsi  de  suite,  et  en  ajoutant  ensuite  toutes  ces  équa- 
tions ,  on  obtient  celle-ci  : 

(9)  I +A„_2(^„_2:c-+-^«-.î  J..  .)+A„_,(rt„_,j:-i-6„_,j--f-  ...) 
(  =  A>?-  --h  A,  /•,  4-  A2  /-2 . .  ■  -h  A„_2  ^„_2  +  A„_,  /•„_, . 

Il  est  clair  que ,  si  l'on  trouve  pour  les  inconnues  des  va- 
leurs qui  vérifient  cette  équation  et  les  n  —  i  suivantes  : 

!aa:  -\-  by  -\-  cz  .  .  .  -f-  hw  =  A  j 
«,  .r  H- è,  j -h  c,  z  .  .  .  -f- /t,  w  = /• , 
an-2  ^  -h  bn-2  y  H-  Cn-i  z   .  .  .  -\-  /<„_2  w  =  k,,-, , 

ces  valeurs  vérifieront  aussi  l'équation 

par  conséquent,  elles  formeront  une  solution  du  système 
proposé- 

L'équation  (9)  est  celle  qui  a  conduit,  dans  le  n^  128, 
a  la  formule  (16)  5  et  puisque,  par  hypothèse,  le  dénomi- 
nateur R  n'est  pas  nul,  elle  donne  pour  x  une  valeur  finie 
et  déterminée. 

En  substituant  cette  valeur  de  x  dans  les  équations  (10), 
on  aura  un  système  de  «  —  i  équations  entre  n  —  i  in- 
connues r,  z, ,  w.  Il  reste  à  faire  voir  que  ce  système 

admettra  une  solution.  Or  la  quantité  A„_i  ne  contient  pas 
la  lettre  a  ,  et  elle  ne  contient  aucune  des  autres  lettres 
/?,   c,...,  /î,   avec  l'indice  n — i,  puisque  chaque  terme 
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de  R  ne  contient  qu'une  seule  fois  chacun  des  indices  ^  par 
conséquent,  si  Ton  omet  les  termes  en  x  dans  les  équa- 
tions (10)  ,  ou  si  Ton  regarde  x  comme  une  quantité  con- 
nue, la  fonction  R  sera  pour  ces  équations  A„_i  ,  et  sa 
valeur  ne   sera  pas  nulle. 

Il  suit  de  là  que,  si  la  condition  qucR  ait  une  valeur  dif- 
férente de  zéro  suffit  pour  que  ce  système  admette  une  so- 
lution, et  n'en  admette  qu'une,  dans  le  cas  où  il  n'y  a  que 
n  —  I  équations,  cette  condition  est  encore  suffisante  dans 
le  cas  de  ?i  équations.  D'ailleurs  on  a  vu  qu'elle  est ,  en  ellét , 
saffisante,  lorsqu'il  n'y  a  que  deux  équations  5  donc  elle  est 
également  suffisante  dans  tous  les  cas. 

134.  Supposons  actuellement  qu'on  ait  R  =  o  ,  et  que 
les  numérateurs  des  valeurs  générales  des  inconnues  ne 
soient  pas  tous  annulés. 

Si  le  numérateur  de  la  valeur  de  x  n'est  pas  zéro ,  il  fau- 
dra encore,  d'après  la  formule  (16)  (n'^  128),  qu'une  des 
quantités  A,  A^,  ...,A„_i  ne  soit  pas  nulle  •  et  en  supposant, 
comme  précédemment,  que  l'on  n'ait  pas  A„_i=:o,  on 
pourra  remplacer  le  système  proposé  par  celui  des  équa- 
tions (10)  et  (9).  Mais  dans  l'équation  (9)  le  coefficient  de  x 
est  R,  les  coefficients  des  autres  inconnues  sont  nuls  identi- 
quement (n°  128),  et,  par  hypothèse,  le  second  nombre  n'est 
pas  zéro.  Donc  ,  puisque  R  =  o ,  cette  équation  est  impos- 
sible. Le  système  proposé  est  donc  aussi  impossible. 

135.  Examinons,  en  dernier  lieu,  le  cas  où  les  valeurs 
générales  des  inconnues  deviennent  toutes  ~ . 

Si  les  quantités  A,  Ai,  .  .  .,  B,  B^,  .  .  . ,  C,  Cj,  .  .  .,  etc., 
ne  sont  pas  toutes  nvdles  à  la  fois ,  en  supposant  encore  que 
l'on  n'ait  pas  A„_i  =  o,  le  système  proposé  pourra  toujours 
être  remplacé  par  le  système  des  équations  (9)  et  (10)  ; 
mais  alors  l'équation  (9)  est  ime  identité^  et,  pour  chaque 
valeur  arbitraire  de  x,  le  système  (10)  a  une  solution  et 
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n'en  a  qu'une  seule  :  le  système  proposé  est  donc  indéter- 
miné. On  voit  d'ailleurs  qu'on  ne  pourra  pas  prendre  à  la 
fois  des  valeurs  arbitraires  pour  deux  des  inconnues. 

136.  Quand  on  a  en  même  temps 

(n)  A  =  o,  A,  =  0,...,  B  =  o,  8^  =  0,...,  C  =  o,  C,  =  o,...,  etc., 

on  ne  peut  plus  faire  usage  de  l'équation  (9) .  Dans  ce  cas  ^ 
le  système  proposé  peut  être  indéterminé  j  mais  il  peut  se 
faire  aussi  qu'il  n'admette  aucune  solution.  On  en  a  un 
exemple  dans  les  équations  à  deux  inconnues,  en  supposant 
az=io^a'  =  o^b=:o^  b'  z=  o-^  car  les  équations  sont  alors 
c=Oy  c  =  o.  On  observe  la  même  particularité  dans  les 
équations  à  trois  inconnues  (n^  125) ,  quand  on  suppose 

a^_b^_c'       a^_b"__c"  ,      a"  _h"  _c" 

a         h         c        a         h         c  a'        b'        c' 

Il  est  facile  de  voir  que  ces  suppositions  réduisent  à  zéro  les 
multiplicateurs  de  chacune  des  quantités  a,  a\  a"-^  Z>,  h' ^  b"-^ 
c,  c',  c"^  dans  le  dénominateur  commun  \  et,  par  suite,  les 
valeurs  générales  des  inconnues  deviennent  toutes  trois -J. 

En  posant  a'  =  aq^  a"  =  aq' ^  on  a  b' =^bq  ^  c' =^  cq  ^ 
b" z=  bq' ^  c"  =z  cq\  et  les  trois  équations  sont 

ax  H-  by  -\-  cz  z=:  d, 
q  {ax  -\-  by  -\-  cz)  =  d', 
q'  [ax  -\-by  -\-  cz)  =  d" . 

Si,  outre  les  relations  ci-dessus,  on  a  <i''  =  dq^  d"  =1  dq' ^ 
les  trois  équations  se  réduisent  à  une ,  et  l'on  peut  donner 
des  valeurs  arbitraires  à  deux  des  inconnues.  Mais,  si  l'on 
n'a  pas  à  la  fois  les  deux  dernières  égalités,  les  équations 
proposées  sont  incompatibles. 

On  ne  peut  pas  admettre  que,  dans  le  cas  où  l'on  a  les 
relations  (i  i),  le  système  proposé  soit  possible  et  déterminé  ; 
car,  s'il  en  était  ainsi,  il  faudrait  qu'en  omettant  une  deh 
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équations ,  les  zi  —  i  autres  pussent  donner  pour  n  —  i  in- 
connues, des  valeurs  déterminées  en  fonctions  de  la  n"""^  in- 
connue ^  de  sorte  que ,  si  l'on  remplaçait  d'abord  cette  in- 
connue par  la  valeur  qu'elle  devrait  recevoir  par  rapport 
au  système  proposé,  les  n  —  i  équations  formeraient  un 
système  qui  aurait  une  solution,  et  n'en  aurait  qu'une  seule. 
Or,  si  l'on  considère  le  système  (10),  en  y  choisissant 
n —  I  inconnues  quelconques,  la  fonction  R,  par  rapport  à 
ces  équations  et  à  ces  inconnues,  sera  l'une  des  quantités 
A„_i ,  E„_i ,  C„_i ,  etc.,  et  sa  valeur  sera  nulle.  Donc,  si  la 
condition  R  =  o  ne  peut  être  remplie  sans  qu'il  y  ait  indé- 
termination ou  impossibilité ,  dans  le  cas  de  ji  —  i  équa- 
tions ,  cette  condition  produit  le  même  effet  lorsqu'il  y  a 
n  équations.  D'ailleurs  on  a  vu  que,  pour  deux  équations, 
il  y  a  toujours  impossibilité  ou  indétermination  quanci 
ah' — ba' =^  o.  Il  y  a  donc  aussi  impossibilité  ou  indéter- 
mination quand  on  a  R  =  o,  quel  que  soit  le  nombre  des 
inconnues. 

Pour  juger  si  le  système  est  impossible  ou  indéterminé , 
et  pour  savoir,  dans  le  cas  de  l'indétermination,  quelles  sont 
les  inconnues  auxquelles  on  peut  attribuer  des  valeurs  ar- 
bitraires ,  et  quelles  sont  celles  dont  les  valeurs  sont  déter- 
minées ,  s'il  y  en  a,  il  faut  appliquer  directement  aux  équa- 
tions proposées  les  procédés  d'élimination. 

137.  Il  peut  être  bon  de  remarquer  le  cas  où,  dans  les 
équations  à  trois  inconnues ,  les  seconds  membres  J,  cl' ^  d" 
sont  nuls.  Les  équations  sont  alors 

ax  -'r  by-\-cz=:Oj  a' x -\-b'f -\- c' z  =  Of   a"x -\- b"y -\- c"z=:o. 

Les  numérateurs  des  valeurs  des  inconnues  sont  nuls,  et  si 
le  dénominateur  commun ,  que  nous  avons  désigné  par  D . 
n'est  pas  nul,  les  équations  ne  peuvent  être  satisfaites  que 
par  a:  =  o,  j^  =  o,  iJ  =  o. 

Si  l'on  a  D  =  o,  les  valeurs  des  inconnues  sont  ^.  En 
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résolvant  les  deux  premières  équations  par  rapport  à  x  et 

j^  on  trouve 

[bc' — ch')z  [ca' — ac')z 

''~     ah'— ha'   '      ^~     ah'—ha'~' 

et  la  substitution  de  ces  valeurs  dans  la  troisième  équation 
conduit  à  une  équation  identique,  en  vertu  de  l'hypothèse 

D=:0. 

On  voit  que,  si  les  quantités  aW  —  ha! ^   bc'  —  ch'  et 

ca'  —  ac'  sont  différentes  de  zéro,  les  rapports  -  et  -  ont 

^^  z       z 

des  valeurs  finies  et  déterminées ,  et  l'on  peut  prendre  arbi- 
trairement la  valeur  de  l'une  des  trois  inconnues.  Quand 
une  des  trois  quantités  bc' —  cb' ^  ca' —  ac' ^  ah' —  ha'  est 
nulle,  une  des  inconnues  x,y  ou  2  ne  peut  recevoir  que  la 
valeur  zéro. 

Les  conclusions  sont  semblables ,  en  considérant  la  pre- 
mière équation  et  la  troisième,  si  l'on  n'a  pas  ah" —  ha!'  =  o, 
ca" —  ac" ■==:z  o,  bc" —  ch"  =:  05  et  quand  les  trois  dernières 
différences  sont  nulles,  en  même  temps  que  les  précédentes, 
ce  qui  revient  aux  égalités 

a'  _h'  _  c'        a"  __  h"  __  c" 
a        h         c         a         h         c 

les  trois  équations  n'en  font  qu'une. 

De  la  discussion  des  problèmes. 

138.  Quand  on  a  représenté  les  données  d'un  problème 
par  des  lettres,  on  doit  chercher  à  reconnaître,  d'après 
les  formules  auxquelles  on  parvient ,  les  différentes  parti- 
cularités que  le  problème  peut  olfrir.  Pour  nçn  omettre  au- 
cune, il  faut  examiner  si  les  valeurs  des  inconnues  peuvent 
devenir  infinies  ou  indéterminées  ^  quels  sont ,  selon  les 
différentes  suppositions,  les  signes  de  ces  valeurs,  et  de 
quelle  manière  elles  s'appliquent  à  la  question.  Les  deux 
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exemples  suivants  montreront  comment  on  doit  se  dirigei" 
dans  ces  discussions. 

139.  1^"^  Problème.  —  Deux  courners  sont  en  marche 
depuis  un  temps  indéfini,  et  suivent  la  même  route,  dans 
le  même  sens  XABY.  L'un  d'eux  parcourt  v  kilomètres  en 
une  heure ,  Vautre  en  parcourt  y' .  L'instant  oii  le  premier 
parvient  en  A  précède  de  \\  heures  celui  ou  l'autre  par- 
vient en  B.  La  distance  AB  est  de  a  kilomètres .  En  quel 
endroit  de  la  route  les  deux  courriers  se  rencontrent-ils? 
(Nous  nommerons  C  le  courrier  dont  la  vitesse  est  v^  et  C 
celui  dont  la  vitesse  est  v'.) 

X ^'        ^         ^         ^ y. 

Solution.  Si  Ion  connaissait  le  nombre  d'heures  qui  s'é- 
coulent depuis  l'instant  où  le  courrier  C  parvient  en  A,  jus- 
qu'à l'instant  de  la  rencontre,  il  serait  facile  de  trouver  le 
lieu  de  la  rencontre.  Nommons  x  ce  nombre  d'heures,  et 
supposons  que  les  deux  courriers  se  rencontrent  au  point  R. 
La  distance  AE.,  ayant  été  parcourue  par  le  courrier  C  en  x 
heures  ,  sera  exprimée  par  vx.  La  distance  BR  aura  été 
parcourue  par  le  courrier  C  en  x  —  h  heures,  puisque  ce 
courrier  ne  parvient  en  B  que  h  heures  après  l'instant  à 
partir  duquel  on  compte  le  temps  x-.,  cette  distance  sera 
donc  v'  [x — h).  Par  conséquent ,  l'équation  du  problème  est 

(  I  )  vx  z=z  v'  {x  —  II)  -\-  a  y 

d'où  l'on  conclut 

,   ,  a  —  fu>' 

2  X  = . 

Discussion.  Si  l'on  suppose  v^v'^  et  en  même  temps 
a,^  hv' ^  la  valeur  de  x  est  positive-,  ainsi ,  dans  ce  cas,  les 
deux  courriers  se  rencontrent  après  l'arrivée  du  courrier  C 
en  A,  comme  on  l'a  supposé  en  mettant  le  problème  en 
équation.  C'est,  en  effet,  ce  que  l'on  reconnaît  par  l'exa- 
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men  des  conditions  df.'  la  qnestioa  9  car  le  produit  Ai^  ex- 
prime  la  distance  que  1<^  courrier  C  doit  encore  parcxNuir 
pour  arriver  au  point  B,  â  partir  du  moment  où  le  eonr- 
rier  C  parvient  en  A  :  ainsi ,  de  ce  que  l'on  a  Af'  <;«.  il  ré- 
sulte r^u"au  moment  où  le  courrier  C  atteint  le  point  A. 
Tautre  a  dépassé  ce  point:  et  puisque  la  vitesse  dn  second 
est  moindre  que  celle  du  premier,  celui-ci  doit  atteindre 
1  autre  au  bout  d'un  certain  temps. 

Lorsque  l'on  a  u^i^',  a<^hv'.  la  valeur  de  x  est  n^a- 
tive:  pour  qu  elle  changeât  de  signe,  il  faudrait  qu  an  lien 
de  Téquaiion  (  i)  on  eût 

(3)  «'X  ■=.  v  'x  -r-  hj  —  a. 

Cette  dernière  équation  fait  voir  que  les  distances  des 
points  x\  et  B  au  point  de  rencontre  auront  été  parcou- 
rues par  les  deux  courriers  dans  les  temps  x  et  x-^h. 
et  que  la  première  distance  sera  moindre  que  la  seconde  de 
rintervalle  AB:  ce  qui  e"sige  que  le  point  de  rencontre  soit 
situé  en  deçà  de  A.  L'énoncé  du  problème  conduit  directe- 
ment à  cette  conclusion:  car.  de  ce  que  Ton  a  a  <^  hv' .  il  ré- 
sulte fjiie  .  lorsque  le  courrier  C  atteint  le  point  A .  1  autre 
est  eu  deçà  de  ce  point,  et  puisque  v  2>  t^'.  le  second  cour- 
rier restera  toujours  en  arrière  du  premier  :  mais,  s  ils  sont 
partis  de  deux  points  assez  éloi^és  pour  que  celui  dont  la 
vitesse  est  la  plus  grande  ait  été  d  abord  en  arrière ,  ils  se  se- 
ront rencontrés  en  un  point  en  deçà  de  A.  tel  que  R'.  Eu 
mettant  le  problème  en  équation  d  après  cette  supposition, 
on  parvient  à  Féquation  (3) .  et  1  on  en  déduit  une  valeur 
de  X  qui  ne  diflère  que  par  le  signe  de  celle  qui  est  donnée 
par  léquation  (i). 

On  voit  que  les  valeurs  négatives  de  Tinconnue  résolvent 
exactement  le  problème .  pourvu  qu  on  donne  au  signe  — 
cette  interprétation,  que  l'instant  de  la  rencontre  est  anté- 
rieur à  celui  que  l'on  a  clioisi  pour  origine  du  temps 
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Ouaiid  on  a  u --^z  \^' ^  et  a^  liv'  ou  a<^hu'^  ia  Nalcui 
(Je  X  est  iiiiiiiio^  ce  qui  indique  que  les  deux  courriers  ne 
se  rencontrent  pas.  C'est  aussi  ce  que  l'on  voit  par  l'énoncé  ; 
car,  d'après  ces  suppositions,  quand  le  courrier  C  parvient 
en  A ,  l'autre  est  en  deçà  ou  au  delà  de  ce  point,  et  comme 
ils  ont  la  même  vitesse,  ils  conservent  toujours  entre  eux 
la  même  distance. 

Si  l'on  suppose  en  même  temps  u^u\  a  =:  /ip-',  on  trouve 
x  =  J.  On  reconnaît  en  effet  que,  dans  ce  cas,  la  valeur 
de  X  est  indéterminée;  car  les  deux  courriers  se  trouvent 
en  même  temps  au  point  A ,  et  comme  leurs  vitesses  sont 
égales,  ils  ne  se  quittent  pas. 

La  supposition  i^  <^u'  donnerait  lieu  à  des  observations 
tout  à  fait  semblables  à  celles  que  l'on  vient  de  faire,  par 
rapport  au  cas  où  l'on  a  ^^  >  t^',  et  il  est  inutile  de  s'y  arrêter. 

Remarque ,  Si  l'on  supposait  que  le  courrier  C  n'arrive 
au  point  A  que  h  heures  après  l'instant  où  l'autre  parvient 
en  B ,  la  quantité  h  prendrait ,  dans  l'équation  et  dans  la  for- 
mule, des  signes  contraires  à  ceux  dont  elle  est  affectée. 
Ainsi ,  dans  cette  supposition ,  le  temps  inconnu  x  pourrai  t 
encore  être  déterminé  par  la  formule  (2) ,  pourvu  que  l'on 
convint  de  regarder  la  valeur  de  h  comme  étant  négative. 

Si  le  courrier  C  part  d'un  point  situé  dans  la  direction 
BY  et  vient  à  la  rencontre  de  l'autre,  en  supposant  tou- 
jours que  l'arrivée  de  celui-ci  au  point  A  précède  de  h  heures 
l'arrivée  en  B  du  courrier  C,  on  parviendra  à  une  équation 
qui  ne  différera  de  l'équation  (i)  que  par  le  signe  du  terme 
s^'  (x  —  h) .  Ainsi ,  dans  ce  cas ,  le  temps  inconnu  x  pourra 
encore  être  déterminé  au  moyen  de  la  formule  (2) ,  pourvu 
que  l'on  convienne  de  regarder  la  vitesse  t^'  comme  étant 
négative. 

140.  2*^  Problème.  —  Paitager  chacun  des  nombres  a 
et  b  en  deux  parties ,  de  manière  que  Vune  des  parties  de  a 
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contienne  m  fois  l'une  des  parties  de  h  ^  et  Vautre  paitie 
de  h  contienne  fiussi  m  fois  Vautre  partie  de  a  [*). 

Solution.  Représentons  par  x  la  première  partie  de  « ,  et 
par  j^  la  première  partie  de  b-^  les  deux  autres  parties  seront 
a — X  et  h — y^  et  l'on  devra  avoir  les  deux  équations 

X  Tz=.  my,      h  —  y  z=z  ni{a  —  x). 
On  tire  de  ces  équations 

m  [ma  —  li)  ma  —  h 


7       ,  ___ , 

rri'^  —  I  "  m}  —  i 


par  suite,  on  a 

mh  —  fi        ,  rn  [mb  —  a) 

a  —  X  z=z 5      b  —  y  ^^ 

m-  —  I  m^  —  1 

Discussion.  Si  les  deux  nombres  a  et  b  sont  inégaux,  on 
pourra  supposer  que  a  est  le  plus  grand  de  ces  nombres  5  et 
si  le  nombre  m  est  différent  de  l'unité,  il  sera  permis  de 
supposer  m  >  1 5  car  tout  ce  que  Ton  dira  dans  ce  cas,  pour  x 
et  a  —  X  ^  s'appliquerait,  dans  le  cas  contraire,  à  j^  et  b — j. 
Soient  donc  a'^betm^i.  Les  valeurs  de  x  et  de  y  sont 
positives  ;  mais,  pour  que  les  valeurs  des  deux  autres  parties 
a  —  .r  et  Z>  — y  soient  aussi  positives ,  il  faut  que  l'on  ait 

mb  >  a,  ou  m  ^  -.  Si  l'on  a  au  contraire  in<^j-,  les  va- 
leurs àe  a  —  x  et  de  b  — y  sont  négatives ,  ce  qui  fait  voir 
que  les  valeurs  de  x  et  de  y  ne  sont  plus  des  parties  de  a 
et  de  Z>,  mais  des  quantités  respectivement  plus  grandes 
fjue  ces  nombres.  Dans  ce  cas,  le  problème  ne  peut  pas 
être  résolu  dans  le  sens  de  l'énoncé  \  mais  les  nombres  qu'on 

(*)  On  peut  remplacer  l^énoncé  de  ce  problème  par  le  suivant,  qui  con- 
duit aux  mêmes  équations  :  Partager  chacun  des  côtés  d'un  rectangle  donné , 
dont  les  dimensions  sont  a  ef  b,  en  deux  parties  telles ,  que  si  l'on  joint  les 
points  de  division,  on  obtienne  un  second  rectangle  dont  les  côtés  adjacents 
soient  dans  le  rapport  de  m  à  i.  Au  moyen  de  ce  chan{jement ,  l'interprcta- 
lion  des  diflerenles  circonstances  que  présentent  les  formules  devient  plus 
sensible. 
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déduit  des  formules  ci-dessus  formeraient  une  solution, 
si  l'on  modifiait  cet  énoncé  dans  le  sens  des  équations  ci- 
après  : 

X  =  my-j     y  —  ^  =  m  [x  —  a). 

Quand  on  suppose  a^=h  ^  les  formules  deviennent 

ma  a  a  .  ma 

,      j  = ,     a  —  .r  = ; — 7     o  —  j= — -, 


m-^i  m+i  m  -\-  \  '         m-\-\ 

dans  ce  cas,  la  question  admet  toujours  une  solution.  Si 
Ton  suppose  en  outre  /n  =  i ,  les  quatre  parties  sont  cha- 
cune égale  à  \a. 

En  se  reportant  aux  premières  formules,  on  voit  que,  si 
l'on  a  ni  =  i  et  <2  ;;>  /? ,  les  valeurs  des  quatre  parties  sont 
infinies 5  d'où  il  suit  que  le  problème  est  impossible^  et  si 
l'on  suppose  dans  les  mêmes  formules  m  =  i  et  a  =  ^  ,  les 
valeurs  des  inconnues  se  réduisent  au  symbole  \.  Quand 
on  introduit  les  dernières 'suppositions  dans  les  équations, 
elles  deviennent  l'une  et  l'autre  x-=^y\  ainsi  la  question 
est  indéterminée. 

Il  est  à  remarquer  que  cette  indétermination  n'est  plus 
indiquée  par  les  formules  quand  on  les  a  simplifiées,  après 
avoir  supposé  Z>  =  a,  en  supprimant  le  facteur  m  —  i  dans 
les  deux  termes  de  chaque  fraction. 

141.  Dans  les  exemples  qui  précèdent,  les  suppositions 
qui  rendent  les  inconnues  infinies  produisent  une  impos- 
sibilité dans  la  question^  mais  il  n'en  est  pas  toujours  ainsi. 
Quand  une  formule  donne  une  valeur  infinie  pour  une  in- 
connue, par  suite  de  certaines  valeurs  particulières  attri- 
buées aux  données  de  la  question ,  ce  résultat  exprime  que, 
si  les  données  s'approchaient  indéfiniment  de  ces  valeurs 
particulières ,  l'inconnue  croîtrait  de  manière  à  surpasser 
toute  grandeur  assignable.  Or,  dans  les  questions  dont  la 
solution  dépend  d'une  construction  géométrique ,  il  arrive 
souvent  que  ce  dernier  état  des  accroissements  de  l'incon- 
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nue ,  qui  est  l'infini ,  correspond  à  une  construction  déter- 
minée. Dans  ccjcas,  la  valeur  infinie  est  une  solution  de  la 
question  (*).  • 

Obseivations  sur  les  expressions  indéterminées ^  et  sur 
les  valeurs  irifinies, 

14-2.  Les  expressions  algébriques  peuvent  devenir  indé- 
terminées en  prenant  d'autres  formes  que-J.  Considérons, 
par  exemple,  les  deux  expressions 

B^*^'      B-C' 

en  représentant  par  A ,  B ,  C ,  D ,  des  quantités  algébriques 
quelconques  qui  ne  contiennent  pas  de  dénominateurs.  Si 
l'on  établit  des  suppositions  qui  annulent  les  quantités  B 
et  C ,  et  pour  lesquelles  A  et  D  aient  des  valeurs  finies  diffé- 
rentes de  zéro,  les  expressions  ci-dessus  deviendront 

00 

00  X  o     et     — 

00 

Pour  interpréter  ces  nouveaux  symboles ,  il  suffit  de  re- 
marquer que  l'on  peut  remplacer  les  expressions  proposées 
par  les  suivantes  : 

AXC       AXC 
B      '      BxD' 

Quand  on  suppose  dans  celles-ci  B  =  o  et  C  ==  o ,  elles  de- 

(*)  Considérons,  par  exemple,  cette  question  :  Trouver,  sur  le  prolonge- 
ment de  la  ligne  qui  joint  les  centres  des  deux  cercles,  le  point  où  passe  la 
tangente  commune  aux  deux  cercles.  On  verra  aisément  que,  si  l'on  re- 
présente par  a  la  distance  des  centres,  par  r  et  r'  les  rayons  des  deux 
cercles,  et  par  d  !a  distance  du  point  cherché  au  centre  du  premier  cercle, 

ar 

on  a  d  =  y  Quand  /•=  r',  on  trouve  c?  =  coj  ce  résultat  est  la  solu- 

r  —  r       ^ 

tion  qui  convient  à  la  question,  car  on  doii-  en  conclui'C  que  la   tangente 

commune  ne  rencontre  pas  la  ligne  des  centres,   c'est-à-dire  qu'elle  lui 

f^st  parallèle. 
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viennent  l'une  ei  Tautre  -•  On  doit  donc  regarder  les  deux 

o 

(expressions  oo  X  o  et  — comme  équivalentes  à  — 


143.  Il  y  a  une  observation  importante  à  faire  au  sujet 
du  symbole  ^. 

Supposons  que  l'on  fasse  décroître  les  deux  termes  d'une 
fraction ,  de  manière  qu'ils  deviennent  tous  deux  moindres 
que  toute  quantité  donnée.  Si  les  deux  termes  sont  entière- 
ment indépendants  Tun  de  l'autre,  on  pourra  leur  attribuer 
des  valeurs  aussi  voisines  qu'on  le  voudra  de  zéro ,  et  telles 
que  leur  rapport ,  qui  est  la  valeur  de  la  fraction ,  soit  égal 
à  telle  quantité  que  Ton  voudra;  en  conséquence,  le  sym- 
bole j  5  auquel  on  parviendra  quand  les  deux  termes  auront 
atteint  la  limite  de  leur  décroissement,  exprimera  une  com- 
plète indétermination.  Mais  il  arrive  souvent  que  les  deux 
termes  d'une  fraction  sont' liés  entre  eux,  de  manière  qu'à 
une  valeur  très-petite  de  l'un  il  corresponde  toujours  une 
valeur  très-petite  de  l'autre ,  et  que ,  lorsqu'ils  convergent 
tous  deux  vers  zéro ,  leur  rapport  converge  vers  une  limite; 
déterminée  qu'il  n'atteint  qu'au  moment  où,  les  deux  termes 
devenant  nuls,  la  fraction  prend  la  forme  indéterminée  |. 

Ce  dernier  cas  a  lieu  toutes  les  fois  qu'une  fraction  est 
réduite  à  ^  par  l'anéantissement  d'un  facteur  commun  au 
numérateur  et  au  dénominateur.  Soit,  par  exemple, 


X' 


X'  —  a' 


Cette  fraction  se  réduit  à  J|  lorsqu'on  suppose  x  =  a-^  mais 
en  divisant  les  deux  termes  par  x  —  a  ,  on  obtient  l'expres- 
sion plus  simple 


X 
-1  _j1 


nx 


Si  l'on  donne  à  x  une  valeur  très-voisine  de  a^  quelque 
petite  que  soit  la  différence  x  —  «  ,  si  elle  n'est  pas  nulle, 

5*^  édit.  t) 
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la  seconde  fraction  sera  toujours  équivalente  à  la  première» 
Or,  la  valeur  de  x  étant  très-peu  différente  de  a ,  la  valeur 

de  la  seconde  fraction  différera  très-peu  de  -^— ^.  Il  suit  de 

là  que  lorsqu'on  attribue  à  x  des  valeurs  de  plus  en  plus 

jp2  q2 

voisines  de  a  .  les  valeurs  de  la  fraction  — conver- 

x^  —  nr 

gent  vers  une  limite  déterminée  qui   est  ~ — ^,  ou,  en  re- 


duisant,  ;r— • 
6a 

Soient  encore 

les  deux 

fractions 

x''-  - 

—  7.ax  -\- 

a^ 

.r^  —  «^ 

x"^  —  a^ 

> 

.r^- 

-  lax  ->t~ 

à 

Elles  deviennent  toutes  deux  \  quand  on  suppose  x  =^  a\ 
mais  en  supprimant  d'abord  le  facteur  x  —  a,  qui  est  com- 
mun aux  deux  termes ,  et  faisant  ensuite  x  =  « ,  on  trouve 
pour  la  première  fraction  zéro  ,  et  pour  Tautre  l'infini . 

144?.  On  a  vu,  dans  la  discussion  des  équations  du  pre- 
mier degré  à  deux  inconnues,  que,  lorsque  l'on  a  ^  =  o, 
y  z=z  o^  ac'  —  ca'  =  o ,  les  équations  donnent  pour  x  une 

valeur   déterminée    -  ->    tandis    que    la   formule    générale 

X  =     ,,~  ,   ,  donne  le  symbole  J  (n°  132).   Si  l'on  intro- 

duit  d'abord  dans  la  formule  la  supposition  ac'  —  ca!  =  o, 

-  ,         ac'     .,     .  c[ch'  —  hc'\ 

en  remplaçant  a  par  —  -,  il  vient  x  =     )  a^  _  a  /\  '  ^^  ^^P" 

primant  alors  dans  les  deux  termes  le  facteur  ch' —  ^c',  on 

c 
trouve  X  =  -• 
a 

On  a  vu  aussi  (n"  136)  que  le  cas  où  les  formules  rela- 
tives aux  équations  du  premier  degré  à  trois  inconnues 
donnent  le  symbole  ^  ,  sans  qu'il  y  ait  indétermination  dans 
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les  équations,  est  celui  où  l'on  a 

a'        h'       c'      a"        h"        c"      d'  ^  ^  a'     cl"  ^  ^  a" 

-  =  -=-,  -=—  —  -,  -->ou<-,  7-^tm<-. 
a         b         c       a  h  c        a  a       ci  a 

Reprenons  la  valeur  de  l'une  des  inconnues,  celle  de  z 
par  exemple  (n°  125)  ^  elle  peut  être  écrite  ainsi  : 

_  (ab'  —  ha')  d"  +  {ba"  —  nb")  cl'  -h  [a'  b"  —  b'  a") d 
^  —  (ab'  -  ba')  c"  +  ^ba"  —  ab")  c'  H-  (a'  b"  —  //  a")  c  ' 

En  supposant  d'abord»—  =  1-7  d'où  a'  ■=-  -7-?  on  obtienl 
^^  a  b  b 

__  [ba"  —  ab")  {bel'  —  dh') 
^  -  {^ba"  ~  ab")  [bc'  —  cb')  ' 

en  supprimant  alors  dans  les  deux  termes  le  facteui 
ba"  —  ab"^  et  supposant  ensuite  bc'  —  c^'  =  o  ,  on  trouve 
jj  =  00  .  En  opérant  de  la  même  manière  sur  les  valeurs  des 
deux  autres   inconnues  x  et   y  ^   on   trouve  pareillement 

x  =  00  ,  j"  =  00  . 

00 
145.  Puisque  les  symboles  oo  X  o  et  ^   sont  équiva- 
lents à  ^,  les  expressions  qui  se  réduisent  à  ces  symboles 
peuvent  aussi  conserver ,  dans  certains  cas ,  une  significa- 
tion déterminée. 

On  parvient  d'ailleurs  à  cette  conclusion,  en  observant 
que  00  X  o  exprime  la  limite  du  produit  de  deux  quan- 
tités, dont  l'une  décroît  indéfiniment,  tandis  que  l'autre, 

au   contraire ,   augmente  indéfiniment  ;  et   —  exprime  la 

limite  des  valeurs  d'une  fraction  dont  les  deux  termes  aug- 
mentent indéfiniment.  On  conçoit  que  ces  limites  pour- 
ront être  des  quantités  déterminées,  si  les  quantités  varia- 
bles qui  doivent  converger  vers  zéro  ou  vers  l'infini  ne 
peuvent  varier  que  suivant  une  certaine  loi  ^  tandis  qu'elles 
seront,  au  contraire,  indéterminées,  quand  ces  quantités 
pourront  Varier  sans  rester  soumises  à  aucune  loi. 

9' 
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Eiiliii ,  on  doit  joindre  à  ces  expressions,  comme  présen- 
tant nn  caractère  analogue,  l'expression  ce  —  oc  ,  qui  in- 
dique la  limite  de  la  différence  de  deux  quantités  dont  les 
valeurs  augmentent  indéfiniment.  Il  faut  seulement  remar- 
quer que  la  diiférence  de  deux  quantités  qui  croissent  in- 
définiment n'est  susceptible  d'une  limite  finie  qu'autant 
que  les  deux  quantités,  en  croissant,  ne  cessent  pas  d'être 
toutes  deux  positives,  ou  toutes  deux  négatives  :  car,  si  Ton 
avait  à  soustraire  une  quantité  négative  de  plus  en  plus 
grande  d'une  quantité  positive  de  jjius  en  plus  grande,  la 
différence  deviendrait  de  plus  en  plus  grande;  et  quand  les 
deux  quantités  seraient  infinies  ,  leur  différence  serait  elle- 
même  infinie. 

146.  Quand  le  dénominateur  d'une  fraction  algébrique 
prend  des  valeurs  de  plus  en  plus  grandes ,  sans  que  le  nu- 
mérateur augmente,  la  fraction  prend  des  valeurs  de  plus 
en  plus  petites;  de  telle  sorte  que,  si  la  valeur  du  dénomi- 
nateur augmente  jusqu  à  l'infini,  celle  de  la  fraction  dé- 
croît jusqu'à  zéro.  Ainsi,  en  désignant  par  m  une  quantité 

m 
finie  quelconque,  on  a  —  =  o. 

147.  Lorsqu'une  fraction  algébrique  est  susceptible  de 
prendre  successivement  des  valeurs  qui  croissent  jusqu  à 
l'infini,  il  peut  arriver  qu'elle  ne  tende  vers  ce  dernier  état 
que  par  des  valeurs  positives  ,  ou  par  des  valeurs  négatives , 
ou  qu'elle  s  en  approche  indifféremment  par  des  valeurs 
positives  et  par  des  valeurs  négatives.  C'est  pourquoi  les 
valeurs  infinies  peuvent  être  regardées ,  dans  certains  cas , 
comme  positives,  dans  d'autres  comme  négatives;  et  dans 
d'autres  encore,  elles  peuvent  être  regardées  comme  affec- 
tées indifféremment  du  signe  -f-  ou  du  signe  — . 

Prenons,  par  exemple,  la  fraction 
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supposons  que  m  et  a  représentent  des  quantités  constantes 
et  positives,  et  concevons  que  l'on  fasse  croître  x  à  parti j 
de  zéro.  Tant  que  la  valeur  de  x  sera  moindre  que  «,  la 
fraction  aura  une  valeur  positive  qui  deviendra  de  plus  en 
plus  grande  ;  quand  on  fera  x  =  « ,  la  valeur  de  la  fraction 
sera  infinie:  et  quand  x  croîtra  au  delà  de  a  ,  les  valeurs  de 
la  fraction  seront  négatives  et  iront  en  décroissant.  La  va- 
leur infinie  produite  par  la  supposition  x  =  a  pourra  donc 
être  indifféremment  regardée  comme  positive  ou  comme 
négative. 

Si ,  au  lieu  de  la  fraction  ci-dessus ,  on  prend  la  suivante, 


m 


[a  —  xf 


on  obtiendra  toujours  une  valeur  positive,  soit  que  Ton 
donne  à  x  une  valeur  plus' petite  que  a,  ou  une  valeur  plus 
grande.  En  conséquence,  la  valeur  infinie  produite  par 
.r  =  <7  sera  regardée  comme  positive. 

Si,  dans  la  dernière  fraction,  m  désignait  une  quantité 
négative,  la  supposition  x  ==  a  donnerait  une  valeur  infinie 
qui  serait  regardée  comme  négative. 

Pour  exprimer  rambiguïté  de  la  valeur-  infinie  que  prend 
} a  première  fraction  quand  on  fait  x=^a^  on  représente 
<;ette  valeur  par  zb  oo  ^  tandis  que  la  valeur  infinie  que 
prend  la  seconde  fraction  est  représentée  par  -h  oo  quand 
m  est  une  quantité  positive ,  et  par  —  oo  quand  m  est  un(> 
^juantité  négative. 

Principes  sur  Les  inégalités . 

148.  On  a  fréquemment  à  considérer  des  inégalités  aux- 
quelles il  faut  appliquer  des  transformations  semblables  à 
celles  qui  servent  à  résoudre  les  équations  du  premier  degré 

Pour  expliquer  d'une  manière  frénérale  les  principes  suî 
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lesquels  leposeiU^ces  transfoi malions,  nous  commencerons 
par  faire  remarquer  que,  de  l'inégalité  a^  b  il  résulte 
toujours  a  —  Z>  >-  o,  qui  exprime  que  la  différence  a  —  b 
est  positive  (n^  29)-,  et  réciproquement,  lorsque  la  seconde 
condition  est  satisfaite,  la  première  l'est  également.  En 
effet,  si  a  et  Z>  sont  des  quantités  positives,  il  est  clair  que 
les  deux  conditions  ont  lieu  en  même  temps  ^  si  b  est  une 
quantité  négative,  et  a  une  quantité  positive,  on  a  a'^b  ^ 
et  l'on  a  aussi  a  —  Z>  ^  o,  puisque  la  différence  a  —  b  est  la 
somme  de  deux  quantités  positives.  Si  a  est  une  quantité 
négative,  il  faut,  pour  chacune  des  deux  conditions ,  que  b 
soit  aussi  une  quantité  négative ,  et  que  sa  valeur  absolue 
soit  plus  grande  que  celle  de  a.  Ces  deux  conditions  sont 
donc  toujours  équivalentes. 

149.  Une  inégalité  n'est  pas  troublée  quand  on  ajoute 
une  même  quantité  aux  deux  membres ,  ou  quand  on  re- 
tranche la  même  quantité  des  deux  membres.  Ainsi  l'iné- 
galité a^b  entraîne  toujours  la  suivante  azhc^bzhc., 
car,  la  différence  a  —  b  étant  positive,  la  différence  [a  ziz  c) 
—  (b  zh  c)  est  aussi  positive. 

On  conclut  de  ce  principe ,  qu'ow  peut  transporter  un 
terme  d'une  inégalité  d'un  membre  dans  Vautre,  en  V écri- 
vant dans  cet  autre  membre  ai^ec  le  signe  contraire  à  celui 
dont  il  était  affecté. 

Lorsqu'on  change  les  signes  de  tous  les  termes  d'une 
inégalité,  il  faut  renverser  le  signe  d'inégalité;  car  cela 
revient  à  faire  passer  tous  les  termes  du  premier  membre 
dans  le  second,  et  ceux  du  second  membre  dans  le  premier. 

On  ne  trouble  point  une  égalité  en  multipliant  ou  en 
divisant  les  deux  membres  par  une  quantité  positive. 
Ainsi ,  m  désignant  une  quantité  positive,  l'inégalité  a^  b 

entraîne  les  suivantes  ma  ;>  nib.  —  >>  — ;  car,  ia  di/ïérence 

m        ni 

a — h  étant    positive,    le   produit   et    le  quoli<'nt   de   r(;tte 
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a  h 


m        m 


différence  par  /?/,  ou  les  quantités  ma  —  mb  et 

sont  aussi  positives. 

Quand  on  multiplie  ou  Von  divise  les  deux  membres 
d'une  inégalité  par  une  quantité  négative,  ilfautrens^erser 
le  signe  d'inégalité  ^  car  cela  revient  à  multiplier  les  deux 
membres  par  la  valeur  absolue  de  cette  quantité,  et  à 
changer  ensuite  les  signes  de  tous  les  termes. 

150.  Lorsqu'une  quantité  inconnue  n'entre  dans  une 
inégalité  qu'à  la  première  puissance ,  on  peut  dégager  celle 
quantité.^  c'est-à-dire  que  l'on  peut  ramener  l'inégalité  à 
une  forme  telle ,  que  cette  quantité  soit  seule  dans  un  mem- 
bre ,  sans  autre  coefficient  que  l'unité.  On  suit  pour  cela  la 
même  marcbe  que  pour  résoudre  une  équation  du  premier 
degré. 

Considérons,  par  exemple ,  l'inégalité  3  x — 2  ">  -  a.'  —  ^î* 

20 

On  chasse  les  dénominateurs,  en  multipliant  les  deux  mem- 
bres par  105  il  vient 

iri%     3o  :r  —  20  ">  25  ^  —  8. 

En  réunissant  lès  termes  en  x  dans  le  premier  membre,  et 
les  termes  connus  dans  le  second,  on  obtient 

3o^  —  25^^20  —  8,     ou     5^^  12. 
Enfin ,  en  divisant  les  deux  membres  de  la  dernière  iné- 
galité par  5 ,  on  trouve  qu'elle  se  réduit  à  a:  >>  -p- 

En  exécutant  des  transformations  semblables  sur  l'iné- 
galité ^  —  -7  x<^%  —^x,  on  en  déduit  x  ■<  — • 

Si  l'on  a  l'inégalité  43  —  5  x  <  10  —  8  x,  on  en  conclura 
de  la  même  manière  x  <^  —  11. 

Dans  le  premier  exemple,  le  nombre  -^' ,  ou  2^,  est  la 
limita  inférieure  des  valeurs  de  x. 
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Dans  le  deuxième  exemple,  le  nombre  -~,  ou  9^,  est  la 
limite  supérieure  des  valeurs  de  x. 

Dans  le  troisième  exemple,  les  valeurs  de  x  ne  peu- 
vent être  que  des  quantités  négatives  numériquement  plus 
grandes  que  1 1 . 

Si  l'inconnue  x  devait  vérifier  à  la  fois  les  deux  pre- 
mières inégalités,  elle  ne  pourrait  recevoir  que  les  valeurs 
comprises  entre  i\  e^9Î-  Si  cette  inconnue  devait  vérifier 
à  la  fois  la  deuxième  inégalité  et  la  troisième,  il  suffirait 
qu'elle  vérifiât  la  condition  x.<i  —  11.  Enfin,  il  n'y  a  au- 
cune valeur  de  x  qui  puisse  vérifier  à  la  fois  la  première 
inégalité  et  la  troisième. 

151.  Considérons  actuellement  deux  inégalités  du  pre- 
mier degré  entre  deux  inconnues  x  etj^, 

3x  —  2j^5,       5  * -4-37^16. 

On  conclut  de  ces  inégalités 

^  5  -f-  2  j  16  —  3  j 

On  pourra  attribuer  à  y  une  valeur  quelconque,  et  avec 
chaque  valeur  arbitraire  de  j  on  pourra  donner  à  x  toutes 
les  valeurs  plus  grandes  que  la  plus  grande  des  deux  quantités 

5  -h  2  j  16  —  3  j 

3       '  5 

On  conclut  aussi  des  inégalités  proposées 


3.r  —  5  .16  —  5 


y  <' — - —       y  > 


X 


2  "'     ^  Z  ' 

pour  que  ces  deux  dernières  conditions  puissent  être  rem- 
plies, il  faut  que  1  on  ait 

Zx  —  5  ^     16  —  5x        ,,   V  ,,  ,  ^    -\1 

^ ?     (I  ou  1  on  conclut    x2>—^- 

2  3  19 

L'inconnue  x  ne  pouira  donc  recevoir  que  les  valeurs  .supc 
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rieuies  à  f^  ou  2  j^;  et  pour  chaque  valeur  de  x,  on  ne 
devra  donner  à  j  que  des  valeurs  comprises  entre  les  deux 
limites  ci-dessus. 

152.  Lorsque  l'on  a  plusieurs  inégalités  dans  le  même 

sens, 

a>b,        a'^b'y        a"':>b",  etc., 

on  en  conclut ,  en  faisant  la  somme  des  premiers  membres 
et  celle  des  seconds  membres  , 

a  -\-  a'  -\-  a"  +  etc.  ^  b  -\-  b'  +  h"  -\-  etc.; 

car  les  différences  a  —  b^  a' — b' ^  a" — b" ^  etc.,  étant  toutes 
positives  ,  leur  somme  a  —  b  -\-  a' —  b' -\-  a" —  b"  -{-  etc. , 
ou  («  4-  a'  -f-  a"  -h  etc.)  —  (b  -\- b'  ^  b"  -+-  etc.) ,  est  aussi 
positive. 

Si  les  quantités  a^  a'^  a" ^  etc.,  ^,  b' ^  b" ^  etc.,  sont 
toutes  positives,  les  inégalités  a^  b  ^  a'^b'^  etc.,  don- 
nent aussi 

aa'a"...  -;>  bb' b" .  .  .  , 

,  ,  .  a    a      a  1 

car  chacun  des  quotients  7'  tt'  t7/'  ^tc. ,  est  alors  un  nom- 

bre  plus  grand  que  1  \  par  conséquent,  le  produit  de  ces 

aa  a   .  .  .  .     -,  , 

quotients,  ,.  ,.„ ->  est  aussi  plus  grand  que  i. 

Cette  dernière  propriété  peut  cesser  d'avoir  lieu  lorsque 
les  quantités  a,  a\  etc.  ^  b ^  b' ^  etc.  ,  ne  sont  pas  toutes  po- 
sitives. On  en  a  un  exemple  en  prenant  les  inégalités 
8  >>  5  et  —  3  >>  —  4  ?  le  produit  des  premiers  membres 
est  —  24 ,  celui  des  seconds  membres  est  —  20  ^  ainsi  le  pre- 
mier produit  est  plus  petit  que  le  second . 

Lorsque  les  quantités  a  et  b  sont  positives  ,  si  Ton  a 
a^  b  ^  il  en  résulte ,  d'après  la  proposition  précédente , 
a'"  ^  b'"  :  mais  la  première  inégalité  n'entraîne  plus  la  se- 
conde, quand  les  quantités  a  et  b  ne  sont  pas  positives. 
On  a,  par  exemple  ,  —  3  >  —  4  <'t  ( —  ^)^  <C  ( —  4^^- 
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a     a'     a" 
153.  Théorème.  Soient  y-)  -n'>  r-i,->  etc..  plusieurs  frac- 

h    W    h'  '  '^ 

lions  dont  les  numérateurs  sont  des  quantités  quelconques, 

et  dont  les  dénominateurs  i^nt  tous  positifs^  la  fraction 

a  -I—  a'  — f-  a"   .  .  ** 

] w — ïv' ^^^^  "'^^  moyenne  entre  toutes  ces  fractions  j 

c'est-à-dire  quelle  aura  une  valeur  comprise  entre  la  plus 
grande  et  la  plus  petite  de  ces  fractions. 

Démonstration.  Supposons  que  -r  soit  la  plus  petite  des 

fractions  proposées ,  en  sorte  que  l'on  ait 

a'        a       a"        a       a'"       a 

h'^V    v^V    W^V   ^^''•' 

puisque  les  dénominateurs  sont  positifs  ,   on  conclura  de 
ces  inégalités 

a'-^b'Xy      a"'^b"X^^,      «'">^'"X^.    etc. 

D'après    celles-ci   et  l'égalité  a  =  b  X  -t.,   en  faisant  la 

somme  des  premiers  membres  et  celle  des  seconds  mem- 
bres, on  aura 

a  4:-  a'  +  a"  +  etc.  >>  {h  4-  è'  -f-  b"  -h  etc.)  X  j- 

donc 

a  -\-  a'  -^  a"  -\-  etc.        a 

b-^  b'-hb"  -h  etc.  ^  b  ' 

On   prouverait  de  la   même   manière  que   la   fraction 

a  +  «'  -H  «"  +  etc.  1  .  I        ,  ,      1 

y 77 jY, est  plus  petite  que  la  plus  grande  des 

r        •  a     a! 

tractions  t'  t7'  ^tc. 
b      b 
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CIlAriTllE   CINQUIÈME. 

RACINE    CARRÉE    DES    QUANTITES    LITTÉRALES.     CALCUL    DES    RADICAUX 

nu    SECOND    DEGRÉ. 


Notations.  — Double  valeur  de  la  racine  carrée  et  des 
racines  de  degré  pair.  —  Racines  imaginaires, 

154.  On  indique  les  racines  par  le  signe  y  •>  qu'on 
nomme  radical.  Pour  la  racine  du  degré  m  de  a,  on  écrit 

\a  ;  et  le  nombre  m  est  appelé  indice  ou  exposant  du  ra- 
dical. Dans  le  cas  de  la  racine  carrée  on  sous-entend  l'in- 
dice, et  on  écrit  simplement  sja. 

Pour  indiquer  la  racine  d'une  fraction,  il  faut  faire  des- 
cendre le  signe  sj  au-dessous  de  la  barre  qui  sépare  les 
deux  termes.  Ainsi  il  y  a  une  distinction  à  faire  entre  les 

de-ux  expressions  i  /  -^  et  -— î-  ;  la  première  indique  la  ra- 
cine carrée  de  la  fraction  — t-,  et  la  seconde  indique  le  quo- 
tient de  la  racine  carrée  de  34i  par  l'-j.  Lorsque  l'on  a  à 
exprimer  la  racine  d'un  polynôme,  on  prolonge  la  barre  du 
radical  sur  toute  la  quantité ,  ou  on  emploie  des  parenthèses. 
Ainsi,  pour  la  racine  carrée  de  a^  —  la^b  -\-  ^b^.^  par 
exemple,  on  écrit  s!à^ — 'ia}b-\-/{b^.,  ou  sl[a^ — ia^b-^/^b^). 

155.  Le  carré  d'une  quantité  négative  étant  positif,  une 
quantité  positii^'e  a  deux  racines  carrées,  Vune  posidve , 
Vautre  négative,  et  dont  la  valeur  absolue  est  la  même. 
Le  nombre  25 ,  par  exemple ,  qui  est  le  carré  de  5 ,  est  aussi 
le  carré  de  —  5  ;  ce  nombre  a  donc  deux  racines  carrées , 
-f-  5  et  —  5.  11  est  évident  que  tout  nombre  plus  grand  ou 
plus  pelil  que  r> ,  pris  positivement  ou  négativement ,  don- 
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lierait  un  carré  plus  grand  ou  plus  petit  que  ^5  ^  par  consé- 
quent, le  nombre  25  n'admet  aucune  autre  racine  carrée 
que  -f-  5  et  —  5 . 

La  racine  carrée  cVune  quantité  négative  ne  peut  être 
exprimée  par  aucune  quantité  positive  ou  négative.  Sup- 
posons ,  par  exemple ,  que  l'on  demande  la  racine  carrée  de 
—  25  5  la  valeur  absolue  de  cette  racine  ne  pourrait  être 
que  5 ,  et  le  nombre  5  ,  pris  avec  le  signe  -{-  ou  avec  le  signe 
— ,  a  pour  carré  -h  25  ^  il  n'existe  donc  aucune  quantité  po- 
sitive ou  négative  dont  le  carré  soit  égal  à  —  25.  On  dit, 
par  cette  raison,  que  la  racine  carrée  d'une  quantité  néga- 
tive est  imaginaire.  Par  opposition,  les  quantités  positives 
et  négatives  sont  appelées  quantités  réelles. 

A  l'égard  des  racines  d'un  degré  quelconque,  d'après  les 
règles  relatives  aux  signes  dans  la  multiplication  , 

Toute  racine  de  degré  pair  d'une  quantité  positive  peut 
être  indifféremment  affectée  du  signe  -f-  ou  du  signe  — . 

Une  racine  de  degré  impair  d'une  quantité  positive  ou 
négative  doit  avoir  le  même  signe  que  cette  quantité. 

La  racine  d'un  degré  pair  d'une  quantité  négative  ne  peut 
être  exprimée  par  aucune  quantité  positive  ou  négative^ 
elle  est  imaginaire. 

Racines  carrées  des  monômes.   —   Expressions 
irrationnelles. 

15(5,  Les  deux  racines  carrées  d'une  quantité  ne  différant 
Tune  de  l'autre  que  par  le  signe  ,  nous  ne  nous  occuperons 
que  de  l'une  d'elles. 

D'après  la  règle  de  la  multiplication  des  monômes,  on 
obtient  le  carré  d'un  monôme  en  faisant  le  carré  du  coeffi- 
cient et  multipliant  l'exposant  de  chaque  lettre  par  2.  Donc, 
pour  avoir  la  racine  carrée  d'un  monôme,  il  faut  prendre 
la  racine  carrée  du  coefficient  et  diviser  F  exposant  de 
chaque  lettre  par  i.  Et ,  puisque  le  produit  de  deux  fratiiorm 
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t>sl  égal  au  produit  dos  numérateurs  divisé  par  le  produit 
des  dénominateurs,  d'où  il  suit  que  le  earré  d'une  fraction 
se  forme  en  élevant  chaque  terme  au  carré,  on  obtiendra 
la  racine  carrée  d'une  fraction  en  extrayant  la  racine 
carrée  de  chacun  des  deux  termes. 


Exemples.      y/25  a'' b' c'  =  5a'^b'^c,     i  /    ^   ,^     ■ 


5a'b' 
6cd 


157.  Lorsqu'une  racine  d'un  nombre  ne  peut  être  expri- 
mée exactement  par  aucun  nombre  entier  ou  fractionnaire , 
en  sorte  qu'on  ne  peut  en  obtenir  que  des  valeurs  appro- 
chées, on  dit  qu'elle  est  inconnnensw^able ,  parce  qu'elle  n'a 
pas  de  commune  mesure  avec  l'unité;  ou  bien  encore  qu'elle 
(îst  irrationnelle,  parce  que  l'on  ne  peut  pas  assigner  exacte- 
ment le  rapport  ou  la  raison  de  cette  racine  à  l'unité.  On 
donne,  au  contraire,  aux  nombres  entiers  ou  fraction- 
naires, la  dénomination  Ae  quantités  conimensurables  ou 
rationnelles.  On  appelle ,  de  même ,  expressions  ou  quan- 
tités irrationnelles,  les  racines  des  quantités  littérales  qui  ne 
peuvent  être  exprimées  sans  le  secours  du  signe  radical  5 
et  l'on  nomme ,  au  contraire ,  expressions  ou  quantités  ra- 
tionnelles, toutes  les  quantités  littérales  qui  ne  renferment 
que  les  signes  des  quatre  premières  opérations. 

Calcul  des  radicaux  du  second  degré. 

458.  Quand  on  indique,  au  moyen  du  signe  radical,  la 
racine  carrée  d'une  quantité  A ,  on  n'exprime  pas  qu'il  faut 
prendre  Tune  des  valeurs  de  cette  racine  plutôt  que  l'autre. 

La  notation  y  A  représente  donc  indifféremment  les  deux 
racines  carrées  de  A.  Cependant  on  suppose  ordinairement 

que ,  lorsque  le  radical  y  A  n'est  précédé  d'aucun  signe ,  ou 
lorsqu'il  est  précédé  du  signe  -f-,  il  ne  représente  que  la  ra- 
cine carrée  positive,  qu'on  nomme  la  valeur  anthmétique 
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de  la  racine;  on  exprime  la  valeur  négative  de  la  racine  en 
faisant  précéd3,r  le  radical  du  signe  — ;  et  pour  indiquer  à 
la  fois  les  deux  valeurs ,  on  place  devant  le  radical  le  double 
signe  zh.  Au  moyen  de  cette  convention,  on  n'a  à  considé- 
rer, dans  les  explications  relatives  au  calcul  des  radicaux , 
que  les  valeurs  absolues  de  ces  expressions. 

159.  On  dit  que  deux  quantités  radicales  sont  semblables 
lorsqu'elles  sont  formées  du  même  radical  multiplié  par  des 

facteurs  rationnels  différents.  Ainsi  ^sjiab^  ?>\liab, 
"^  {c  -\-  d)  V  2  ab^  sont  des  quantités  radicales  semblables. 

Pour  ajouter  ou  soustraire  des  quantités  radicales  sem- 
blables, il  faut  ajouter  ou  soustraire  les  facteurs  ration- 
nels, et  multiplier  le  résultat  par  le  radical  commun. 
Ainsi 


5  v/2«^  -h  3  sjiab  ==.S^2ab  f 
5  sj^ab  —  3  y 2 «6  =  2  y  2 ab, 
3a  sfczh^b  \/c    =(3rt±2è)y/c. 
Là  somme  et  la  différence  de  deux  quantités  radicales 
dissemblables,  comme  3  y  ^  -f-  2  Vo,  3  y  «  —  2  \b^  ne  sont 
pas  susceptibles  de  réduction. 

160.  Pour  multiplier  ou  pour  diviser  l'un  par  l'autre 
deux  radicaux  du  second  degré,  on  fait  la  multiplication 
ou  la  division  des  quantités  placées  sous  le  signe  radical, 
et  l'on  affecte  le  résultat  du  radical  du  même  degré.  Ainsi 


s/^xfb  =  sf^b,     ^  =  \/^' 


\fb 

En  effet,  d'après  les  principes  relatifs  à  la  multiplication, 
le  carré  du  produit  )Ja  X  V^^  est  (y^)^  X  (v^)^  ou  a  X  ^  ; 
donc  \/a  X  \b  est  la  racine  carrée  de  a>c  b.  On  démontre 
de  la  même  manière  la  seconde  égalité. 
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Au  moyen  de  ces  règles ,  on  trouve 

161 .  Les  puissances  de  degré  pair  d'un  radical  du  second 
degré  sont  des  quantités  rationnelles ,  et  les  puissances  de 
degré  impair  sont  formées  du  radical  proposé  multiplié  par 
des  quantités  rationnelles  ;  car  on  trouve ,  par  des  multipli- 
cations successives, 

(sJaY  =  a  ,      (v/^)^  =z  a  sja^ 

etc. 

162.  D'après  ce  qui  a  été  dit  à  l'égard  de  la  multiplica- 
tion des  radicaux  (n°  160"),  on  a 

ijâ^  =  ^^  X  \/b  —  a  \/'b. 

Donc,  lors çu  une  quantité  placée  sous  un  radical  du  se- 
cond degré  contient  des  facteurs  qui  sont  des  carrés ,  on 
peut  prendre  les  racines  de  ces  facteurs  et  les  écrire  hors 
du  signe  radical^  en  conservant  sous  ce  signe  les  autres 
facteurs.  C'est  ce  qu'on  appelle  faire  sortir  des  facteurs  du 
radical. 

Il  résulte  aussi  de  l'égalité  ci-dessus  que ,  lorsqu'un  ra- 
dical est  multiplié  par  des  facteurs  rationnels,  on  peut 
supprimer  ces  facteurs ,  en  multipliant  la  quantité  qui  est 
sous  le  radical  par  leurs  carrés.  C'est  ce  qu'on  appelle  faire 
entrer  des  facteurs  sous  le  radical. 

Il  arrive  quelquefois  que  des  quantités  radicales  qui  pa- 
raissent dissemblables  deviennent  semblables  quand  on  sim- 
plifie chaque  radical ,  en  faisant  sortir  du  radical  tous  les 
facteurs  qui  ont  des  racines  carrées  exactes.    Cette  sim- 
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plification  est  principalement  utile  lorsque  les  quantités 
radicales  doivent  être  ajoutées  ou  soustraites.  On  aura,  par 
exemple , 

3  «  v/8  6'  c^  -h  sji  hd'  —  ^abc  \lib-^d\lib^=[(o  abc  -\-  d)sjib,  • 

1  v/i8  +  3  v^5o  — 7y/8  =  6v/2-i-i5v/2— -i4v/2  =  7v/2  =  y/gS. 

Dans  le  second  exemple ,  après  les  réductions ,  on  fait  en- 
trer sous  le  radical  le  facteur  extérieur  ^,  parce  que,  de 
cette  manière,  le  calcul  se  réduit  à  l'extraction  d'une  ra- 
cine carrée  qu'on  peut  obtenir  immédiatement  avec  telle 
approximation  que  l'on  veut. 

Pour  supprimer,  dans  une  quantité  monôme  placée  sous 
un  radical  du  second  degré ,  le  plus  grand  nombre  possible 
de  facteurs  numériques  et  littéraux ,  il  faut  décomposer  le 
coefficient  numérique  de  cette  quantité  en  facteurs  pre- 
miers \  on  conserve  seulement  sous  le  radical  les  premières 
puissances  des  facteurs  premiers  et  des  lettres  qui  ont  des 
exposants  impairs,  et  l'on  écrit  hors  du  radical  tous  les 
facteurs  premiers  et  toutes  les  lettres ,  avec  des  exposants 
égaux  aux  quotients  entiers  qu'on  obtient  en  divisant  par  i 
les  exposants  de  ces  quantités  sous  le  radical. 

163.  11  est  souvent  utile  de  changer  une  fraction  dont  le 
dénominateur  contient  des  radicaux,  en  une  autre  équiva- 
lente dont  le  dénominateur  soit  rationnel. 

3 
Soit   d'abord   la   fraction  — ^.    On  multiplie  les  deux 

2  v5 

-  3         3  \/5 

termes  par  \/5  :  on  a  ainsi  —j^  =  ——'  On  peut  faire  en- 

2  yo         ï" 

trer  sous  le  radical  le  facteur  3  et  le  diviseur  105  par  là 
l'expression  proposée  est  réduite  à  Vo,45. 

Pour   la   fraction    — .-^    "^     ,-,    on  multiplie    les  deux 

2  y 5  —  3  V2 
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termes  par  2  y  5  -h  3  y  2  5  on  trouve  ainsi 

_2V^   .-^^^v'7(W5  +  3^2i;^^^3g_^3   ;^^ 
2v/5-3v/2         (2v/5)'-(3v/2J'-' 

On  a  pareillement 

a  a  [\/p  —  y  <y  )    ^^  \/p  —  «  \Q 


-  7 


a  a  {sjp  +  y  7  )  a  \lp  ->r  asjci 

s/p  -  ^q  "^  [^pj-  sllY  ~     P-'i 

Soit  encore  la  fraction 

n 


\j'n  -b  sjp  -h  \/rj 

Si  Ton  multiplie  d'abord  les  deux  termes  par  \ji  -\-  \lp  —  sjq^ 
on  obtiendra  une  fraction  équivalente  dont  le  dénomina- 
teur sera  [s  n  -\-  s  pY  -^  q  -,  ou  n-\-p  —  q  ~\-  1  sjnp  5  et 
en    multipliant    les    deux    termes    de    cette   fraction   par 

n  -\-  p  —  g  —  2  s/np  ,  on  aura  une  expression  dont  le  dé- 
nominateur sera  entièrement  délivré  de  radicaux. 

On  pourra  toujours  parvenir,  par  des  opérations  sem- 
blables ,  à  rendre  le  dénominateur  rationnel ,  quel  que  soit 
le  nombre  de  radicaux  qu'il  contienne;  mais,  comme  il  est 
rare  qi^'on  ait  à  faire  de  pareilles  transformations  dans 
d'autres  cas  que  ceux  que  nous  avons  /  considérés ,  nous 
n'entrerons  pas  dans  les  détails  nécessaires  pour  justifier 
cette  proposition. 

IQàf.  La  signification  que  nous  avons  attribuée  aux  radi- 
caux, en  supposant  qu'un  radical  qui  n'est  précédé  d'aucun 
signe,  ou  qui  est  précédé  du  signe  -|-,  doit  être  regardé 
comme  une  quantité  positive,  ne  s'applique  rigoureuse- 
ment qu'au  cas  où  la  quantité  placée  sous  le  signe  s/  est 
numérique.  Quand  on  reste  dans  la  généralité  de  l'algèbre, 
5*  édit.  10 
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il  n'est  pas  toujours  possible  de  se  conformer  à  celte  suppo- 
sition. Quelquefois  il  faut  ne  considérer  dans  une  formule 
que  la  valeur  d'un  radical  déterminée  par  des  conditions 
qui  s'appliquent  tantôt  à  la  valeur  positive,  tantôt  à  la  va- 
leur négative,  selon  les  valeurs  particulières  que  l'on  attri- 
bue aux  données  de  la  question.  Quelquefois,  aussi ,  les  radi- 
caux doivent  être  pris  dans  toute  leur  généralité ,  quoiqu'on 
ne  les  fasse  pas  précéder  du  double  signe. 

Quand  on  considère  seulement  les  valeurs  absolues  des 
radicaux,  l'égalité  sjd^h  =:asb  suppose  que  le  facteur  a 
est  positif.  Il  n'en  est  plus  de  même  lorsque  l'on  considère 
les  radicaux  dans  toute  leur  généralité.  Alors,   quel  que 

soit  le  signe  de  a ,  les  produits  des  deux  valeurs  de  sjh  par  a 
donnent  deux  déterminations  égales  et  de  signes  contraires, 

qui  sont  précisément  les  deux  valeurs  de  s  a}  h.  L'égalité 

\/«  X  V  ^  =  scib  est  pareillement  vraie  en  considérant  les 
radicaux  dans  toute  leur  généralité;  car,  si  l'on  représente 
par  a'  eib'  les  valeurs  absolues  des  radicaux  sfa  et  \b^  le 
premier  radical  sera  équivalent  à  l'expression  ±  a',  le  se- 
cond sera  équivalent  à  dz  Z>'-,  et  les  quatre  produits  qu'on 
pourra  former,  en  combinant  de  toutes  les  manières  les  dé- 
terminations des  deux  radicaux,  seront  tous  renfermés  dans 
l'expression  dza^b',  qui  donne  précisément  les  deux  va- 
leurs du  radical  sjnb,  La  même  observation  s'applique  h 


l'égalité  g  =  ^j- 


Des  carrés  et  de  la  racine  carrée  des  poljrjiômes . 

165.   On  a  trouvé,  en  multipliant  le  binôme  a-{-  b  par 
lui-même  (n°56), 

(rt  -4-  h)-  z=z  a"^  -\-  1  ah  -f-  b-. 
Pour  obtenir  le  carré  du  trinôme  a-\-  b  -{-  c ,  on  peut 
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considérer  d'abord  [a  -f-  b)  comme  un  seul  terme  *,  on  trouve 

(a  -h  b  -h  cf  z=  [n  ~\-  by  +  1  [a  -h  b)  c -^  c'- 
=  à'  -f  1  ab  -\-  b"^  -\-  1  ac  -\-  ibc  -\-  c^. 

On  obtient  pareillement,  en  considérant  a-\-h  -^  c  comme 
un  seul  terme , 

[a  -^  b  -\-  c  -\-  dY  -—  [a  ^  b  -\-  cY  -\-  i{a  -\-  b  -^  c)  d  -\-  d'' 
=:a^  -\-7.ab  -\-  b^  -i-  2.ac-\-2  bc-^-c"^  -h2.ad  -{-  ibd-\-  2.cd-i-d\ 

Sans  aller  plus  loin,  on  peut  conclure,  par  analogie ,  que  le 
carré  d'un  polynôme  est  formé  du  carré  du  premier  terme, 
plus  deux  fois  le  produit  du  premier  terme  par  le  second, 
plus  le  carré  du  second,  plus  deux  fois  le  produit  de  cha- 
cun des  deux  premiers  termes  par  le  troisième,  plus  le 
carré  du  troisième ,^  et  ainsi  de  suite. 

On  peut  dire  aussi  que  le  carré  d'un  polynôme  se  com- 
pose de  la  somme  des  carrés  de  tous  les  termes ,  et  du  double 
de  la  somme  des  produits  deux  à  deux  de  ces  termes. 

166.  Supposons  maintenant  que  l'on  ait  à  extraire  la  ra- 
cine carrée  d'un  polynôme. 

Le  polynôme  proposé  devant  être  le  produit  de  deux  fac- 
teurs égaux  à  la  racine  cherchée,  il  résulte  des  remarques 
que  l'on  a  faites  sur  la  composition  d'un  produit  (n^  63) , 
que,  si  ce  polynôme  et  sa  racine  étaient  ordonnés  par  rap- 
port aux  puissances  décroissantes  d'une  même  lettre,  le 
premier  terme  du  polynôme  serait  le  carré  du  premier  terme 
de  la  racine.  Par  conséquent,  si  l'on  ordonne  le  polynôme 
proposé ,  et  si  l'on  extrait  la  racine  carrée  du  premier  terme, 
on  obtiendra  le  premier  terme  de  la  racine.  Représentons  ce 
terme  par  a ,  désignons  par  r  l'ensemble  des  autres  termes 
de  la  racine,  et  par  P  le  polynôme  proposé^  on  aura 
P  ~  (rt  +  jf  ~  «2  _,_  2  «r  4-  r\ 

En  retranchant  du  polynôme  P  le  carré  du  premier  termes 

10. 
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a  de  la  racine,  et  désignant  le  reste  par  R ,  il  viendra 

Vi  =.V  ~  a"  r=z  r  yc^[la  -\-  r). 

Puisque  les  exposants  de  la  lettre  principale  dans  les  termes 
de  V  sont  tous  moindres  que  l'exposant  de  cette  lettre  dans  a, 
et  puisque  le  reste  R  est  le  produit  des  deux  polynômes  ;•  et 
ia  -\-r^  le  terme  de  R  qui  contient  la  plus  haute  puissance 
de  la  lettre  principale  doit  être  égal  au  produit  de  2  a  par 
le  terme  de  /'  affecté  de  la  plus  haute  puissance  de  la  même 
lettre,  lequel  est  le  2^  terme  de  la  racine.  Donc,  en  divi- 
sant le  i^'  terme  de  R  par  ia^  on  aura  le  2*^  terme  de  la 
racine.  Représentons  par  h  ce  2^  terme,  et  désignons  par  r' 
là  somme  de  tous  les  autres  termes  de  la  racine^  on  aura 

P  =  («  -4-  ^  H-  r'  )2  :^  «M-  2  «^  -h  ^'^  +  2  «r'  4-  2  hr'  -h  r'^ 

Si  l'on  retranche  de  P  la  quantité  a}  -f-  lah  -\-h'^^  ce  qui 
se  réduit  à  retrancher  de  R  la  somme  Q.ah  -^b^^  formée  du 
double  produit  du  i*^'  terme  de  la  racine  par  le  2^  et  du 
carré  du  2^  terme,  on  aura,  en  nommant  R^  le  reste, 

R'=P  — («2-H2«^-}-^')=R  — (2â;^-f-è2j_/v<-(2^_|_2^_f-r'); 

et  en  raisonnant  comme  précédemment ,  on  verra  que,  pour 
trouver  le  3*^  terme  de  la  racine,  il  faudra  diviser  le  i'^'^  terme 
du  reste  R^  par  'la. 

D'après  ces  explications,  et  en  observant  qu'elles  ne 
changeraient  pas  si  l'on  supposait  le  polynôme  P  et  sa  ra- 
cine ordonnés  par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  (a 
lettre  principale,  on  est  conduit  à  la  règle  suivante: 

Pour  extraire  la  racine  carrée  d'un  polynôme  P,  ordon- 
nez-le par  rapport  aux  puissances  décroissantes  ou  crois- 
santes d'une  lettre  ;  prenez  la  racine  carrée  du  1^^  terme  y 
'VOUS  aurez  ainsi  le  i^"^  terme  de  la  racine.  Retranchez  le 
carré  de  ce  terme  du  polynôme  P,  vous  obtiendrez  un  reste 
R.  Divisez  le  i*^""  terme  de  R  par  le  double  du  1*'  terme  de 
la  racine,  uous  aurez  le  2^  terme.  Retranchez  du  restée  le 
double  produit  du  i^"^  terme  de  la  racine  par  le  2*  et  le  carré 
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du  2^,  vous  aurez  un  second  reste  R'.  Dmsez  le  i''"  terme 
de  ce  second  reste  par  le  double  du  i*^^'  terme  de  la  racine, 
vous  aurez  le  3'"  terme.  Retranchez  de  R'  le  double  de  la 
somme  des  deux  premiers  termes  multipliés  par  le  3*"  et  le 
carré  du  3^  terme,  vous  aurez  un  troisième  reste  W .  Divi- 
sez le  i'^^  terme ^de  ce  troisième  reste  par  le  double  du 
i^'  terme  de  la  racine ,  vous  aurez  le  4*'  terme,  jdinsi  de 
suite.  (Il  doit  être  entendu  que  les  restes  R,  R',  R'^  etc., 
sont  ordonnés  de  la  même  manière  que  le  polynôme  P.) 

Le  i^'  terme  du  premier  reste  R  est  toujours  le  i^  terme 
du  polynôme  P  ^  de  sorte  que  les  deux  premiers  termes  de 
ce  polynôme  font  connaître  immédia tepient  les  deux  pre- 
miers termes  de  la  racine. 

Lorsque  le  polynôme  P  est  un  carré ,  les  opérations  pres- 
crites par  la  règle  ci-dessus  conduisent  à  un  reste  nul  \  car 
on  obtient  successivem(Hit  tous  les  termes  de  la  racine,  et 
après  la  soustraction  qu'on  exécute  quand  on  a  obtenu  le 
dernier  terme,  on  a  retranché  du  polynôme  proposé  toutes 
les  parties  qui  le  composent. 

Réciproquement,  lorsqu'on  parvient  à  un  reste  nul,  le 
polynôme  proposé  est  un  carré ,  et  celui  qu'on  a  obtenu  en 
est  la  racine. 

167.  Les  opérations  étant  les  mêmes  pour  l'extraction 
de  la  racine  carrée  d'un  polynôme  que  pour  l'extraction  de 
la  racine  carrée  d'un  nombre  entier,  on  dispose  le  calcul 
de  la  même  manière  \  c'est  ce  qu'on  voit  dans  l'exemple 
ci-dessous  : 

P  ^=.x^ — 6<7a:''-t-l3rt'x'* — -loa^ x^-^iSa'^ x'- — iSa^x-ira^  (  a:'— 3«a:*+3a"x — a'" 
V  ix^ — ôax^ 


-h   2«^x'— 6rt*a-H-f)rt"'x— rt* 


'2  x^ — 6  ax^ — 3  a''  X 


2  x' — 6flJJ''H-6rt"^ï— rt" 
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Le  polynôme  proposé  étant  ordonné ,  on  prend  la  racine 
carrée  du  i®^  terme  x^  \  on  a  ainsi  le  i*^''  terme  x^  de  la  ra- 
cine. On  retranche  du  polynôme  P  le  carré  de  x^-^  le  reste 
R  est  le  polynôme  P  dans  lequel  on  a  effacé  le  terme  x^. 
On  divise  le  2^  terme,  — 6ax^^  de  P,  par  le  double  du 
i^"^  terme  de  la  racine,  c'est-à-dire  par  ix^'.  le  quotient 
est  — 3«x^.  On  écrit  ce  quotient  à  la  racine  et  à  côté  de 
2  x^  5  on  multiplie  ix^ —  3  ax"^  par  —  3  ax^^  et  on  retranche 
le  produit  du  reste  R;  ce  qui  donne  le  reste  R'.  On  divise 
le  i*^^  terme  6<2^j:*  deR' par  2^^:  le  quotient  est -|- 3  «^x. 
On  place  ce  quotient  à  la  racine  et  à  côté  du  double  des 
deux  premiers  termes  j  on  multiplie  ix^  —  6ax^  -\-Za^x 
par  4-  3a^x,  et  l'on  retranche  le  produit  du  reste  R',  ce 
qui  donne  le  3*^  reste  V\!' .  On  divise  le  i^^  terme  —  la^x^ 
de  R'^  par  q.x^  :  le  quotient  est  — à^.  On  écrit  — «^  à  la 
racine  et  à  côté  du  double  des  trois  premiers  termes;  ou 
multiplie  ix^  —  6a.x^  -\-  6a^x  —  a^  par  —  <2%  et  l'on 
retranche  le  produit  de  R'^  ce  qui  donne  le  4^  reste  R^'', 
qui  est  zéro.  Il  suit  de  là  que  la  racine  du  polynôme  P  est 
x"^  —  3  ax'^  -\-3  a'^x  —  a^. 

iG8.  Quand  on  a  ordonné  par  rapport  aux  puissances 
décroissantes  de  la  lettre  principale ,  on  reconnaît  que  Topé- 
ration  ne  se  terminera  pas,  lorsqu'on  est  conduit  à  mettre 
à  la  racine  un  terme  dans  lequel  l'exposant  de  cette  lettre 
est  moindre  que  la  moitié  de  l'exposant  de  la  même 
lettre  dans  le  dernier  terme  du  polynôme  proposé;  car,  si 
l'opération  se  terminait  ,  le  dernier  terme  de  ce  polynôme 
serait  le  carré  du  dernier  terme  de  la  racine.  Par  consé- 
quent, l'exposant  de  la  lettre  principale  dans  le  dernier 
terme  du  polynôme  serait  le  double  de  l'exposant  du  der- 
nier terme  de  la  racine ,  ce  qui  est  contre  la  supposition. 

On  voit  par  un  raisonnement  semblable  que ,  lorsqu'on 
a  ordonné  par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  la  lettre 
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principale,  on  reconnaît  que  l'opération  ne  se  terminera 
pas,  quand  on  est  conduit  à  mettre  à  la  racine  un  terme 
dans  lequel  l'exposant  de  cette  lettre  surpasse  la  moitié  de 
l'exposant  de  la  même  lettre  dans  le  dernier  terme  du  poly- 
nôme. 
# 

169.  Lorsqu'un  polynôme  ne  contient  aucun  dénomi- 
nateur littéral  ou  numérique,  on  est  certain  que  ce  poly- 
nôme n'est  pas  un  carré ,  quand  on  obtient  un  reste  dont  le 
premier  terme  n'est  pas  divisible  par  le  double  du  premier 
terme  de  la  racine.  On  reconnaît  aussi  qu'un  polynôme  or- 
donné par  rapport  à  une  lettre  n'est  pas  un  carré ,  lorsque 
le  premier  terme  et  le  dernier  ne  sont  pas  des  carrés.  Mais 
il  y  a,  sur  ces  cas  d'impossibilité,  plusieurs  observations 
à  faire. 

Examinons  d'abord  le  cas  où,  en  cherchant  la  racine 
d'un  polynôme  qui  ne  contient  pas  de  dénominateurs  et 
dont  le  premier  terme  est  un  carré ,  on  parvient  à  un  reste 
dont  le  premier  terme  n'est  pas  divisible  par  le  double 
du  premier  terme  de  la  racine.  11  est  clair  que,  si  le  poly- 
nôme avait  une  racine  exacte ,  cette  racine  contiendrait 
des  dénominateurs.  Or  on  conçoit  que  le  carré  d'une  quan- 
tité fractionnaire  ne  peut  pas  être  une  quantit,é  entière;  et 
l'on  peut  démontrer  cette  proposition  de  la  même  manière 
que  pour  les  nombres ,  au  moyen  des  principes  sur  les  fac- 
teurs premiers  des  quantités  algébriques ,  que  nous  ferons 
connaître  dans  la  suite.  L'opération  est  donc  impossible. 

Quand  les  dénominateurs  qu'il  faudrait  mettre  à  la  ra- 
cine contiennent  la  lettre  principale,  on  est  assuré  que 
l'opération  ne  se  termineia  pas ,  parce  que  la  racine  ren- 
fermerait alors  des  termes  dans  lesquels  les  exposants  de 
la  lettre  principale  seraient  moindres  que  la  moitié  du  plus 
faible  exposant  de  cette  lettre  dans  le  polynôme  proposé. 

170.  Supposons  maintenant  que  le  premier  terme  du 
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polynôme  ne  scit  pas  un  carré.  Il  est  clair  que  le  poly- 
nôme n'est  pas  le  carré  d'une  quantité  rationnelle  ;  mais  , 
si  l'on  effectue  l'opération,  en  exprimant  la  racine  carrée 
du  premier  terme  avec  le  signe  radical ,  il  pourra  arriver 
que  l'on  parvienne  à  un  reste  nul.  Dans  ce  cas,  on  aura 
une  racine  exacte. 

Représentons  la  racine  du  premier  terme  par  a  sjm ,  a 
étant  un  facteur  rationnel ,  et  ^Jm  un  radical  irréduc- 
tible (n^  162)5  le  second  terme  de  la  racine,  qui  s'obtient 
en  divisant  le  second  terme  du  polynôme  par  2  a  sJm  ,  sera 

de  la  forme    — r   ou   -•  La  somme  des  deux  premiers 

sJm  f^i  ^ 

termes  de  la  racine  revenant  à   \a-\ )  Jm ,  le  carré  de 

cette  somme  sera  rationnel  :  par  conséquent  le  reste  qu'on 
obtiendra,  après  avoir  soustrait  ce  carré  du  polynôme,  sera 
également  rationnel  5  et  en  divisant  le  premier  terme  de  ce 
reste  par  la^ni^  on  obtiendra  pour  le  troisième  terme  de  1^ 

C  C       I — 

racine  une  quantité  de  la  forme  —p=  ou  ~\m.   On  ver- 

^  sim 


m 


rait  de  même  que  le  quatrième  terme  de  la  racine  sera 
d'une  forme  semblable,  et  ainsi  de  suite.  Donc,  quand  on 
sera  parvenu  à  un  reste  nul ,  on  aura  pour  la  racine  une 

quantité  de  la  forme  {a-\ 1 h  etc.  j  y/zi,  c'est-à-dire 

le  produit  d'un  polynôme  rationnel  par  un  facteur  irra- 
tionnel provenant  seulement  de  la  racine  carrée  du  premier 
terme  du  polynôme. 

On  peut  trouver  cette  racine  par  des  calculs  plus  simples  5 
car,  si  Ton  multiplie  tout  le  polynôme  proposé,  dont  le 
premier  terme  est  a^  ni ,  par  m,  on  aura  un  produit  dont  le 
premier  terme  sera  un  carré  5  la  racine  de  ce  produit  sera 
am  -{-  h  -{-  c  -\-  etc. ,  et  en  la  divisant  par  sfm  on  obtiendra 
la  racine  cherchée. 
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Considérons,  par  exemple,  le  trinôme  ax^  -h  bx -{-  c. 
La  racine  carrée  du  premier  terme  est  x\/a.  En  divisant  bx 
par  ixsja^  on  obtient  pour  le  second  terme  de  la  ra- 
cine — —\   et   en   retranchant  de   hx  -i-  c  le  produit  de 

1-           h  b  -,  b^  .    , 

2xs/a  -{ —  par  — — ,  on  a  le  reste  c  —  j—.  Le  trinôme 

ax^  -h  hx  -h  c  n'est  donc  pas  un  carré  \  mais  si  l'on  attri- 
buait aux  coefficients  a,  Z),  c,  des  valeurs  telles,  qu'il  en 

b""  .  ' 

résultat  c —  y-  =  o ,  ou  P  =:  4<^c.  ce  trmome  aurait  une 

.  .         ,-  6 

racine  rationnelle  par  rapport  à  x,  qui  serait  :ry«  +  — jz.- 

Si  Ton  multiplie  le  trinôme  proposé  par  a,  le  produit 
est  a^'x^  -f-  bax  -+-  ca.   En  extrayant  la   racine  cariée  de 

cette  quantité,  on  obtient  le  binôme  ax  -\ — ?  et  l'on  a  un 

b^ 
reste  indépendant  de  x  ^  qui  est  ac  —  j--  Quand  ce  reste 

est  nul,  c'est-à-dire  quand  on  a  Z>^i=:  4ac,  la  racine  est 
exacte ,  et  en  la  divisant  par  sj a ,  on  trouve  pour  la  racine 
de  ax"-  -\-bx  -\-  c  la  môme  valeur  que  précédemment. 


A/X/\^A/\lVV\•VV>^A  \iVV\'VK'<'VV\'VV\A/\i>*VV%'V%«'VNA\/V'»'VV><»/V» VV^'VV«(\A/\VV\iVV% VV^'VV'VV»  VVliW^lWX  W\ VV^'W»  v^'^ 
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EQUATIONS    ET    PROBLEMES    DU    SECOND    DEGRE. 


Résolution  des  équations  du  second  degré  à  une 

inconnue. 

171 .  Une  équation  du  second  degré  à  une  inconnue  peut 
avoir  trois  sortes  de  termes  :  des  termes  qui  contiennent  le 
carré  de  l'inconnue,  d'autres  dans  lesquels  l'inconnue  n'est 
qu'à  la  première  puissance,  et  des  termes  connus.  Par  con- 
séquent, si  l'on  met  dans  le  premier  membre  les  termes  en 
x^  et  en  07 ,  et  dans  le  second  membre  les  termes  coinius , 
après  les  réductions ,  on  aura  ramené  l'équation  à  cette 
forme , 

(  I  )  ax"^  -i-  bx  :=  c , 

«,  Z>,  c  étant  des  quantités  connues  numériques  ou  litté- 
rales. 

172.  Lorsqu'il  ne  se  trouve  pas  de  terme  contenant  la 
première  puissance  de  l'inconnue,  on  a  Z?  =  o,  et  l'équa- 
tion est 

(2)  ax"^  =  c. 

En  divisant  les  deux  membres  par  a,  on  conclut 

13)  x'=z-. 

•  '  a 

Puisque  le  carré  de  linconnue  x  doit  être  égal  à  la  quan- 
tité connue-,  les  valeurs  dex,  par  lesquelles  l'équation 

c 
est  vérifiée,  sont  les  racines  carrées  de  -•  Ainsi  on  a 

a 

(4)  --±\/7/ 
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On  voit  que  l'équation  (2)  admet  deux  solutions;  et  elle 
n'en  admet  que  deux,  puisqu'une  quantité  a  seulement 
deux  racines  carrées  (n°  155), 

Lorsque  le  quotient  de  la  division  de  c  par  a  est  po- 
sitif, la  formule   (4)  donne  pour  x  deux  valeurs  réelles. 

Quand  -  est  une  quantité  négative,  les  valeurs  de  x  sont 

imaginaires  (n*^  155)  ;  l'équation  est  alors  impossible. 

173.  On  pourrait  croire  crue,  pour  passer  de  l'équation  (3) 
à  la  formule  (4)  5  on  extrait  la  racine  carrée  de  chaque 
membre 5  et  que,  puisque  la  racine  carrée  de  x'^  est  — x 
aussi  bien  que  -\-x^  on  doit  écrire,  en  désignant ,  pour  abré- 
ger, le  second  membre  de  l'équation  par  Z>,  ±  x  =  zh  s/b. 
Mais  l'inconnue  ayant  été  représentée  simplement  par  la 
lettre  x  sans  aucun  signe  ou  avec  le  signe  -f- ,  c'est  la  va- 
leur de  X  que  l'on  doit  chercher,  et  non  pas  celle  de  — x. 
D'ailleurs ,  en  combinant  de  toutes  les  manières  les  signes 

des  deux  membres  dans  l'équation  :±:  x  =  dz  s/h^  on  trouve 
-j-x  =  -+-  sjb,  -\-x^=  —  \fb^  —  x=^-\-  s/b^  —  x=^  —  y/è  ; 
or  les  deux  dernières  équations  se  déduisent  des  deux  pre- 
mières, en  changeant  les  signes  des  deuxmembres  :  l'équation 
zïzx  =  àz  \Jb  n'exprime  donc  rien  de  plus  que  x  =  dz  s/b, 

174.  Lorsque  la  quantité  connue  c  est  nulle,  l'équa- 
tion (i)  devient 

ax"^  -i-  bx  =  o,     ou     X  (ax  -\~  b)  =  o. 

On  vérifie  cette  équation  en  posant  x  =  o^  et  en  posant 

ax  -i-  (6  =  o  ,  d'où  X  = 

a 

175.  Considérons  à  présent  l'équation  complète 

ax'  -\-  bx  rr:  c. 

En  divisant  les  deux  membres  par  le  coefficient  de  x'%  et 
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posant,  pour  abréger,  -z=^p^-  —  (j^  on  obtient  1  équation 
plus  simple 

(5)  .r-  -\-  px  rrr  q. 

Les  deux  termes  X"  et  px  peuvent  être  considérés  comme 
les  deux  premiers  termes  d'un  carré.  Le  premier  terme  de 
la  racine  sera  x,  et  le  second  terme  sera  le  quotient  de  px 
par  IX  ou  ~p.  Pour  compléter  le  carré,  il  faut  ajouter 
à  x^  +  px  le  carré  de  ~p^Q>Vi\p^\  et  en  ajoutant  aussi  cette 
quantité  au  second  membre,  afin  que  l'équation  ne  soit  pas 
altérée ,  on  obtient 

x-'-^px  -\-^^p^  =  rj  -\-\p\      ou      (.r  -h  -,py  —  <]  -\-  ^p\ 

D'après  ce  qui  a  été  dit  dans  le  n^  172,  on  aura  toutes  les 
solutions  de  l'équation  [x -^  '- pY  =i  q  -\- \  p^  en  posant 


d'où,  en  transposant  le  terme  ^/7, 


(6)  a:  ~-.ljj±:^'rj-^Lp\ 

Ainsi,  dans  toute  équation  du  second  degré,  V inconnue 
admet  deux  valeurs,  et  elle  n'en  admet  que  deux  ^  et  lors- 
que r  équation  est  ramenée  à  la  forme  x^  H-  px  =  q  ,  oti 
obtient  les  deux  valeurs  de  V  inconnue ,  en  prenant  la 
moitié  du  coefficient  de  la  première  puissance  de  x  en 
signe  contraire,  plus  et  moitis  la  racine  carrée  de  la  somme 
que  Von  forme  en  ajoutant  au  carré  de  la  moitié  de  ce 
coefficient  le  terme  indépendant  de  x. 

Cette  règle  et  la  formule  (6),  qui  en  est  l'expression  al- 
gébrique, s'appliquent  aux  cas  particuliers  que  nous  avons 
précédemment  considérés.  Quand  on  a/7  =  o,  la  formule  (6) 
devient    x=zz±i\Jq-^    quand  on    a   q  z=  o  ^     elle     devient 

X  =  —  7  y^  =t  V  4  /^^î  ^^  ^^^i  donne  x  :=  o  et  j:-  =:  —  />. 

Les  valeurs  d'une  inconnue  déterminées  par  une  équation 
du  second  degré    sont  appelées  les  racines  de  l'équaiîon. 
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170.  Comme  il  importe  de  se  familiariser  avec  la  règle 
ci-dessus,  nous  allons  l'appliquer  à  quelques  exemples. 

4                         i5 
i^""  Exemple.  — - —  +  i  zr= 

.r  —  I  .r  -h  2 

L'inconnue  entrant  dans  les  dénominateurs ,  il  faut  d'a- 
bord les  faire  disparaître  ^  à  cet  effet ,  on  multiplie  tous  les 
termes  par  le  produit  (.r  —  i)  (x  -|-  2).  L'équation  devient 

4  .r  H-  8  -f-  -v'  -h  .r  —  2  =r  1 5  .r  —  1 5. 

En  transposant  les  ternies  et  réduisant ,  on  trouve 

.r^  —  10.T  z=  —  21  ; 

on  en  conclut  alors 


X  Z=:  5  Zt:  s/ 2.5  21  ; 

(ît ,  en  effectuant  les  calculs  indiqués,  x  =  y  et  x  :=  '^. 

2^  Exemple.  3  x'  -\-  2.jc  :=  56. 

On  divise  les  deux  membres  par  le  coefficient  3  de  x^^ 
il  vient 

u.    -r  3  -f-  —    3-, 
donc 


I   i 
3     • 


et,  en  effectuant  les  calculs  ,  x  =  /^  et  x  = 
3^  Exemple.  5x  —  x^  =  4- 

Il  faut  changer  les  signes  des  deux  membres ,  afin  que  le 
carré  de  l'inconnue  soit  affecté  du  signe  -f-.  L'équation 
devient  ainsi 

■x-  —  5x  =  —  4  j 
on  en  déduit 

c'est-à-dire 

X  =r  4      et      a;  =  l. 
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4"  Exemple.  'J x-  —  n,x='2^. 

En  agissant  comme  dans  le  2^  exemple ,  on  trouve 


-■    ,        /(II)'        23 


T  I 

Pour  effectuer  les  calculs,  il  faut  d'abord  réduire  au 
même  dénominateur  les  deux  fractions  qui  sont  sous  le  ra- 
dical. Or,  i4  étant  le  produit  de  7  par  2,  i4^  =  7^  X  2-  5 
donc 5  si  l'on  multiplie  les  deux  termes  de  la  seconde  fraction 
par  4  X  7  5  elle  aura  le  même  dénominateur  que  la  pre- 
mière. On  trouve  ainsi 


1 1  zb  \/n65 
ou     X  ^=: — 


■4 

La  racine  carrée  de  765  ne  peut  pas  s'obtenir  exacte- 
ment^ en  la  calculant  à  moins  d'un  centième,  on  trouve 
27, 65  ^  il  en  résulte  que  les  valeurs  de  x  sont,  à  moins  d'un 
centième,  2,76  et — 1,18.  Si  l'on  prend,  pour  la  racine 
carrée  de  765  ,  le  nombre  27,  66^  qui  est  aussi  la  valeur  ap- 
prochée de  cette  racine,  à  moins  d'un  centième,  on  aura 
pour  la  racine  négative  de  l'équation  —  ^\^9->  et  cette  va- 
leur sera  approchée  à  moins  de  ,-7^,  parce  que  la  division 
de  27, 66  —  Il  par  i4  se  fait  sans  reste. 

5®  Exemple.  .r'  —  3x  =  —  4- 

On  trouve 

Les  racines  sont  donc  imaginaires. 

Dans  ces  divers  exemples  nous  avons  appliqué  immédia- 
tement la  règle  du  numéro  précédent 5  on  pourrait  répéter 
pour  chacun  d'eux  les  raisonnements  que  nous  avons  em- 
ployés à  l'égard  de  l'équation  générale. 

177.  Nous  allons  à  présent  résoudre  quelques  problèmes 
qui  conduisent  à  des  équations  du  second  degré. 
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i^'  Problème.  —  Un  marchand  vend  un  objet  ii  fr.^ 

et  à  ce  prix,  il  gagne  autant  j)our  cent  que  V objet  lui  a 

coûté.   Quel  était  le  prix  d'achat? 

Soit  X  le  prix  que  le  marcliaiid  a  payé  :  le  gain  qu'il  fait 

sera  le  quatrième  terme  de  la  proportion  loo  ',  x  '.\  x', 

On  devra  donc  avoir 


X  H =11. 

lOO 


X- 

lOO 


Les  racines  de  cette  équation  sont  xr=io  et  x=  —  iio. 
D'après  la  valeur  positive  .r  =  lo,  le  prix  d'acliat  est  lo  fr. 
En  effet,  si  le  marchand  gagne  lo  pour  loo  sur  ce  prix,  il 

gagnera fr.,  ou  i  fr.5  le  prix  de  vente  devra  donc 

être  1 1  fr. 

La  valeur  négative  x  ==, —  iio  est  étrangère  à  la  ques- 
tion. Si  l'on  change  x  en  — x  dans  l'équation,  elle  devient 

X  =  1 1  ,  et  il  n'y  a  aucun  changement,  dans  l'ac- 
ception des  quantités  connues  ou  inconnues,  qui  puisse 
conduire  à  un  énoncé  conforme  à  cette  nouvelle  équation. 

Q.^  Problème.  — Deux  marchands  vendent  du  drap  à 
des  prix  difféi^ents^  le  premier  vend  3  mètres  de  plus  que 
le  second^  et  les  produits  qu'ils  en  tirent  forment  en- 
semble Z^o  fr.  Le  premier  marchand  dit  au  second:  J'au" 
rais  retiré  11^  fr.  du  nombre  de  mètres  que  vous  auez 
vendus.  Le  second  répond  :  Et  moi ,  j'aurais  j^etij^é  1^0  fr. 
de  ce  que  vous  av^ez  vendu.  Combien  de  mètres  chaque 
maixhand  a-t-il  vendu  ? 

Désignons  par  x  le  nombre  de  mètres  que  le  second  mar- 

chaud  a  vendus,  le  premier  en  aura  vendu  x  --f-  3.  Celui-ci 

aurait  reçu  126  fr.  pour  x  mètres  ;  donc  il  recevait  pour  un 

,125^'' 
mètre ;  et  comme  il  a  vendu  .r-|-3  mètres,  il  a  retiré 

X 
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I  ^5  (oC   I    3  ) 
de  cette  vente  . ■•  Le  second  marchand  aurait  reçu 

240  fr.  pour  X  -h  ^  mètres  ^  donc ,  pour  un  mètre ,  il  rece- 

vait r  -,  et  comme  11  a  vendu  x  mètres ,  il  a  retire  de  sa 

2ZlO  J^ 

vente -•  On  a  donc 

.T  -h  6 

240  .r         i25(.r-j-3)         ^^ 
-I ^ i  =::::  350. 

X  -+-  6  X 

Cette  équation  devient,  par  les  réductions, 

.r^  —  20  .r  4-  ^5  =  G  ; 

les  racines  sont  x=:i5  et  j:=:5. 

Le  problème  admet  donc  deux  solutions  :  suivant  l'une , 
le  second  marchand  a  vendu  1 5  mètres ,  et  le  premier  en  a 
vendu  185  suivant  l'autre  solution,  le  second  marchand  a 
vendu  5  mètres,  et  le  premier  en  a  vendu  8. 

3^  Problème.  —  On  a  acheté  plusieurs  mètres  de  drap 
pour  540  fr.^  si  Von  a\^ait  reçu  pour  la  même  som,me 
3  mètres  de  plus,  le  mètre  aurait  coûté  1^  fr.  de  moins. 
Combien  a-t-on  acheté  de  mètres? 

Désignons  par  x  le  nombre  cherché,  le  mètre  aura  coûté 

540  fr 

-— î Si  l'acheteur  avait  eu  x  H-  3  mètres  pour  54o  fr., 

le  mètre  lui  serait  revenu  à  -— — _  :  et  puisqu'il  eût  alors 

X  H-  o 

coûté  i5  fr.  de  moins  que  dans  le  premier  cas,  il  faut  que 

l'on  ait 

540    540         ^ 

En  faisant  les  réductions,  on  trouve 

.r  ^  --h  3  j:  =  1 08  ; 
d'où  .r  =  9     et     .r  = —  12. 

La  valeur  positive  .r  =  9  satisfait  à  la  question,  et  il  est 
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aisé  de  le  vérifier.  Quant  à  la  valeur  négative  x  =  —  12, 
elle  fait  connaître  que  le  nombre  12  serait  une  solution ,  si 
Ton  modifiait  la  question  de  manièie  qu'elle  se  traduisit 
par  l'équation 

540  Sio  ^  540         540 

—    ^         i5,     ou     — ^-„  =  -i- -h  i5. 


—  X  -f-  3      —  X  X  —  3 

Il  faudrait  alors  énoncer  le  problème  comme  il  suit  : 

On  a  acheté  plusieurs  mètres  de  drap  pour  54o  fr,^  si 

pour  le  même  prix  on  aidait  eu  3  mètres  de  m^oinSy  le  m,ètre 

aurait  coûté  i5  fr.  de  plus.  Combien  a-t-on  eu  de  mètres? 

Dans  ce  cas ,  les  deux  valeurs  de  x  seraient  -f-  1 2  et  —  9. 

Examen  des  diverses  particitlarités  des  équations 
du  second  degré. 

178.  Lorsqu'une  équation  du  second  degré  est  ramenée 
à  la  forme  x'^  -h  px  =  ^,  les  signes  de  p  et  q  peuvent  pré- 
senter quatre  cas:  i^  p  et  ^  positifs^  2^  p  négatif  et  q 
positif  5  3°  p  positif  et  q  négatif;  4^  p  ei  q  négatifs. 

Pour  mieux  distinguer  ces  dilïérents  cas,  on  peut  consi- 
dérer les  quatre  équations  suivantes  : 

(1)  X^  -{-  px  z=:  q,  (2)  x"^  —  px  =z  <7, 

(3)  x"^  -\-  px  :=  —  <7,  (4)  x"-  —  px  =  —  «/  ; 

de  celte  manière  p  et  q  seront  toujours  des  quantités  posi- 
tives. Mais  il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  chacune  de  ces 
équations  comprend  toutes  les  équations  du  second  degré , 
lorsqu'on  n'établit  aucune  restriction  à  légard  des  signes 
des  quantités  p  et  q. 

Les  racines  de  Téquation  (i)  sont  données  par  la  formule 

(5)  x  =  ~\pzt.\l\p--^f{. 

Pour  l'équation  (2)  il  faut  changer  p  en  — />,  ce  qui  donne 

(6)  ^  =  7/^  zfc  sjj])'  +  7 . 

5"  édit.  I  1 
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On  obtient  les  racines  de  l'équation  (3)  en  cliangeant  dans 

la  formule  (5)  <7  <ii  —  q  '-,  de  sorte  que  l'on  a 

(7)  •*•  —  —  iy^  ±  s/^p'  —  q- 

Pour  l'équation  (4),  on  a,  en  remplaçant  p  par  — p  dans 

la  formule  (7)  , 

(8)  x=:.i;;±v/T/^'-'/- 

Considérons  d'abord  les  formules  (5)  et  (6).  La  quantité 
sous  le  radical,  -,p'-\-r/^  est  positive,  puisqu'elle  est  la 
somme  de  deux  quantités  positives^  en  outre,  la  racine 
carrée  de  cette  somme  est  plus  grande  que  ~p.  Donc  les 
deux  valeurs  de  x  sont  réelles  :  l'une  d'elles  est  positive  et 
l'autre  est  négative. 

Dans  la  formule  (7) ,  la  quantité  sous  le  radical ,  \p-  —  r/^ 
peut  être  positive,  nulle  ou  négative. 

Lorsque  l'on  a  cj  <^jp'^^  les  deux  valeurs  de  x  sont 
réelles',  et  comme  la  racine  carrée  de  )^p^  —  q  est  moindre 
que  1/7,  ces  valeurs  sont  toutes  deux  négatives. 

On  reconnaît,  à  l'inspection  de  l'équation  (3) ,  qu'elle  ne 
saurait  être  vérifiée  par  aucune  valeur  positive  de  l'incon- 
nue; car,  pour  une  telle  valeur,  le  premier  membre  est 
positif,  il  ne  peut  donc  pas  être  égal  au  second  membre, 
qui  est  négatif. 

Lorsque  l'on  a  q  =  [p^^  on  n'obtient  qu'une  seule  valeur 
de  .X",  c[ui  est  —  !^p.  On  dit  alors  que  les  deux  racines  sont 
égales.  En  remplaçant  q  par  -Jp^  dans  l'équation  (3),  on  a 

.r-  -4-  jj.T  -h  j  />>'  =  o ,      ou      (.r  -f-  ^pf  =^  o . 

lî  est  clair  que,  pour  que  cette  équation  soit  satisfaite,  il 
faut  que  l'on  ait 

.i.  -f-  v/>>  =  o,       d'où      :r  =;  —  jp. 


Lorsque  l'on  a  ^  ^  iP^i  1^'  radical  \J-7jf'  —  q  est  imagi- 
naire-, par  conséquent  il  n'existe  aucune  valeur  réelle  de 
1  inconnue  qui  puisse  vérilier  1  équation. 
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On  peut  rendre  celte  conclusion  manifeste  dans  l'équa- 
tion, en  y  introduisant  la  condition  q'^\p'^.  A  cet  eifet, 
posons  ^  =  ^p^  -h  i\  r  désignant  une  quantité  positive.  En 
substituant  cette  valeur  de  q  dans  l'équation,  et  faisant 
passer  tous  les  termes  dans  le  premier  membre,  il  vient 

x"^  -h  px  H-  I  /^'-  -f-  r  r=  o ,      ou      ("^  H-  iri^  +  ^  =  o . 

Pour  toute  valeur  réelle  de  x,  la  quantité  {x  -\-\pY'  ^st  po- 
sitive, et  puisque  r  est  aussi  une  quantité  positive,  le  pre- 
mier membre  ne  peut  pas  être  nul.  L'équation  ne  peut  donc 
être  vérifiée  par  aucune  quantité  réelle. 

Toutes  les  observations  qui  viennent  d'être  faites,  à  l'é- 
gard de  l'équation  (3)  et  de  la  formule  (7) ,  s'appliquent  à 
l'équation  (4)  et  à  la  formule  (8) ,  avec  cette  seule  différence 
que,  dans  le  cas  de  l'équation  (8) ,  lorsque  les  racines  sont 
réelles,  elles  sont  toutes  deux  positives.  On  reconnaît,  à 
l'inspection  de  l'équation,  qu'elle  n'a  pas  de  racine  néga- 
tive ;  car,  pour  une  valeur  négative  de.r,  le  premier  membre 
est  positif. 

179.  Lorsque  l'on  réunit  les  termes  connus  et  les  termes 
inconnus  d'une  équation  du  second  degré  dans  un  même 
membre,  l'équation  se  présente  sous  cette  forme 

(9) 


ax' 


o. 


Pour  obtenir  les  racines  de  cette  équation,  il  suffit  d'ap- 
pliquer la  règle  du  n'^  175,  après  avoir  divisé  les  deux 
membres  par  a  ,  et  transporté  le  terme  connu  dans  le  se- 
cond membre  \  on  trouve  ainsi 


et,  en  réduisant , 

(.0) 


X 


■>  n         V  4«' 

-  h  zh  sjh'  —  ^ac 
7.  a 


\ 


1 1. 
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Suivant  que  l'on  a  h^  —  f\ac^  o  ^  h'^  —  4«c  =  o  , 
h^  —  4rtc<^o,  îe,s  racines  sont  réelles  et  inégales,  égales 
ou  imaginaires.  Si  a  et  c  ont  des  signes  contraires,  la  va- 
leur du  radical  est  numériquement  plus  grande  que  h  •  par 
conséquent,  les  deux  racines  ont  des  signes  contraires.  Si  a, 
et  c  sont  des  quantités  de  même  signe,  la  valeur  du  radical 
est  numériquement  moindre  que  h  5  par  conséquent ,    les 

deux  racines  ont  Tune  et  l'autre  le  signe  de ■- 

la 

480.  Quand  on  fait  dans  la  formule  (10)  a  =  o  ,  la  pre- 

—  b  -^  sJ  b'^  —  ^ac  , ,    .  I     1      o 

mière   racine ~ —  est  réduite  au  symbole  -5 


—  0  —  d b^ l\.ttc  2  b 

la  seconde  racine —  devient En  intro- 

ia  o 

duisant  dans  Téquation  la  supposition  a  =  o ,  on  obtient 
hx  -^-  c^=^o\  d'où  a=  —  J-.  Il  semblerait  donc  que  la  for- 
mule (10)  n'est  pas  applicable  au  cas  que  nous  examinons^ 
mais  la  valeur  finie  que  l'on  tire  de  l'équation  peut  se  dé- 
duire de  l'expression -?— .  Si  l'on  multiplie  les 


1  (i 


doux  termes  de  cette  fraction  par  h  -f-  y/^^" — ^ac^   le  nu- 
mérateur devient  —  l\ac\  on  peut  su[)primer  dans  les  deux 

termes  le  facteur  ia  ^  il  vient  -===^\  et  en  faisant 

dans  cette  expression  «  =  o  ,  on  obtient  —  t  • 

Quant  à  la  valeur  infinie  de  x  ,  elle  fait  connaître  que,  si 
la  quantité  a  s'approchait  de  plus  en  plus  de  zéro  ,  de  ma- 
nière à  pouvoir  devenir  aussi  voisine  que  l'on  voudrait  d(» 

T     .         1         1          ]                  •      '             —b  —  \lb-  —  [^(ic 
cette  limite,  la  valeur  de  x  exprimée  par 

augmenterait  de  plus  en  plus,  et  pourrait  s'élever  au-dessus 
de  toute  grandeur  assignable. 
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Cette  conclusion  peut  aussi  ctre  tirée  directement  de 
l'équation.  Pour  le  faire  voir,  divisons  les  deux  membres 
par  x^  \  il  viendra 

b        c 
a  -{ 1 —  o, 

X  X 

ce  que  Ton  peut  écrire  ainsi  : 

^■'>  1  (*+!)  =  -"• 

11  est  clair  que  toute  valeur  de  x  ,  différente  de  zéro  et  de 
l'infini,  qui  vérifiera  l'équation  (n),  vérifiera  aussi  l'é- 
quation ax^-  -f-  hx  -j-  c  =  o,  et  la  réciproque  est  également 
vraie. 

Cela  posé,  concevons  que  l'on  fasse  croître  x  positive- 

"  I 

mejit  ou  négativement,  de  manière  que  le  signe  de  Z>  X  - 

soit  contraire  à  celui  de  a  ;  à  mesure  que  x  augmentera, 

-  diminuera,  et  quand  la  valeur  de  x  sera  très-grande,  le  fac- 


X 

c 

X 


teur  h -\ —  aura  vme  valeur  très-peu  différente  de  h.  En 

X  ^ 

même  temps ,  le  facteur  -  aura  une  très-petite  valeur;  donc 

le  premier  nombre  de  l'équation  (i  i)  aura  lui-même  une 
valeur  très-petite.  Nommons  a  la  valeur  que  prend  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  (ii)  lorsqu'on  fait  x  =  S,  la 
valeur  numérique  de  ê  pouvant  être  supposée  aussi  grande 
qu'on  le  voudra.  Si  l'on  conçoit  que  x^  sans  changer  de 
signe ,  passe  par  tous  les  états  de  grandeur  entre  G  et  l'infini , 
le  premier  membre  de  l'équation  (ii)  passera  par  tous  les 
états  de  grandeur  entre  a  et  zéro  ;  de  sorte  que ,  si  la  quan- 
tité—  a  est  comprise  entre  a  et  zéro,  l'équation  sera  vé- 
rifiée par  une  valeur  de  x  comprise  entre  ê  et  Finfîni.  Donc, 
pour  les  valeurs  de  a  (jui  tendent  indéliniment  vers  la  limite 
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zéro,  l'équation  admet  une  racine  dont  la  valeur  numé- 
rique converge  vers  l'infini. 

On  déduit  également  de  l'équation  (ii)  la  racine  —  j\ 
car  lorsqu'on  fait  dans  cette  équation  «  =  o ,  elle  est  vérifiée 


en 


posant  b  -\ ^=  o ,  d'où  x  =  —  j 


X  b 


181 .  Lorsque  l'on  suppose  à  la  fois  a  =  o  et  ^  =  o ,  les 
deux  valeurs  de  x  données  par  la  formule  (lo)  se  réduisent 
l'une  et  l'autre  au  symbole  ^.  D'un  autre  coté  ,  si  l'on  in- 
troduit dans  l'équation  les  suppositions  a  =  o  ,  Z>  =  o  ,  elle 
devient  c  =  o  ;  par  conséquent ,  elle  ne  peut  être  vérifiée 
par  aucune  valeur  finie  de  x.  On  est  conduit  à  la  même  con- 
clusion ,  en  appliquant  à  chacune  des  deux  valeurs  com- 
prises dans  la  formule  (lo)  la  transformation  dont  nous 
avons  fait  usage  dans  le  numéro  précédent.  Lorsqu'on  fait 

—  2  c 
a  =:  o    'b  =z  o  dans  l'expression  ■;        /,        ,     •,  qu'on  a  trou- 

^  b-\-sl>- — l[ac    ^ 

vée  pour  la  première  valeur  de  x,  on  obtient —  •  Les 

deux  valeurs  de  x  ne  dilTérant,  dans  la  formule  (lo) ,  que 
par  le  signe  du  radical,  la  seconde  valeur  est  équivalente  à 


—  2C 


,  IfTZr? —  ^  ^^  ^^^  faisant  dans  cette  expression  a  =  o , 


b  =  o^  on  obtient  aussi  — 


2.  c 


o 


182.  Lorsque  l'on  a  en  même  temps  <7  =  o,  b=zo  ^  c  =  o, 
l'équation  (g)  devient  une  identité  ;  ainsi  les  valeurs  de  Fin- 
connue  sont  indéterminées.  Si  l'on  introduit  ces  suppo- 
sitions dans  les  expressions  générales  des  valeurs  de  x 
transformées   comme    ci-dessus ,    elles    donnent    l'une  et 

I  autre   x  =^  -• 
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Décomposition  du  trinôme  \^  h-  px  -i-  q  en  facteurs 
du  premier  degré,  —  Propositions  sur  les  racines  de 
l équation  x^  h-  px  h-  q  =  o. 

183.   Reprenons  l'équalion 

{ I  )    ^  ,r'^  -f-  px  -\-  (f  zzz  Q. 

Afin  de  compléter  dans  le  premier  membre  le  carré  dont  les 
deux  premiers  termes  sont  x"~  -A-  px^  ajoutons  à  ces  termes 
{/^^,  en  retranchant  aussi  cette  quantité ,  pour  ne  rien  chan- 
ger à  l'équation.  Le  premier  membre  deviendra 

-r'  -h  pa:  -h  jP^  —  i  P''  -+■  7» 
ou  bien 

En  écrivant,  au  lieu  de  \p-^—q^  [s^iP^  —  V  ^\  on  aura  la 
difl'érence  de  deux  carrés  qui  est  égale  au  produit  de  la 
somme  des  deux  racines  par  leur  dillérence,  c'est-à-dire 


(3)  (x-+-  i/.  -f-  sl{p'-q)  (.r  -+-•  \p  -  s/\p'  -  7). 

11  suit  de  là  que  l'équation  (1)  peut  être  mise  sous  cette 
forme , 

U  +  '^p  +  sIVp^^^Ù  {^  H-  iP  -  s/Vp'^'^i)  =  o. 
Or  il  est  clair  que,  pour  qu'un  produit  devienne  nul,  ii 
suffit  et  il  faut  qu'un  de  ses  facteurs  soit  égal  à  zéro.  On 
obtiendra  donc  les  valeurs  de  l'inconnue  x  par  les  deux 
équations 

x-h{p-h  \ljp'  —  q  =  0,       x-h  ^l>  —  Vt^-  —  «7  =  0; 

d'où  l'on  conclut,  comme  par  la  méthode  qui  a  été  exposée 
précédemment,  les  deux  solutions 


X  =  —  {/>  —  sl\p'—q,      x  =  —  \p  H-  sl\p'  —  q. 

On  conclut,  en  outre,  d'après  l'expression  (3)  du  pre- 
mier membre  de  l'équation ,  la  proposition  suivante  : 
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Le  trinôme  x^  -j-  px  -f-  q  est  le  produit  de  deux  fac- 
teurs du  premier  degré  par  rapport  à  x ,  qui  sont  le^  diffé- 
rences que  Von  obtient  en  retranchant  de  x  chacune  des 
racines  de  V équation  x^  -f-  px  -}-  q  =  o. 

184.  Pour  que  le  trinôme  x^  -f-  px  H-  q  puisse  être  con- 
sidéré comme  la  différence  de  deux  carrés ,  il  faut  que  la 
quantité  ^p^  —  q  soit  positive.  Lorsque  cette  quantité  est 
nulle,  on  a^=  J^p^^  le  trinôme  est  x^  +  ;?x -f- 7/?^,  ou 
(x  -I-  7/?)  (x  -\-  jp)  *,  et  la  proposition  ci-dessus  est  encore  vé- 
rifiée ,  puisque  les  deux  racines  de  l'équation  x^-{-px-hq=o 
sont  égales  Tune  et  l'autre  à  — ^p  (n*^178).  Lorsque  la 
quantité  ^p^  —  q  est  négative,  le  trinôme  x^ -{- px -\- q 
peut  être  mis  sous  la  forme  {x -h- -^  p)^ -h  r,  /'étant  une 
quantité  positive  égale  à  la  valeur  absolue  de  \p^  —  q 
(n°  178)  ;  si  l'on  voulait  décomposer  le  trinôme  en  facteurs, 
comme  on  le  voit  dans  l'expression  (3) ,  on  n'obtiendrait 
que  des  facteurs  imaginaires. 

185.  Voici  des  exemples  des  diverses  transformations 
des  trinômes  du  second  degré. 

i^""  Exemple.  x^ — 'jar-f-io. 

En  posant  l'équation  x"  —  yx-+-  10  =  o ,  on  trouve  pour 
les  racines,  x  =  5  et  x=  2.  On  en  conclut  l'égalité 

x^  —  7^4-  I G  =  (x  —  2)  (j;  —  5). 

2.^  Exemple.  3  .r^  —  5  x  —  2. 

En  égalant  ce  trinôme  à  zéro,  après  l'avoir  divisé  par  3  , 
on  obtient  l'équation  x"^  —  jX — ^  =  0;  les  racines  de 
cette  équation  étant  x=  2  et  x  =  —  ^ ,  on  en  conclut 

3x^  —  5x  —  2  =  3  (x  —  2)  (.V  -h  j)  =  [jp  —  2)  (3  .r  -4-  1  ). 

3*^  Exemple.  x^  +  5  a:  -f-  3. 

En  opérant  comme  dans  le  premier  exemple ,  on  trouve 

.^.^  _,_  5a:  H-  3  ==  (x  +  I  -  I  s/T3)  Çf  4-1  +  1  v/r3). 


#^ 
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4*^  Exemple.  ^x"^  —  4-^  +  '  • 

Les  racines  de  réquation  x^  —  -^^^  H-  1  =0  étant  toutes 
deux  égales  à  ^,  on  en  conclut 


4  ^''  /^X  -{-  l  =  ^[x  jY  z=r  (2  X 


^2 

;  • 


5*^  Exemple.  x-  —  5  x  -\-  'j . 

Les    racines    de    l'équation    x- —  5x  -h  y  =  o    sont 

x  =  ^z±is/'^.Onsi 

x-'—  5x  -\-  ']  =  (X  —  f )» -f-  f . 

On  peut  aisément  vérifier  à  posteriori  les  égalités  que 
nous  avons  obtenues  dans  ces  exemples.  On  parviendrait 
aussi ,  directement,  à  ces  égalités,  par  des  opérations  sem- 
blables à  celles  qui  ont  été  exécutées  dans  le  n^  183. 

186.  Les  transformations  dont  nous  venons  de  nous 
occuper  sont  principalement  utiles  pour  reconnaître  les 
signes  des  valeurs  que  prend  un  trinôme  du  second  degré 
en  x^  quand  on  donne  difïérentes  valeurs  à  x.  Soit,  par 
exemple,  le  trinôme  x^  —  yx-\-  10.  Il  est  égal  au  produit 
(.r —  2)  [x  —  5).  Or  ce  produit  est  positif  quand  les  deux 
facteurs  ont  le  même  signe ,  c'est-à-dire ,  pour  toutes  les  va- 
leurs de  X  plus  grandes  que  5  ,  ou  plus  petites  que  2.  Il  est , 
au  contraire,  négatif,  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre 
2  et  5,  puisque  les  deux  facteurs  ont  des  signes  différents. 
Lorsque  le  trinôme  proposé  est  un  carré,  il  est  positif 
pour  toutes  les  valeurs  positives  et  négatives  de  x,  et  il 
peut  passer  par  tous  les  états  de  grandeur  entre  zéro  et 
l'infini.  Lorsque  le  trinôme  peut  être  mis  sous  la  forme 
(.r  -f-  -^p)'  -h  ''5  la  quantité  /•  étant  positive,  ce  trinôme  est 
encore  positif  pour  toutes  les  valeurs  positives  et  néga- 
tives de  x,  et  il  peut  passer  par  tous  les  états  de  giandeur 
compris  entre  /■  et  Tinfini ,  mais  il  ne  peut  prendre  aucune 
valeur  plus  petite  que  /•. 
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187.  En  nooimant  x'  et  x"  les  racines  de  l'équalion 
x^  H-  j)X  H-  r/  =  o ,  on  a ,  par  la  proposition  du  n""  183 , 

x"^  +  px  ->r  (j  z=  [x  —  x'][x  —  x"). 

En  etïecluanl  la  multiplication  de  x — x'  par  x — x" ^  il  vient 

X'  -hpx  -^q  =  x'~  {x'  -1-  x"  )  X  -h  x'x"; 

comme  cette  dernière  égalité  a  lieu  quelle  que  soit  la  va- 
leur de  X,  il  s'ensuit  que  Ton  doit  avoir 

x'  H-  x"  =  —  p,      x'  x"  z=r  r/  ; 

Ainsi,  dans  une  équation  du  second  degré ,  ramenée  à 
la  forme  x^  +  px  -j-  q  =  o ,  /«  somme  des  deux  racines  est 
égale  au  coefficient  de  la  première  puissance  de  x  pris  en 
signe  contraire,  et  le  produit  des  racines  est  égal  au  terme 
indépendant  de  x. 

On  est  conduit  aux  mêmes  conclusions,  en  faisant  la 
somme  et  le  produit  des  expressions  des  deux  racines. 

Au  moyen  de  ces  propositions,  on  peut  reconnaître,  à 
Tinspection  d'une  équation  du  second  degré,  quels  sont  les 
signes  de  ses  racines.  Si  le  terme  indépendant  de  l'inconnue, 
qui  est  le  produit  des  racines,  est  négatif,  les  racines  doi- 
vent avoir  des  signes  contraires;  et  puisque  leur  somme 
doit  être  égale  au  coefficient  de  la  première  puissance  de  x 
pris  en  signe  contraire,  il  faut  que  la  racine  qui  a  la  plus 
grande  valeur  numérique  soit  affectée  du  signe  contraire  à 
celui  de  ce  coefficient.  Quand  le  terme  indépendant  de  l'in- 
connue est  positif,  si  les  racines  sont  réelles,  elles  doivent 
avoir  le  même  signe,  et  leur  signe  doit  être  contraire  à 
celui  du  coefficient  de  la  première  puissance  de  x.  Ces  con- 
clusions sont  celles  que  l'on  a  obtenues  dans  le  n*^  178. 

188.  Proposons-nous  maintenant  cette  question  :  Trou- 
ver deux  nombres  dont  la  somme  soit  égale  à  un  nombre 
donné  p,  et  dont  le  produit  soit  égal  à  un  autre  nombre 
donné  q. 
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D'après  les  propositions  qui  viennent  d'être  établies,  les 
nombres  demandés  sont  les  deux  racines  de  l'équation 
x'^  —  px  -\-  q  z=  o. 

L'énoncé  de  la  question  conduit  directement  à  cette  équa- 
tion ;  car  si  l'on  représente  l'un  des  deux  nombres  par  x*, 
l'autre  sera  p  —  x,  et  l'on  devra  avoir 

x[p  — j:)  =  q,      d'où      x^ — ^x  H- y  =3  o. 
Cette  équation  donne 


et  l'on  en  conclut 


On  voit  que  les  deux  valeurs  de  x  donnent  les  deux  nom- 
bres demandés.  On  pouvait  d'ailleurs  prévoir  qu'il  en  serait 
ainsi ,  puisque  x  ne  désigne  pas  1  un  de  ces  nombres  plutôt 
que  l'autre. 

Pour  que  la  question  soit  possible,  il  est  nécessaire  que 
l'on  ait  q  <^^p^'  ou  q  =:  jp^.  Si  Ton  avait  q^  {  }>^ ^  l^'s  va- 
leurs de  X  seraient  imaginaires. 

Il  suit  de  là  que  le  plus  grand  produit  quon  puisse  for- 
mer ai^ec  deux  nombres  qui  doi\^ent  donner  une  somme 
connue  p,  est  le  carré  de  la  moitié  de  cette  somme. 

La  démonstration  de  ce  théorème  peut  encore  être  faite 
comme  il  suit.  En  représentant  l'un  des  deux  nombres 
par^/?  H-  z ,  l'autre  sera  ^/7  —  z  ^  et  le  produit  de  ces  nom- 
bres sera  ^p^  —  z"^  -^  or  la  quantité  ~  p^  —  z^  ne  peut  jamais 
être  plus  grande  que  jp'\  et  elle  n'est  égale  a  jp^  qu(3  lors- 
qu'on suppose  ^  =  0*,  dans  ce  cas,  les  deux  nombres  sont 
égaux  l'un  et  l'autre  à  ^/?.  On  voit  en  outre,  par  cette  ex- 
plication ,  que  si  les  deux  facteurs  variaient,  le  produit  va- 
rierait et  s'approcherait  d'autant  plus  de  la  limite  7 /;'■  que 
la  dillérence  des  fadeurs  serait  plus  petite. 
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Des  équations  trinômes  réductibles  au  second  degré. 
—  Réduction  de  V expression  y  a  -h  y/b. 

189.  Lorsqu'une  équation  du  quatrième  degré  ne  con- 
tient ni  la  troisième  puissance  de  l'inconnue ,  ni  la  première, 
elle  peut  être  ramenée  à  cette  forme 

En  posant  z'^  =X?  ^^^  obtient 

(2)  j2  4_^j4_^  — o. 

On  tire  de  cette  dernière  équation 


(3) 


-=-'i±\/?-- 


et,  d'après  la  relation  z'^  =/5  on  voit  que  toutes  les  racines 
de  l'équation  (i)  sont  comprises  dans  la  formule 


(4)  z  =  ±:  sj—  \p  àz  sj\p'  —  q. 

On  obtient  ainsi  pour  l'inconnue  z  quatre  valeurs,  qui  sont 
deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires. 

Quand  les  valeurs  de  j^  données  par  la  formule  (3)  sont 
réelles  et  positives,  les  quatre  valeurs  de  z  sont  réelles. 
Quand  une  des  valeurs  de  y  est  négative ,  l'autre  étant  po- 
sitive ,  deux  des  valeurs  de  z  sont  imaginaires ,  et  les  deux 
autres  sont  réelles.  Enfin,  lorsque  les  deux  valeurs  dey 
sont  négatives  ou  imaginaires,  les  quatre  valeurs  de  z  sont 
imaginaires. 

190.   Considérons  plus  généralement  l'équation  trinôme 

(5)  z-"'  H-  pz"'  H-  7  =z  o , 

m  désignant  un  nombre  entier  positif  quelconque. 
Si  1  on  pose  z'"-  =JS  il  vient  j^"  -j-  py  -|-  (^  =  o  ;  d'où 

y  =  —  ^j>±.sl\p'~q. 
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On  vériiicra  donc  l'équation  (5)  en  posant 


(6)  z=:sl-\p±:sl\p^-c{. 

Quand  m  est  un  noml)re  pair,  eliaque  valeur  positive 
àej  donne  deux  valeurs  réelles  de  z,  de  signes  contraires  5 
les  valeurs  négatives  de  j'  ne  donnent  aucune  valeur  réelle 
de  z.  Quand  m  est  un  nombre  impair,  chaque  valeur  réelle 
dey,  positive  ou  négative,  donne  une  valeur  réelle  de  z, 
et  n'en  donne  qu'une  seule. 

191 .  Lorsque  la  quantité  -^p"^  —  q  n'est  pas  un  carré ,  on 
obtient  pour  les   racines  de  Féquation  (i)   des  expressions 

de  cette  forme  sj a  zh  \/b  ^  a  et  b  étant  des  nombres  com- 

mensurables,  et  \/b  étant  incommensurable.  Or  une  sem- 
blable expression  peut  être  équivalente  à  une  autre  plus 

simple 5  car,  le  carré  àG,^lm  dz  \ln  étant  in-{-  Jizh  2  \Jniu  , 
la  première  quantité  est  la  racine  carrée  de  la  seconde-,  ce 
qui  montre  qu'une  quantité  composée  d'une  partie  ration- 
nelle et  d'une  partie  irrationnelle  du  second  degré,  peut 
avoir  une  racine  carrée  exprimée  par  la  somme  de  deux 
radicaux  du  second  degré. 

Pour  reconnaître  dans  quel  cas  cette  réduction  de  S a-\-  \b 
est  possible,  et  quelle  est  alors  l'expression  équivalente, 
plus  simple,  posons 


(7)  V«  -h  sjb  =  \j.£  -f-  sjy, 

X  eij  étant  des  quantités  inconnues  pour  lesquelles  il  s'agit 
d'obtenir  des  valeurs  commensurables. 

En  élevant  les  deux  membres  au  carré ,  on  obtient 

a-\-\jh-=zx-\-y-\-i  sj.xy,      d'où     2  sjxf  =  a  —  x  —  j-j-y/^. 

et  en  élevant  und  seconde  fois  au  carré,  ^' 

4  xj  =  (a_ —  X  —  y-y  -}-  /;  -\-  9.  (a  —  x  —  j)  y//>>. 
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Le  premier  membre  de  la  dernière  équation  étant  une 
quantité  commensurable ,  puisque  x  et  y  doivent  etrecom- 
mensurables,  il  faut  que  le  second  membre  soit  aussi  com- 
mensurable, ce  qui  exige  que  l'on  ait 

n  —  .r  —  r  zn  G  ,       d'où      .r  -f-  j   ==:/■? . 

L'équation  ci -dessus  se  réduit  alors  à 

^..rj  =  b  ;      d'où      ,r>-  =z  ~  b. 

On  conclut  de  là  que  les  valeurs  de  x  et  de  y  sont  les 
deux  racines  de  l'équation  z^  —  a^  -f-  7  ^  =  o  (n"  188)  ; 
donc 

a  H-  \'n'-  —  b  a  ^-  sjà-  —  b 


-•> 


et  par  suite,  en  mettant  les  valeurs  de  x  et  de  y  dans  l'é- 
quation (7), 


(8)      V^  +  v/A 


Il  résulte  de  ce  calcul,  que  la  réduction  que  l'on  s  était 
proposée  est  possible  toutes  les  fois  que  la  différence  a^  —  h 
est  un  carré.  Quand  cette  condition  n'est  pas  remplie,  la 
réduction  est  impossible. 

Les  valeurs  de  x  et  dejy^  ne  changeraient  pas  si,  au  lieu 

de   V  r-f  H- V  ^  ,    on   considérait  l'expression   \a  —  V ^  ,    en 
posant  \a  —  y ^  =  V-^^ —  sy\  par  conséquent, 

;  ,-        .      a  -^-  \ln'  —  b        .a  —  \la}  —  b 

{<))    \  «  -  v/*  =  v  — V  — \ — 


Prenons  pour  exemple  l'expression  V  2  +  V^3.  On  a 
<^ï  =  '2 ,  />  =:  3 ,  a^  —  b  =z  i  ^  et  en  mettant  ces  valeurs  dans 
la  formule  (8),  on  en  conclut 

V2  -\-  v3  =  v'7  -f-  y/f- 
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Soit  encore  Texpression  V  1 1  — 6  \  2.  On  a  a  =  11 . 
^  =  6^  X  2  =  72  ,  a^ —  /^  ==  49  =  7%  et  en  mettant  ces 
valeurs  dans  la  formule  (g),  on  obtient 


192.  Les  formules  (8)  et  (9)  ne  cessent  pas  de  subsister 
quels  que  soient  les  signes  des  deux  quantités  a  et  b.  Mais 
le  cas  où  h  est  négatif  appartient  au  calcul  des  radicaux 
imaginaires,  dont  nous  nous  occuperons  plus  loin.  Lorsque 
a  est  négatif  et  b  positif,  il  faut  que  Ion  ait  a^  <[  b  pour 


que  l'expression  S  a  -h  s,  b  soit  réelle;  dans  ce  cas,  y  '^" —  b 
est  imaginaire,  de  sorte  que  Téquation  (7)  ne  peut  pas  être 
vérifiée  par  des  valeurs  rationnelles  de  x  et  de  y\ 

EUminatioTi  dune  inconnue  entre  deux  équations  du 

second  de." ré. 

o 

193.  Lorsque  1  on  a  un  système  d  équations  composé  de 
plusieurs  équations  du  premier  degré  et  d'une  seule  équa- 
tion du  second  degré  ,  on  peut  déterminer,  au  moyen  des 
équations  du  premier  degré,  les  valeurs  de  toutes  les  in- 
connues, liors  une,  exprimées  en  fonction  de  celle-ci.  En 
substituant  ces  valeurs  dans  1  équation  du  second  degré,  on 
en  obtient  une  du  même  degré,  à  une  seule  inconnue,  qui 
fait  connaître  les  valeurs  de  cette  inconnue;  et  on  en  con- 
clut les  valeurs  de  toutes  les  autres  inconnues.  Le  système 
admet  généralement  deux  solutions,  et  il  ne  peut  en  ad- 
mettre plus  de  deux. 

194.  Une  équation  du  second  degré  à  deux  inconnues 
ne  peut  contenir  que  des  termes  dépendants  du  carré  de 
Tune  des  inconnues,  du  produit  de  ces  inconnues,  de  leurs 
premières  puissances,  et  des  termes  connus:  elle  est  donc 
de  cette  forme. 

(  I  ;  (i)  -  H-  /a/'  1   -h  r.r-  H-  flj   -\-  c.r  -h  f  =  G. 
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En  considéranL  x.  dans  celte  ëqualion,  comme  une  quantité 

connue ,  pour  l^  résoudre  par  rapport  à  j^ ,  on  peut  l'écrire 

ainsi  : 

bx  -\-  (I  cjp-  -\-  ex  -4-  / 

r^H y  + ~  =--  G. 

a  a 

On  en  conclut  alors,  d'après  la  règle  du  n^  175, 


_        hx  -\-  d  /[bx  +  cl)  '        ex'  -h  ex  -+-  f 

et  en  effectuant  les  calculs  indiqués  sous  le  radical , 


bx-\-d-àzsJ[b^ — ^ac}x--h  i[bd  —  iae)x  -\-  d-  —  /^nf 


1  a 


Si  le  trinôme  {b"  —  ^ac)  x-  -\-i  [bd—  2ae)  x-\-d-  —  /\af 
est  un  carré,  les  valeurs  dey  sont  rationnelles  par  rapport 
k  X  ^  et  elles  ne  contiennent  cette  inconnue  qu'au  premier 
degré.  Supposons  cette  condition  remplie  ,  et  représentons 
les  deux  valeurs  de  y^  après  toutes  les  réductions,  par 
mx -\- n  et  px-hq.  Suivant  la  proposition  du  n"  183, 
l'équation  proposée  pourra  être  mise  sous  cette  forme, 
(/  —  mx  —  n)(f  —  px  —  q)  —  o. 

Si ,  au  lieu  de  résoudre  l'équation  par  rapport  à  y^  on  la 
résolvait  par  rapport  à  a:,  on  obtiendrait  également  pour 
cette  inconnue  des  valeurs  rationnelles  5  car  ces  valeurs  se- 
raient celles  qu'on  trouverait  en  résolvant  séparément  les 
deux  équations  du  premier  degré 

y  —  mx  —  «  ==  o  ,  }    —  px  —  ry  rrr  o. 

195.  Supposons  maintenant  que  l'on  ait  une  autre  équa- 
tion du  second  degré,  entre  les  mêmes  inconnues  x  et  }^, 
et  représentons-la  par 

(2)  n  y'  +  b' xy  -\-  c'.r-  -f  d' y  -\-  c' x  +/'  ~  o. 

Si  les  valeurs  de  l'une  des  inconnues,  en  fonction  de  1  autre. 
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qu'on  déduira  de  cette  équation,  sont  rationnelles,  en  les 
représentant  par  m  x  -{-  n  et  //.r  -f-  q\  l'équation  sera 

[y  —  m'x  —  n')  [y  —  p' x —  q')z=  o. 

Dans  ce  cas,  on  obtiendra  toutes  les  solutions  du  système 
des  équations  (i)  et  (2)  en  résolvant  les  quatre  systèmes 
d'équations  du  premier  degré  : 


1". 

y  —  mx  —  n  =:^  0 , 

y  —  m'x  —  n!  =L  o\ 

2«. 

y  —  mx  —  «  r=  0  , 

y  —  p'x    —q'  =  0'. 

3». 

r  —  P'To  —  <7  =  0 , 

y  —  m'x  —  //  znz  0  ; 

4«. 

y  ~  px  —  q  —  0 , 

y  —  p'x  ~  q'  =z  0. 

Si  une  seule  des  deux  équations  donne  des  valeurs  de 
Tune  des  inconnues  rationnelles  par  rapport  à  l'autre ,  en 
supposant  que  ce  soit  la  première,  on  pourra  substituer 
successivement,  dans  l'autre  équation,  les  deux  valeurs 
j  =z  mx  -\-  n^j  =  px~^  q.  Chacune  de  ces  substitutions 
conduira  à  une  équation  du  second  degré  en  x^  par  laquelle 
on  obtiendra  deux  valeurs  de  x  -,  et  de  chaque  valeur  de  x , 
on  conclura  une  valeur  correspondante  dej^. 


X-  —  ixy  -{'  y^  =:  I  j 


B       ,Aj         ,A    tAj    J         — I —        %' 

i"  Exemple. 

7-  —  x"^  —  bx  —  g  ==  o. 


Sans  effectuer  la  résolution  de  ces  équations  par  rapport 
à  Tune  des  inconnues,  on  voit  que  la  première  est 

{x  —  yY  —  I  =r  o  ,      OU      (x  —  J  4-  [  j  (.r  —  J  —  f  )  —  o. 

Ij'autre  équation  revient  à 

j2 — (^  H- 3)^  =  0,      ou      (y  —  X  —  3)  (j -f-^r  H- 3)  =r  o. 

On  aura  donc  toutes  les  solutions  du  système  proposé  par 
quatre  systèmes  d'équations  du  premier  degré.  Deux  de 
ces  systèmes  présentent  des  équations  incompatibles;  les 
deux  autres  donnent  les  deux  solutions 

(x  r=r  —  2  ,    7  =r  —  l)  ;       (.r  z=r  —  I  ,    y  ~  —  i), 
5*"  édit.  12 


178  IRMTÉ  ÉLÉMI<:NTAIRE   D'ALGÈBRE. 

i  y^  —  3  .ry  -\-  2  .r'  -\-  9.  r  —  4  -^  =  *->  ? 
(   )^  -h  x^  —  6.xy-\-  4=0. 

On  dcduil  de  la  première  équation 

j^  =1  2  .r     et     y  ■=  a:  —  2. 

En  remplaçant  j  par  sx,  dans  la  seconde  équation,  on 
parvient  à  l'équation 

•r^  —  4  =  05      d'où     .X  =z  7.      et     .x  z=  —  2 . 

Les  valeurs  correspondantes  dej^  sont  /  =  4  ety  =  —  4- 

En  remplaçant,  dans  la  seconde  équation ,  y  par  x  —  2  , 
on  obtient 

,r^  —  2  .r  —  8=0,      d'où      .r  r=  4      et      r  rzr  —  2 . 

Les  valeurs  correspondantes  de  j^  sont  7  =  2  et^  =  —  4- 
Le  système  proposé  admet  donc  trois  solutions  différentes  : 

(.r  =  2,  J  —  4);      (x  =  — 2,  j  =:  ~4);      (.r  =  4,  /  —  2). 

196.  Quand  les  valeurs  d'une  des  inconnues  x  ou  /,  dans 
chacune  des  deux  équations,  sont  irrationnelles,  la  substi- 
tution de  ces  valeurs  dans  l'autre  équation  en  donne  une 
dans  laquelle  Finconnue  se  trouve  sous  un  radical  *,  et ,  pour 
la  résoudre,  il  est  nécessaire  de  faire  disparaître  le  ra- 
dical. On  est  alors  conduit  généralement  à  une  équation  du 
quatrième  degré.  Mais  il  est  préférable  d  elTectuer  Télimi- 
nation  de  l'une  ou  de  Fautre  des  inconnues  ,  en  évitant  les 
radicaux. 

En  multipliant  les  deux  membres  de  l'équation  (i)  par  a\ 
ceux  de  l'équation  (2)  par  a ,  et  retranchant  ensuite  la  se- 
conde équation  de  la  première  ,  on  obtient  une  équation 
qui  ne  contient  plus  que  la  première  puissance  de  y,  et 
que  nous  représenterons ,  pour  abréger  ,  par 

(3)  niy.x  4--  /î.r-  -r-  py  ■+■  qx  -\-  r  z=z  o. 

On  peut  alors  considérer ,   au  lieu  du  système  des  équa- 
tions (i)  et  (2),  celui  des  équatiofis  (i)  el   (3). 
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L'équation  (3)   donne 


(4)  r 


nx-  -1-  cfx 


mx  -\~  p 


on  substituant  cette  valeur  de  y  dans  l'équation  (i) ,  on  ob- 
tient celle-ci  : 

inx'^  -h  qx  4-  /•)-'  nx"^  +  r/.r;  +  r 

^  ~7 ^ — \^  —  {bx~\-  d) i 1-  cx-'^cx^-f—  o, 

[mx  -\r-pY  '       nhx-\-  p 

et  en  chassant  les  dénominateurs,  il  vient 

a  [nx^  -i-  (jx  -{-  ry  —  [bx  -+-  d)  [mx  -h  p)  [nx"^  -f-  qx  +  r) 


(5)   . 

H-  (rx^  -f-  ^.r  +y)  (/wx  +  pY  =  o. 

Il  faudra  donc  résoudre  cette  dernière  équation  ,  qui  sera 
généralement  une  équation  complète  du  quatrième  degré. 

On  a  déjà  vu  qu'une  équation  du  quatrième  degré  peut 
avoir  quatre  racines  (n*l  189)  -,  on  verra  dans  la  suite  qu'elle 
en  a  toujours  quatre  ,  réelles  ou  imaginaires ,  et  qu'elle  n'en 
a  pas  un  plus  grand  nombre.  D'ailleurs,  pour  chaque  va- 
leur de  x,  l'équation  (4)  donne  une  valeur  correspondante 
de  Y  ^  et  elle  n'en  donne  qu'une.  Le  système  des  équa- 
tions (i)  et  (2)  admettra  donc  généralement  quatre  solu- 
tions ,  et  il  ne  pourra  pas  en  admettre  plus  de  quatre. 

197.  Quand  on  fait  usage  de  la  méthode  qui  vient  d'être 
indiquée  en  dernier  lieu,  il  peut  arriver  que  la  quantité 
nx^  -\-  qx  -[-r  soit  divisible  par  mx  -f-  p  ',  dans  ce  cas  ,  en 
représentant  le  quotient  par  hx  -h  /e,  on  a 

nx"^  -f-  qx  -\~  7^-=:  [mx  -h  p)  [hx  +  /-) , 

et  l'équation  (3)  est 

[mx  -\-  p)  (  r  H-  /'vC  -h  /•)  =  o. 

On  satisfait  donc  à  cette  équation  ,  en  posant 

X  =z  —  —•)      ou       Y  zzn  —  ha:  —  f> . 
m 

12. 
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\ 
En  portant  la  valeur  —  —  de  x  dans  Tune  des  équations 


poi 

(i)  et  (2),  on  obtient  une  équation  du  second  degré  en  y, 
dont  les   racines  sont  les  valeurs  de  y  correspondantes  à 

X  =  —  — •  En  substituant  dans  la  même  équation  la  va- 

leuP  — Jix  —  k  dej,  on  parvient  à  une  équation  du  second 
degré  en  x ,  par  laquelle  on  trouve  deux  autres  solutions 
du  système  proposé. 

rx -{- x'^ —  3r    — 3.r  =  o. 
3''  Exemple. 


2  j^  4-07^  —  4  ^y  —  ^  j  —  9  ^^  ^• 

La  première  revient  à  (x  —  3)  (j^  -h  x)  =  o-,  ainsi,  on 
y  satisfait  en  posant  x  =  3  oujr  =  —  x.  En  remplaçant  x 
par  3  dans  la  seconde  équation ,  on  trouve  '2j^  —  i/^y  =  o  • 
d'oùy  =  o ,  y=  y.  En  remplaçant^  par  —  x  dans  la  même 
équation  ,  on  trouve  y  x^  -\-  1  x  —  9=1=0,  d'où  x  r=i  \ 
et  Jt:  =  —  7.  Les  valeurs  correspondantes  de  y  sont 
y  =^  —  I  et  y  =  f .  Le  système  proposé  admet  donc  ces 
quatre  solutions  : 

(.r  =  3  ,  jr  =  o)  ;      (^  —  3  ,  7  =:  7)  ;      (.r  =  1  ,  j  r=  —  i)  ; 

PROBLÈMES. 

4*^  Problème.  —  Partager  un  nombre  donné  a  en  deux 
parties  telles,  que  leurs  carrés  soient  dans  le  rapport  de 
mal. 

Désignons  par  x  Tune  des  parties  ;  l'équation  du  pro- 
blème sera 

^  ^  {a  —  xY 
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On  déduit  successivement  de  celle  équation 

(  1  —  ///)  x'^  +  2  amx  =z  nia\      x'^  H x  =_ ) 

^  '  I  —  ///  1  —  m 


/     (û  fi 


ani       ,    .   /     a^m^  a^  m 


1  —  ///         V   ( I  —  m-Y        1  —  m 
sjiO m'^-i-  a'm[\  —  m) 


i^) 


nni 
I  —  m'  I  —  m 

—  (ini  zt  Cl  \  ni 
I  —  m 


On  peut  résoudre  l'équation  (i)  d'une  autre  manière, 
qui  est  plus  simple.  En  prenant  la  racine  carrée  de  chaque 
membre ,  on  trouve 

±0 


X 

'm. 


a  —  X 
On  conclut  de  là 


(3) 


X  =rr  db  (<■/  —  x)  >Jm ,      X  (i  dt  slm)  =:  zh  r?  sfm  , 


^  — — IL, 

I  rfc  sjni 

Les  formules  (2)  et  (3)  ne  sont  pas  identiques^  mais,  en 
réduisant  les  expressions  des  deux  valeurs  de  x  données 
par  la  formule  (  2  ) ,  on  retrouve  celles  qui  résultent  de  la 
formule  (  3  ) .  On  a 

m  ~  sfm  X  s/ m,  cl  i  —  m  :=  i  —  {s/m)'  ::=  (1  -\-  \/m)  (i  —  ^m); 

par  conséquent  la  formule  (2)  peut  s'écrire  ainsi  : 

—  a  sJ  m  X  slni  zt  a  si  m  —  a  s]  m  (sjm  zp  i) 

X  = =- r= 5      ou     X  =:i =V7 r^\  * 

{i -^  si  m)  [i  —  \l  m)  [i-^\lin)[\  —  \Jm) 

Quand  on  prend  le  signe  inférieur,  on  peut  diviser  les 

deux  termes  de  la  valeur  de  x  par  i  4-  ^m  ,  et  l'on  obtient 

—  a  s/ ni 

(4)  -•  = j=-       ■ 
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Quand  on  prend  le  signe  supérieur,  on  peut  diviser  les 
deux  termes  de  la  valeur  de  x  par  i  —  V'''^  '•>  et  en  observant 
que  le  quotient  de  \m  —  i  par  i  —  \/m  est  —  i ,  on  trouve 

(5)  x  =  — ^. 

Lorsque  l'on  prend  la  valeur  (5)  de  x,  les  deux  parties 
sont 

a  \l  m  a  sJ  ni  a 


I  H-  sjm  \-\-  \j  m        I  -I-  sj  m  ' 

elles  sont  donc  toutes  deux  positives ,  et  plus  petites  que  le 
nombre  propose.  Quand  on  suppose  m  =z  i ,  les  valeurs  de  x 
et  de  a  —  X  deviennent  égales  \  c'est  ce  qu'on  pouvait  pré- 
voir d'après  l'énoncé. 

Lorsque  l'on  prend  la  valeur  (4)  de  x ,  les  deux  parties 
sont 

—  a  Jni  a  \l  m  a 

X  z= -— '      et      a  —  .r  z=  a  -+-  — 


I  —  \/  m  1  —  \/  m        I  —  V  w 

comme  elles  ont  des  signes  contraires,  le  nombre  a  est  la 
différence  de  leurs  valeurs  absolues.  Quand  on  suppose 
171=:  I ,  ces  deux  parties  deviennent  infinies;  et,  en  effet, 
il  est  impossible  de  trouver  deux  nombres  tels ,  que  leur 
différence  soit  égale  au  nombre  donné  a,  et  que  le  rapport 
de  leurs  carrés  soit  égal  à  l'unité. 

En  introduisant  l'hypothèse  m  =  i  dans  la  valeur  de  x 

—  n//i  -h  a  V  fn  i 

exprimée  par ?  on  trouve  que  cette  valeur  se 

réduit  à  la  forme  indéterminée  J.  Ce  résultat  est  dû  au 
facteur  i —  s/m^  qui  est  contenu  dans  les  deux  termes,  et 
qu'on  a  supprimé  pour  arriver  à  la  formule  (5). 

Le  problème  que  nous  venons  de  résoudre  correspond  à 
cette  question  qui  a  été  traitée  par  Clairaut  :  Trouver  sur 
la  ligne  qui  joint  deux  lumièics  cVintensités  inégales^  le 
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point  oh  ces  deux  lainières  éclairent  également,  11  corres- 
pond encore  à  celle  autre  queslion  :  Trousser  sur  la  ligne 
qui  joint  les  centres  de  deux  niasses  inégales,  le  point 
qui  est  également  attiré  par  ces  masses.  Le  nombre  m  esl 
alors  le  rapport  des  iiilensités  des  lumières,  ou  celui  des 
masses, 

5*"  Problème.  —  Trousser  deux  nombres  tels,  que  la 
différence  de  leurs  produits  par  les  nombres  respectifs 
3i  eth  soit  égale  à  un  nombre  donné  s ,  et  que  la  diffé- 
rence de  leurs  carrés  soit  égale  à  un  autre  nombre 
donné  q. 

Soient  X  iil  j  les  nombres  cherchés,  les  équations  du 
problème  seront 

ax —  by.:=.s,       r^  —  y-z=.(/. 

La  première  cquatioja  donne  y  =  — ;  la  substitution 

de  cette  valeur  dans  la  seconde  équation  conduit  à 

(rt^ ^')  x"^ 2  (ISX  =  —  S-  —  b'^(/\ 

on  tire  de  là 

as zt  b  s/ s-  —  7  [a^  —  b'}  . 

X  z=. * 

er—  b' 

et  en  reportant  cette  valeur  de  x  dans  la  valeur  de  7  tirée 
de  la  première  équation ,  on  trouve 

bszkia  \j  s'^  —  q  [d^  —  b"^) 
a- —  ^- 

La  question  admet  donc  les  deux  solutions  suivantes  :  . 


as  -h  bsjs'-  —  q  [a'  —  b'^)  bs  H-  asjs"^  —  q  (d^  —  b"^) 

1      •    oi/    — —  — — ■   ■  7  /     —  ■    ^  , 

a'—b-'  -^  a^—b' 


os  —  b  s/s'  —  q  (rt -  —  b'}  __  ^.v  —  a  s/ s'  ~q(a^—  b') 

à'  —  b'^  ''     -^"^  a'—  b^ 


Discussion.  Nous  distinguerons  trois  cas  : 
a"^  b  y     a  :::==.  b  ^     a  <C^b. 
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1^'  Cas.  a^h.  Pour  que  les  valeurs  de  x  et  dey  soient 
réelles,  il  faut  que  l'on  ait  s^  ^  q  [cr  —  b-) . 

Daiîs  la  première  solution ,  les  valeurs  de  x  et  de  )^ 
sont  positives.  Dans  la  seconde  solution  ,  la  valeur  de  x 
est  aussi  positive,   car  on   a  as'^bs^   et  par  conséquent 

as^h\s^ — q  {a} — Z>^)  •  mais,  pour  que  la  valeur  dey 
soit  positive,  il  faut  que  Ton  ait  os  ^  a  \/s^  —  q  [a^ — Z?^), 
ce  qui  revient  h  h^s^  "^  a'^s^ — a^  q  [cr  —  Z>- ) ,  d'où 
(à^  —  b^)  s^  <^a^  q  {a^  —  Z>^),  et  enfin,  5^  <;  «^<7. 

Si,  avec  les  deux  conditions  a^b^  s^^q  [a'^ — ^^)  , 
ona5^=:«^<7,  la  valeur  de  j^,  dans  la  seconde  solution , 
est  nulle;  et  si  l'on  a  s-'^a'^q^  la  valeur  dej^  est  néga- 
tive. 

Quand  on  a  a^  b  et  s^  =:  q  [a" —  b^) ,  les  deux  solu- 
tions ne  diffèrent  pas,  et  les  valeurs  des  inconnues  sont 
positives. 

Quand  on  a.  s^  <^  q  {a} —  />^),  les  valeurs  des  inconnues 
sont  imaginaires. 

2^  Cas.  a<ib.  La  quantité  a^ — b^  étant  négative,  les 
valeurs  de  x  et  de  j^  sont  réelles.  Pour  examiner  dans  quels 
cas  elles  sont  positives  ou  négatives  ,  on  peut  les  écrire 
comme  il  suit  : 


X 


—  as  —  h  V-v-  +  r/  (è^  - 

-à^) 
5 

y  = 

—  bs  —  a  sjs''  -h  q{b^- 

-^n. 

b'  —  a} 

b'  —  a' 

3 

-—as-\-b  sjs'  -\-  q  [b""  - 

-"■') 

—  b,s  4-  a  \/s^  4-  <7  (b-  — 

■"'). 

b'  —  a-  b'—n' 

On  voit  alors  que ,  dans  la  première  solution ,  x  ety  sont 
négatifs.  Dans  la  seconde  solution,  x  est  toujours  positif, 
car  on  a  Z>  \/s^  -h  q  (b^  —  a^)  '^  bs  ^  as.  Quant  à  la  valeur 
de  J,  on  trouve  qu'elle  est  positive,  nulle  ou  négative,  selon 
que  l'on  a  s^<^a^q^  s^=a'^q,  s^^a^q. 

3*^  Cas.  a^=^b.  La  première  solution  donne  pour  x  et  r 
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des  valeurs  inlîiiies  qui  iic  peuvent  pas  convenir  au  pro- 
blème. Dans  la  seconde  solution  ,  les  valeurs  des  inconnues 
se  présentent  sous  la  forme  -J.  Pour  obtenir  la  véii table 
solution  de  la  question  ,  il  suffit  d'introduire  dans  les  équa- 
tions proposées  fhypotbèse  a=zb-^  elles  deviennent 


s 

X  —  y  :=.  —       et       x''  — y^  :=■  ([ 
a 


on  en  déduit  x-\-y  =^ — •>  et,  par  suite 


s 


X  .-=  5      y  =z 

7.  as  2.  as 

Ces  valeurs  sont  toujours  réelles.  La  valeur  de  x  est  posi- 
tive; celle  de  j  est  positive,  nulle  ou  négative,  selon  que 
Von  3i  s^  <^a^ç^  s'^  =z  a^q^  s^^  a^q. 

On  aurait  pu  tirer  les-valeurs  de  x  et  dey  relatives  au 
cas  de  a  =  b  des  formules  générales  du  problème ,  en  exé- 
cutant des  transformations  semblables  à  celle  qui  a  été  em- 
ployée dans  le  n^  180;  mais  il  est  plus  simple  de  remonter 
aux  équations. 

Toute  la  discussion  que  nous  venons  d'établir  est  ré- 
sumée dans  le  tableau  suivant  : 


i""^  solution,  X  et  j  sont  positifs. 
,^  /.-^<«^,,r  est  positif. 

a^  b  (  I  '2^-  solution,  x  est  positif <  s-  =  a^'c/,  y  est  nul. 

(  i*  >  a-  (j,  X  est  négalii". 
s-  =  (f  («'^  —  i^)     Une  seule  solution,  x  et  y  sont  positifs, 
i"-  <  r/  [a^  —  b-)     Pas  de  solution. 


a   <  i 


1*'®  solution,  j:  et  J  sont  négatifs. 

/  S'  <  a-  q,  y  est  positif. 
•1^  solution.  X  est  positif )^  s'^  =  a- (f ,  y  e&t  nul. 

/  r  >>  a-q,  y  est  négatif. 


l  li^<.(i-q,y  est  positif. 

:i  z^  b  l .    Une  seule  solution,  x  est  positif.  7  5'  =  a-q,  y  est  nul. 

\  '  (  •^*>  «■'7j  J  est  négatif 

6*^  PROBLiiME.  —  Trouver  les  lernics  d'une  proportion 
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par  quotient  .jconnaissant  la  somme  a  des  extrêmes ,  la 
somme  h  des  mojens^  et  la  différence  &-  entre  la  somme 
des  carrés  des  deux  premiers  termes  et  la  somme  des  carres 
des  deux  autres. 

Désignons  par  x  elj  les  deux  termes  du  premier  rapport^ 
les  termes  du  second  rapport  seront  b  — j  et  «  —  x,  et  1  on 
devra  avoir  les  deux  équations 

X  {a  —  x)=  y  [b  —  j),        X'  H-  r'-'  —  («  —  ^y  — {h  —  ff  :=  s-. 

Ces  équations  se  réduisent  à 

x'^  —  j '^  —  ax  -{-  Of  =  o,      7. ax  -\-  1  by  zzz  ,y-  -f-  «^  4-  ^^ ; 

la  dernière  donne 

s'  4-  n''  H-  h'  —  inx 

en  substituant  cette  valeur  de  j^  dans  la  première  équation  , 
on  trouve,  après  quelques  réductions, 

(à'- —  b'')x- — a  (^2-4-  «^ —  ^-jx-f-K-v'  -h  la'^s^  -\-a''  —  b')  —  o. 

On  déduit  de  cette  équation 

__  a  [s'  -ha'—  b')±b  yV  —  {a' ~  b'Y 

X   — '— ;  ;     '.  1 

i(d''—b')  ' 

et  l'on  trouve  ensuite 


_  b  (r<-  —  b'  —  A-^)  zp  a  s/ s''  —  {a'—  b')' 

y   _    _  ______ 

Ces  valeurs  de  x  et  y  fournissent  les  deux  solutions  ci- 
après  : 

fa-.  = ^.iV^ "'      '"''  = H^^"^) 

__a  {s^^a^--b-)  —  b  ^Js^—{a-—b'-y  _   J,(^a^—l,i^s--)-ha)Js'—{a^—b-y 


a  'a^  —b- — s")-\-b  \/s*—{a- — //')'         ,  b  [U-— b--hs-)—a  \/5^— (<?•— /^- r 

"  ~  ^^ Iî^i^=:b^) '    *  ""^'  = ^ï^^h^-) 
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Discussion.  Supposons  «  ^ />.  Pour  que  les  valeurs  des 
inconnues  soient  réelles,  il  faut  que  ion  ait  S'^  a^^  —  è'% 
le  signe  ^  n'excluant  pas  l'égalité. 

La  première  solution  donne  des  valeurs  positives  pour  x 
et  h — j'^  mais  la  valeur  de  y  et  celle  de  a  —  x  sont  néga- 
tives ,  car  chacune  d'elles  est  formée  de  deux  parties  néga- 
tives. 

Dans  la  seconde  solution,  les  valeurs  de  x  et  de  y  sont 
toujours  positives.  En  ell'et,  le  radical  s! s''  —  (a-  —  b~Y 
étant  équivalent  à  \l{s'^  -{-  ar'  —  b^)  [s^  —  (cr  —  b')\  qui 
est  la  moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  quantités 
.v^  ■+•  a^  —  ^^,5^  —  (a^  —  Z>'^  ) ,  la  valeur  de  ce  radical  est  plus 
petite  que  s'^  ~\-  (ci^  —  Z>^  ) ,  et  plus  grande  que  s^ —  [a^  —  h^)  \ 
et  puisque  a  est  plus  grand  que  Z> ,  on  a 

a  (.y2  H-  a'  —  ^')  v>  ^  ^^''  ~  («''— !>*)'' 
et  a v^.v<  —  («2 _  biy  y.  bis-"  —  (a-"  —  b^)\ 

Quant  aux  valeurs  de  a  —  x  et  de  b — j^  pour  qu'elles 
soient  positives .  il  faut  que  l'on  ait 

b  sl?-~  [a^-Tb^Y  ^  a  [s'  —  (a'  —  b' )  ] 


et  a  \s'  —  {à'  —  b'  f  <  /;  (.y^  _i_  ^'^  —  è^ )  ; 

ces  deux  conditions  se  réduisent  l'une  et  l'autre  à  6"<^<^«--f-Z»* 
Si  l'on  a  s^  z=  a^  -\- b- ^  les  valeurs  de  «  —  x  et  de  b  — j^ 
dans  la  seconde  solution,  sont  nulles;  par  suite,  la  valeur 
de  X  se  réduit  à  r/ ,  et  celle  dej"  se  réduit  à  b. 

Quand  on  a  5-  =  «^  —  Z>^,  les  deux  solutions  ne  diffèrent 
pas  ;  on  a  X  =  rt ,  j=  o ,  a  —  x  =  o ,  b  — y  =  b. 

Quand  00  a  .^^  <^  a^  —  Z>%   le  problème  est  impossible. 

L'hypothèse  a<^b  conduit  à  des  conclusions  semblables 

à  celles  que  nous  avons  obtenues  en  supposant  a^b .^  si 

ce  n'est  que  tout  ce  que  nous  avons  dit  de  x  et  de  a  —  x 

s'applique  alors  à  y  et  à  b  — r,  et  vice  versa. 
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Quand  on  suppose  a  =:  h  ,\es  valeurs  des  inconnues  dans 
le  pn^mier  système  sont  infinies,  et  dans  le  second  sys- 
tème, elles  deviennent  indéterminées.  En  introduisant  cette 
hypothèse  dans  les  équations,  on  trouve  qu'elles  se  ré- 
duisent à 

[X  —  .y  j  ('^  +  J  —  n)  =z  o  ,     X  -{-  y  =: 


2  a 


La  seconde  équation  exige  que  x  -\-  y  —  a  ne  soit  pas 
zéro:  on  ne  peut  donc  satisfaire  à  la  première  qu'en  posant 
X  — y  =  o  ,  ou  X  =y  ^  on  en  conclut 

S^  -f-  2  fP  1  à-  —  s^ 

X  r= ; ,      a  —  X 


Il  resterait  à  chercher  quelle  interprétation  on  doit 
donner  aux  valeurs  négatives  des  inconnues  x  ^  j^.a  —  x  ^ 
b  —  y.  Mais  cette  recherche  est  sans  difficulté,  et  elle 
n'offre  que  peu  d'intérêt^  elle  acquerrait  plus  d'importance 
si ,  à  la  question  que  nous  nous  sommes  proposée ,  on  substi- 
tuait celle-ci,  qui  donne  les  mêmes  équations  :  Inscrire 
dans  un  rectangle  donné,  dont  les  côtés  sont  a  ei  b,  un 
second  rectangle  tel,  que  la  différence  des  carrés  de  ses 
côtés  soit  égale  à  un  carré  donné  s^. 

7*^  Problîîme.  —  Déternmier  les  côtés  d'un  triangle 
rectangle,  connaissant  son  périmètre  2p  et  sa  surf  ace  vo^ . 

Soient  X  et  y  les  côtés  de  l'angle  droit,  et  z  l'hypo- 
ténuse \  on  aura  les  trois  équations 

x-\-y-\-z^=iip^      xy  =  7.  w%      x'^  -h  j'^  =  S". 

Pour  résoudre  ces  équations,  on  prend  la  valeur  de  z  dans 
la  première  et  on  la  perte  dans  la  troisième ,  ce  qui  donne 

2/?'  —  ip[x  -\-  y)  +  xr  =  G  ; 

en  remplaçant  xj  par  inr^  on  a 

)P  —  p{x  +  /)  -\-nr-  —  o  , 
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d'où 

p'  -H  m' 

X  -f-  y  —  1 _  . 

P 

On  conclut  de  là ,  d'après  l'équation  x  -\-  y  -\-  z  =^  np  ^ 

/^-  —  nf- 

^  , 

P 

et ,  d'après  la  valeur  ci-dessus  de  x  -\-  y  et  l'équation 
xj  =  2  772^,  les  deux  autres  côtés  x  et  y  sont  les  deux  ra- 
cines de  l'équation 


p'  +  m^ 


ce  aui  doi 


qui  aonne 


p'-h  nï^  -{-sjp'  -h/n' 

—  6p^  m^ 

ip 

jo-  -H  t)P  —  \lp''  +  m'' 

—  <6p^  m" 

y 

Discussion.  La  valeur  de  z  est  toujours  réelle;  pour 
quelle  soit  positive,  il  faut  que  p'^^m^.  Pour  que  les 
valeurs  de  x  et  de j  soient  réelles,  il  faut  que  l'on  ait 

p''  -}- m''  —  6/>'w-^o, 

le  signe  ^  n'excluant  pas  l'égalité.  Ces  valeurs  ne  sont  ja- 
mais négatives  5  car,  dans  l'équation  d'où  elles  ont  été  tirées , 
le  terme  connu  est  positif,  etle  coefficientdu  second  terme  est 
négatif.  Les  deux  inégalités  ci-dessus  expriment  donc  toutes 
les  conditions  nécessaires  pour  la  possibilité  du  problème. 
Le  polynôme  p''  —  6p^m'^  -\-  m*  est  un  trinôme  du  se- 
cond degré  par  rapport  à  p^,  que  l'on  peut  décomposer  en 
deux  facteurs.  La  seconde  inégalité  devient  ainsi 

Pour  que  cette  condition  soit  remplie,  il  faut  que  les  deux 
facteurs  aient  le  même  signe.  On  doit  donc  avoir 

p-  ^  m^  (3  -f-  2  \h.  )  1        ou  bien        p'  <^  m- (3  —  2  y  2 ). 
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Mais,   d'après  la  condition  p^^ni^,  on   ne  peut  admettre 

que  Fînégalité* 

d'où  1  on  conclut 


p  >>  m  V  3  -^i\!i,        ou       p'^  m[\  H-  ^^2  )   (n"  19i)  • 

Lorsqu'on  a  /.>  =  m(i  -l-y/2y,  les  valeurs  de  x^y  et  z 
deviennent 

X  = —  =  //2  V  2  ,      f  =  f^i  V  ^'  5      2-  =z  2  ni . 

I  -h  v/2 

La  relation /j>  =  m  (i  -\-  sji')  détermine  ,  pour  chaque  va- 
leur de  m,  la  plus  petite  valeur  possible  de  p\  d'où  il  suit 
que,  parmi  tous  les  triangles  rectangles  qui  ont  une^  sur- 
face donnée  ni^  ^  celui  dont  le  périmètre  est  le  plus  petit 
est  celui  qui  satisfait  à  cette  relation  :  et  puisque  l'on  a 
X  =y,  ce  triangle  est  isocèle. 

I^a  condition  p  ^  m  (^i  -\-  \l 7.)  peut  s'écrire 

m  <^ •)       ou        m  <[  p  (v/2  —  I )  ' 

I   +  V2 

On  en  conclut  alors  que ,  parmi  tous  les  triangles  rectan- 
gles de.mème  périmètre  ip  ,  celui  qui  a  la  plus  grande  sur- 
face est  le  triangle  isocèle  .  lequel  est  équivalent  au  carré 

dont  le  côté  est  p  {\li  —  1). 

8*^  Problème.  —  Trousser  deux  nombres  xety^  connais- 
sant leur  produit  b  et  la  somme  a  de  leurs  carrés. 

Les  équations  du  problème  sont 

.r^  -\-  y"^  :==  n        xy  =z  h . 

On  peut  éliminer  y  entre  ces  deux  équations,  en  prenant 
la  valeur  de  j  dans  la  seconde  et  la  substituant  dans  la  pre- 
mière. On  peut  aussi  remarquer  que  l'équation  xy  =  h  don- 
nant x"^  )'^  =  h^^  on  connaît  la  somme  et  le  produit  des  deux 
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quantités  .r^  et  )  %  de  sorte  qu'on  pourrait  former  immé- 
diatement une  équation  du  second  degré  dont  les  racines 
donneraient  les  valeurs  de  ces  quantités 5  mais  les  calculs 
sont  plus  simples  par  le  procédé  suivant. 

En  ajoutant  et  en  retranchant  les  deux  équations,  membre 
à  membre,  après  avoir  multiplié  les  deux  membres  de  la 
seconde  par  2  ,  on  obtient  ^ 

(.r  -I-  jY  :=  a  -^  lb  ,         [x  —  yY  ■=:  a  —  2,  /;  ; 
donc 

.r  -t-  j-  =  dz  v/«  4-  2  ^ ,        X  —  y  =■  zh.  \n  —  2.  A. 

Ces  deux  dernières  équations  donnent 


zb  y/rt  +  2  />  zt  \/a  —  ih 


•) 


■àz  \^  a  -\-  1  b  zç.  s]  a  —  ib 

^  = y—^ 

Cliaquc  radical  doit  avoir  à  la  fois ,  dans  les  valeurs  des 
deux  inconnues,  le  signe  supérieur  ou  le  signe  inférieur; 
de  sorte  qu'en  désignant  le  premier  radical  par  2  yA  et  le 
second  par  2  vB,  on  a  ces  cpatre  solutions  : 

^„_    j   X  zzz  +  v/Â  4-  v'B,  ^.,^    ia:^-fK-  /B  , 

\  y=  -^sJa  —  v/B  ;  \  r  =  —  y/Â  -I-  v/b  ; 

■     3„     i  'i'  --=  ^  s/a—  s/b,  (  X  =  —  sJ'a  -h  v'B, 

1  .r  ==  4-  v/Â  +  v/B  ;  t  j  =  -  s/Â  —  v/B. 

Les  deux  dernières  solutions  ne  diffèrent  pas  des  deux 
premières  :  ainsi  on  n'en  a  réellement  que  deux.  On  pouvait 
d'ailleurs  prévoir,  par  la  forme  des  équations,  que  Ton  au- 
rait deux  solutions ,  dont  l'une  se  déduirait  de  l'autre  en 
changeant  les  signes  des  valeurs  de  x  et  dey,  puisque  ces 
équations  restent  les  mêmes  quand  on  change  x  en  — .r 
et  y  en  —  )  . 
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Quand  on  emploie,  pour  résoudre  ce  problème  ,  Tune 
des  deux  méthodes  que  nous  avons  d'abord  indiquées  ,  il  y 
a  des  radicaux  superposés  dans  les  valeurs  de  x  et  de  y^ 
et  il  faut  appliquer  la  réduction  qui  a  été  enseignée  dans 
le  n«  191. 

9*^  Problème.  —  On  donne  la  somme  a  de  deux  nombres 
et  la  somme  b  de  leurs  quatrièmes  puissances  ^  tromper  ces 
nombres. 

Les  équations  du  problème  sont 

(])  x+y—a,  •    (2)  x-'-\-y"=zb. 

En  prenant  dans  la  première  équation  la  valeur  de  y  en 
fonction  de  x^  et  la  substituant  dans  la  seconde  équation, 
on  parvient  à  une  équation  complète  du  quatrième  degré  ; 
mais  on  peut  obtenir  une  équation  plus  simple.  A  cet  effet, 
on  élève  à  la  quatrième  puissance  les  deux  membres  de 
l'équation  (i),  ce  qui  donne 

.r^  H-  4  ^^y  +  6  x'^y'''  H-  4  ^f^  -r-  y''  =  fi^ , 

Remplaçant  x''  -\-  y'"  par  h  ,  et  mettant  xy  en  facteur  com- 
mun, il  vient 

(3)  'Tcy  (4^'  -\-&3cy  -\-  47')  =^  «^  —  b. 

L'équation  (i)  donne  aussi,  en  élevant  les  deux  membres 
au  carré , 

x"^  -\-  y-  -=:  a^  —  2  xy  ; 

et  en  remplaçant,  dans  l'équation  (3),  4 -^^ -+- 4/^  pai" 
4  a^  —  8  :r/,  on  parvient  à  l'équation 

xy  (4  «'  —  2  xy)  =  a'  —  i-,      d'où     ,xy  :irr  <7-  it  y  y  («*  -f-  b). 

Les  valeurs  de  x  et  de  r  sont  donc  les  racines  de  l'équation 

X^  —  «X  +  rt^zfc  sl\  [a'  H-  b)  :z^  o. 


En  prenant  le  signe  -}-  devant  le  radical  y^  (a''  H-  />),  on 
n'obtient  que  des  racines  imaginaires.  Quand  on  prend  le 
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signe  —  5  la  nature  des  racines  dépend  des  valeurs  de  a  et 
àeb. 

La  résolution  du  problème  dont  nous  venons  de  nous  oc- 
cuper peut  aussi  être  effectuée  comme  il  suit. 

Si  l'on  considère  le  produit  xy  comme  une  inconnue 
auxiliaire  représentée  par  2,  les  valeurs  de  x  et  àcy  seront 
les  racines  de  l'équation 

X^  —  rtX  -}-  z  =  o , 

de  sorte  que  l'on  aura 


En  substituant  ces  valeurs  de  x  et  de  j  dans  l'équation  (.>.), 
on  obtient  une  équation  semblable  à  celle  qu'on  a  précédem- 
ment  résolue,  si  ce  n'est  que  xy  est  remplacé  par  z. 

On  peut  encore  poser  ,r  — y  =zl\  on  tire  de  cette  rela=^ 
tion,  jointe  à  Féquation  x  -\-  y  ^=i  a^ 

a  -\-  t  a  —  t 


En  substituant  ces  valeurs  de  x  et  de  y  dans  l'équation 
x^  -^y'*  =^  h^  et  réduisant,  on  obtient  l'équation 

cette  équation  se  résout  par  les  règles  qui  ont  été  précédem- 
ment expliquées  (n*'  189). 

10*^  Problème.  —  Si  au  produit  de  deux  nomhreè  on 
ajoute  m  fois  leur  somme,  on  obtient  un  notnbre  donné  a  ; 
et  si  à  la  somme  des  carrés  de  ces  mêmes  nombres  on 
ajoute  n  fois  leur  somme ,  on  obtient  un  autre  nombre 
donné  h.  Trousser  ces  deux  nombres. 

Soient  X  et  y  les  nombres  demandés  \  on  a  les  deux  équa- 
tions 

xy  H-  m  {x  -|-  y)  =,  a^        x^  -^  y^  ~\~  n  (x  H-  7)  =  ^. 
5*^  édit.  1 3 
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En  ajoutant  ces  équations,  après  avoir  multiplié  les  deux 

membres  de  la  première  par  2  ,  on  obtient 

(jc  -{-  xY  -\-  (2  m  -^  n)  (x  -+-  f)  z=  2.  a  -\~  b . 

Cette  équation  fait  connaître  la  valeur  de  x  -\-j'^  on  en 
conclut  celle  de  ocy,  et  on  trouve  celles  de  x  et  dejr  par  une 
équation  du  second  degré. 

On  voit ,  dans  ce  problème  et  dans  le  précédent ,  commen  t 
on  peut  quelquefois  réussir  à  ramener  au  second  degré,  par 
des  artifices  de  calcul ,  ou  par  un  choix  convenable  d'incon- 
nues, une  question  qui ,  parles  méthodes  ordinaires  ,  con- 
duit à  une  équation  de  degré  plus  élevé. 

Il®  Problème.  —  Une  personne  possède  i3  000  francs, 
quelle  partage  en  deux  parties  inégales ,  dont  elle  tire 
des  revenus  égaux  j  si  elle  faisait  valoir  la  première  partie 
au  taux  de  la  seconde ,  elle  en  retirerait  un  revenu  de 
Z60  francs j  et  si  la  seconde  partie  était  placée  au  taux  de 
la  première,  elle  produirait  un  revenu  de  ^^o  francs. 
Trouver  les  deux  taux,  (Réponse  ;  7  pour  100  et  6  pour  100.) 

12*^  Problème.  —  Les  trois  arêtes  d'un  parallélipipède 
rectangle  sont  entre  elles  comme  o.  \  Z  *,  ^'^  et  si  ces  arêtes 
augmentaient  respectivement  de  1  mètre,  2  mètres,  3  mè- 
tres,  le  volume  du  coj'ps  augmenterait  de  i53  mètres 
cubes.  Déterminer  les  longueurs  des  arêtes.  (Réponse  : 
3  mètres,  4  mètres  7,  6  mètres.) 

i3®  Problème.  —  Trouver  trois  nombres  tels,  que  les 
produits  de  chacun  d'eux  par  la  somme  des  deux  autres 
soient  20,  18  et  14.  (Réponse  :  4?  3,  2.) 

i4^  Problème.  —  Un  nombre  est  composé  de  trois  cliij- 
fres.  Te  carré  du  chiure  des  dizaines  est  égal  au  produit 
des  chiffres  extrêmes  ^  augmenté  de  4;  l^  différence  entre 
le  double  du  chiffre  des  dizaines  et  celui  des  unités  est 
égale  au  chiffre  des  centaines^  et  quand  on  écrit  les  chiffres 
de  ce  nombre  dans  un  ordre  inverse,  on  obtient  un  second 


CHAPITRE  SIXIÈME.  igS 

nombre  qui,  retranché  du  premier,  donne  pour  reste  890 
augmenté  du  chiffre  des  dizaines  commun  à  ces  deux 
nombres.  Trouver  ce  nombre.  (Réponse  :  864.) 

i5®  Problème. — Quatre  nombres  sont  en  proportion  par 
quotient j  la  somme  des  extrêmes  est  i4^  celle  des  moyens 
est  II,  et  la  somme  des  quatrièmes  puissances  des  quatre 
termes  est  24929.  Trouver  ces  quatre  nombres.  (Réponse  : 
12,  8,  3,  2.) 

16*^  Problème.  —  Trouver  les  côtés  xetj,  zetl  de  deux 
rectangles  dont  on  connaît  la  somme  q  des  surfaces ,  la 
somme  a  des  hases,  et  dont  les  surfaces  deviennent  p  et  p', 
quand  à  la  base  de  chacun  d'eux  on  donne  la  hatiteur  de 
Vautre.  (En  mettant  dans  les  formules  les  données  sui- 
vantes :  q  =  io^  a  =  3,  p  =  4.,  p'  =  4 1  on  trouvera  ces 
deux  solutions  :  j?  =  i ,  j^  =  2,  2  =  2,  t  =  4^  et  x  =  2, 
y=z  4,z  =  i,t  =  2.)      < 

17®  Problème.  —  Partager  les  deux  nombres  sl  eth  cha- 
cun en  deux  parties ,  de  manière  que  la  somme  des  carrés 
d'une  partie  de  a  et  d'une  partie  de  b  soit  égale  à  un 
nombre  donné  p,  et  que  la  somme  des  carrés  des  deux 
autres  parties  de  a.et  deh  soit  égale  à  un  nombre  donné  q. 
(En  mettant  dans  les  formules  les  données  a  =:  y,  b  =  1 1, 
p  =  i3,  <7  =  89,  on  trouvera  que  les  parties  clierchées  sont 
2,  5,  3  et  8.) 

18^  Problème.  —  Trouver  un  nombre  telj  que  son  carré 
soit  au  produit  des  différences  de  ce  nombre  à  deux  nom- 
bres donnés  a  e^t  b  dans  le  rapport  ^e  p  à  q.  (En  mettant 
dans  la  formule  les  données  a  =  3,  b  :=  2,  p  =1'^^  q  =z  i, 
on  trouvera   pour  le  nombre  demandé  les  deux  valeurs 

r     ^ 
0  e    -< 

t  2 


i3. 
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Des  questions  de  maximum  et  de  minimum  que  l'on 
peut  faire  dépendre  des  équations  du  second  degré. 

198.  On  dit  qu'une  quantité  variable  devient  maximum, 
quand  elle  atteint  une  valeur  au  delà  de  laquelle  elle  ne 
peut  pas  croître^  et  qu'elle  est  minimum, ,  quand  elle  at- 
teint une  valeur  au-dessous  de  laquelle  elle  ne  peut  pas 
décroître.  Ainsi,  suivant  ce  que  l'on  a  vu  dans  le  n^  188, 
le  produit  de  deux  nombres  dont  la  somme  est  constante, 
est  maximum  quand  les  deux  nombres  sont  égaux. 

Cette  proposition  peut  être  étendue  à  un  produit  d'un 
nombre  quelconque  de  facteurs  ^  c'est-à-dire  que  le  produit 
de  m  nombies  a  ,  b ,  c  ,  d ,  etc.,  dont  la  somme  doit  rester 
constante ,  est  maximum  quand  ces  nombies  sont  égaux. 

Pour  le  démontrer,  supposons  qu'on  ait  formé  le  pro- 
duit maximum  ^  si  deux  des  facteurs ,  «  et  Z> ,  sont  inégaux , 
on  n'altérera  pas  la  somme  en  remplaçant  chacun  de  ces 

deux  facteurs  par  leur  demi-somme ^    mais ,  puisque 

(a  -h  b\  .(a  -\-  b\  j 

[ —  I  1 ^  an  ^  on  aura  aussi 

i—-)\^-^)cd...>abcd.... 

Le  produit  maximum  ne  peut  donc  être  que   celui  dont 
tous  les  facteurs  sont  égaux. 

199.  La  proposition  qui  vient  d'être  établie  «-onduit  à 
cette  autre  :  La  somme  de  m  nombres  a ,  b,  c  ,  d ,  etc. ,  qui 
doivent  donner  un  produit  constant ,  est  minimum  quand 
ces  nombres  sont  égaux.  Car,  en  nommant  P  la  valeur 
constante  du  produit  des  m  nombres,  S  la  somme  de  ces 
nombres  quand  ils  sont  égaux  ,  et  S'  un  nombre  moindre 
que  S,  le  plus  grand  produit  de  m  nombres  donnant  une 
somme   égale  à  S',  sera  celui  qu'on  obtiendra  quand  les 
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iacteurs  seront  égaux,  et  il  sera  moindre  que  le  produit  P 
des  m  nombres  égaux  dont  la  somme  est  S  :  il  est  donc 
impossible  d'obtenir  une  somme  &  <^S  avec  m  nombres 
dont  le  produit  est  P. 

200.  Considérons  le  trinôme  du  second  degré 

X'  ■+-  px  -{-  q. 

On  a  vu  que,  lorsque  les  racines  de  l'équation  x^-\-px-{-ç=:zo 
sont  imaginaires,  le  trinôme  proposé  est  minimum  pour 
x=  —  Lp  (nM86). 

Supposons  que  l'équation  x^  -h  px  -\-  g  =z  o  ait  deux  ra- 
cines réelles  et  inégales  ^  nommons-les  x'  et  x"^  et  soit 
x'  <^  x'^'^  on  a  alors 

X-  -f-  px  -\-  q,=z  Çx  —  x')  {x  —  x") . 

Pour  les  valeurs  de  x  plus  grandes  que  x"^  la  valeur  du  tri- 
nôme x^  -\-  px  -h  q  est  positive  ;  et  lorsque  x  augmente  de- 
puis od'  jusqu'à  -h  00  ,  la  valeur  du  trinôme  augmente  de- 
puis zéro  jusqu'à  +  oo  .  Pour  les  valeurs  de  x  plus  petites 
que  x' ^  les  deux  facteurs  x  —  x'  et  x  —  x"  sont  négatifs  5 
donc  leur  produit  est  positif.  Si  l'on  change  les  signes  de  ces 
facteurs,  ils  sont  x'  —  x  et  x"  —  x-^  et  quand  :r  décroît 
depuis  x'  jusqu'à  —  00  ,  leurs  valeurs  augmentent  jusqu'à 
-h  QO  .  Donc  la  valeur  du  trinôme  augmente  depuis  zéro 
jusqu'à  H-  co  , 

Quand  la  valeur  dexest  comprise  entre x'etx^',  le  premier 
facteur  est  positif  et  l'autre  est  négatif  j  donc  le  produit  est 
négatif.  On  peut  écrire  ce  produit  ainsi  : 

—  {x  —  x')  [x"  —  x) . 

La  valeur  de  x  restant  comprise  entre  x'  et  x" ^  les  deux 
facteurs  x — x'  et  x"  —  x  sont  positifs,  et  leur  somme 
est  constante  et  égale  à  x"  ■—  x'  •■,  la  valeur  absolue  du  pro- 
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duil  est  donc  niAximum  quand  les  deux  facteurs  sont  égaux. 

On  a  alors 

X  =  et     x'^  -{-  px  -i-  g  =z ; • 

2  '        ^  4 

La  valeur  —  j  {oc"  —  x'Y  est  un  minimum ,  puisqu'elle  est 
négative  et  surpasse  en  valeur  absolue  toutes  les  autres  va- 
leurs négatives  du  trinôme. 

On  parvient  à  la  même  conclusion ,  en  écrivant  le  tri- 
nôme x^  H-  px  -h  <7  de  cette  manière  : 

Lorsque  la  valeur  de  a:  H-  {  ;?  est  comprise  entre  —  s  \p'^  —  q 
et-|-^lp2  —  ^^  j^  quantité  ci-dessus  est  négative,  et  elle 
a  la  plus  grande  valeur  absolue  quand  la  partie  positive 
[x  -\-\  pY  est  nulle  ,  c'est-à-dire  quand  x  =  —  jp  ;  elle 
est  alors  —  (-^  p^  —  </).  Ces  résultats  ne  diffèrent  pas  des 
précédents  ;  car  —  j/?  est  la  demi-somme  des  racines  x'  et  x"^ 
et  i'-p^  —  q)  est  le  carré  de  la  moitié  de  leur  différence. 

201.  On  peut  résoudre  plusieurs  autres  questions  de 
maximum  ou  de  minimum ,  à  l'aide  des  principes  qui  ont 
été  exposés  dans  ce  chapitre.  A  cet  effet ,  on  suppose  que 
l 'expression  dont  on  veut  trouver  le  maximum  ou  le  mini- 
mum doive  prendre  une  valeur  déterminée ,  et  l'on  cherche 
les  conditions  nécessaires  pour  que  cette  supposition  con- 
duise à  des  valeurs  réelles  de  l'inconnue,  ou  des  incon- 
nues contenues  dans  l'expression  proposée  ,  et  pour  que 
ces  valeurs  soient  positives  ,  si  la  question  l'exige  :  le  maxi- 
mum ou  le  minimum  demandé  résulte  de  ces  conditions. 
Si  l'on  demande ,  par  exemple ,  quel  est ,  parmi  tous  les 
triangles  rectangles  qui  ont  une  surface  donnée  m^^  celui 
dont  le  périmètre  est  minimum,  on  supposera  que  le  péri- 
mèlre  soit  donné  ;  la  question   deviendra  le  problème  7^ 
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(page  188)  ,  par  lequel  on  a  vu  que  le  périmètre  minimum 
est  celui  du  triangle  isocèle ,  et  que  sa  valeur  est  m  (y/2  —  i)* 

202.  On  parvient,  de  cette  manière,  à  trouver  les  va- 
leurs maximum  et  minimum  de  toutes  les  fonctions  de 
cette  forme 

ax"^  -\-  bx  -\-  c 


a  x"  -\-h'  x-^  c' 


(0 

Si  l'on  pose 

ax"^  -\-  hx-\-  c    

^^^  a'x-'^h'x^c'  ~  ^' 

cette  équation  fera  connaître  les  valeurs  de  x  pour 
chaque  valeur  de  j,  et  il  faudra  que  la  valeur  de  y  soit 
telle,  que  l'on  obtienne  des  valeurs  réelles  de  x.  En  chas- 
sant les  dénominateurs  et  réduisant,  on  a 

(3)  (a  —  a' y)  x"" -^  (b  —  b'y)  x  -\-  c  —  c'y  =  o. 
La  condition  de  réailité  des  valeurs  de  x  est 

(4)  {b-b'yy-^{a-ay){r-cy)>o;     . 

le  signe  >>  n'excluant  pas  l'égalité. 

En  réduisant  le  premier  membre  de  cette  inégalité ,  on  a 
une  quantité  de  cette  forme  ,  nj^  -\-py  -h  ç^  n  pouvant  être 
positif,  négatif  ou  nul^  et  il  peut  arriver  que  l'inégalité  soit 
satisfaite  par  toutes  les  valeurs  de  j^,  ou  qu'elle  ne  comporte 
que  des  valeurs  àej  comprises  dans  de  certaines  limites.  Dans, 
le  premier  cas,  la  fraction  proposée  pourra  prendre  toutes  les 
valeurs  possibles^  dans  le  second  cas,  cette  fraction  aura  pour 
maximum  la  limite  supérieure  des  valeurs  dey,  et  elle  aura 
pour  minimum  la  limite  inférieure  de  ces  valeurs.  JNous 
ne  nous  arrêterons  pas  à  discuter  d'une  manière  générale 
les  ditïérentes  circonstances  que  pourra  présenter  l'inéga- 
lité (4),  parce  que  l'on  doit  opérer  directement  sur  chaque 
exemple.  Quand  le  coefficient  n  de  y'  n'est  pas  nul,  dans 
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Tinégalitc  (4)^  on  détermine  les  limites  des  valeurs  de  y, 
qui  vérifient  cette  inégalité ,  comme  cela  a  été  expliqué  dans 
le  n^^  186. 

19''  Problîîme. — Partager  un  nombre  donné  2  a  en  deux 
parties  telles,  que  la  somme  de  leurs  carrés  soit  minimum. 

En  désignant  les  deux  parties  par  x  et/,  on  a 

X'  -\~  y^z=  [x  -h  yY  —  2  .2;j  =  4  rt'  —  2  Xf. 

11  suit  de  là  que  la  somme  x^  -hy'^  sera  minimum  quand  le 
produit  xy  sera  maximum;  par  conséquent,  pour  x  =J, 
celte  somme  sera  d'autant  plus  grande  que  le  produit  xy 
sera  plus  petit,  et  elle  sera  la  plus  grande  possible,  en 
n'admettant  point  de  valeurs  négatives  pour  x  et j^,  quand 
une  des  parties  sera  zéro. 

20*^  Probljeme.  —  Partager  un  nombre  donné  en  deux 
parties,  de  telle  sorte  que  la  somme  des  deux  quotients 
quon  obtiendra  en  divisant  chacune  des  deux  parties 
par  l'autre,  soit  minimum. 

Nommons  x  et  y  les  deux  parties.  On  aura  à  chercher 
le  minimum  de 

X         Y 
-  +  -• 

J       .r 

Or,  le  produit  des  deux  parties  de  cette  somme  étant  con- 
stant, la  somme  est  minimum  quand  les  deux  parties  sont 
égales^  d'où  Ton  conclut  x  =  y.  Il  faudra  donc  partager  le 
nombre  donné  en  deux  parties  égales. 

La  somme  proposée  peut  être  rendue  aussi  grande  <|u'on 
lèvent,  puisqu'on  peut  prendre  une  des  parties  x  et  y 
au§si  petite  qu'on  le  veut. 

2  1*^  Problîzme.  —  Trouver  le  maximum  'et  le  minimum 

'tir                       ^  —  4 
de  la  fraction  -~- t^ ^r- 

En  représentant  par  }   une  val(  ur  quelconque  de  la  frac- 
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«ion  proposée  ,  on  a  réquation 

— =  y  •      d'où     yx'  —  (3  j  -f  1  )  a;  —  3 j  -+-  4  =  o, 

x^  —  5  X  —  0 

Pour  qu'elle  donne  des  valeurs  réelles  de  Jt ,  il  faut  que 

(3/ +1)-  — 4/(4  —  3/)  >  o,     ou     2ij^— ioj~M>o, 

et,  en  décomposant  en  facteurs  le  premier  membre  de  l'i- 
négalité .^ 

2'(/-i)  (/-t)>o; 

d'où  Ton  conclut 

/>!»       ou      J<7, 

le  signe  d'inégalité  n'excluant  pas  d'ailleurs  l'égalité. 

Il  résulte  de  là  que  la  fraction  proposée  peut  prendre 
toutes  les  valeurs  comprises  entre  —  00  et  -^ ,  et  toutes  les 
valeurs  comprises  entre  ^  et  -f-  00  ;  et  qu'elle  ne  peut  ac- 
quérir aucune  valeur  comprise  entre  \  ç\.\.  \  est  le  maxi- 
mum des  valeurs  comprises  entre  cette  limite  et  —  co  ,  et 
\  est  le  minimum  des  valeurs  comprises  entre  cette  limite 
et  H-  oc  . 

Si  l'on  veut  obtenir  les  valeurs  de  x^  correspondantes  à 
ces  deux  limites ,  on  remarquera  que ,  pour  y  =  ^  et  pour 
V  =  ^  ,  les  racines  de  l'équation  entre  x  et  y  sont  égales^ 
d'où  il  suit  que  chacune  d'elles  est  la  moitié  de  leur  somme, 

3  Y  — |—  i  . 

ou En  faisant,  dans  celte  expression,  y  =r-J,  on 

iy 

trouve  X  =  5,  et  en  faisant  y  z=.'-^  on  trouve  x  =  3. 

22*^  Problème.  —  Quel  est  ^  parmi  tous  les  rectangles 
que  Von  peut  inscrire  dans  un  triangle  donné ,  celui  dont 
la  surjace  est  maximum?  (Réponse  :  celui  dont  la  hauteur 
est  la  moitié  de  la  hauteur  du  triangle.) 

23*"  ProblilMe.  —  Quel  est  ^  parmi  tous  les  triangles 
rectangles  de  même  périmètre ,  celui  qui  jouit  de  cette 
propriété  que  la  perpendiculaire  abaissée  du  somnwt  de 
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V angle  droÎL  sur  V hypoténuse  est  maximum?  (Réponse  : 

le  triangle  isocèle.) 

24^  Problème.  —  Trouver  la  limite  supérieure  des  va- 

A   (j;  _L.    2) 

leurs  positives  que  peut  prendre  la  fraction  j — ^ ^ -t 

en  supposant  i"  que  x  peut  recevoir  des  valeurs  négatives  :, 
1^  que  X  ne  peut  recevoir  que  des  valeurs  positives.  (Dans 
le  premier  cas ,  la  limite  cherchée  est  i ,  et  elle  répond  à 
X  =  —  ^5  dans  le  second  cas ,  la  limite  cherchée  est  \  ,  et 
elle  répond  à  x  =  o.) 

aS^  Problème.  —  Trouver  les  limites  des  valeurs  posi- 

oc  —4—  2 

tives  que  peut  prendre  la  fraction  — 5 — ~ —  quand  on 

n  attribue  à  x  que  des  valeurs  positives.  (Réponse  :  +  oc 
pour  X  =  1  et  X  =  2,  et  zéro  pour  x  =  00  .  ) 

26^  Problème.  —   Trouver  les  limites  des  valeurs  posi- 

2  oc  — —  1 

tives  que  peut  prendre  la  fraction  — '— ->  quand  on  n  at- 
tribue à  X  que  des  valeurs  positives.  (Réponse  :  zéro  et  00  .) 
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des  expressions  imaginaires.  résolution  generale  de 
l'Équation  du  troisième  degré. 


Réduction  des  expressions   imaginaires   du   second 

degré  à  la  forme  a  -f-  ê  \/ —  i .  Module.  Addition ^ 
soustraction ,  multiplication  y  di\>ision  des  expres- 
sions de  la  forme  a  +  ê  y  —  '  • 

Î203.  Quoique  rindication  de  la  racine  carrée  d'une  quan- 
tité négative  ne  soit  que  le  symbole  d'une  opération  im- 
possible, cependant  les  algébristes  mettent  ces  sortes  de 
racines  au  rang  des  quantités,  et  ils  les  emploient  fré- 
quemment dans  leurs  calculs  au  moyen  d'un  petit  nombre 
de  conventions. 

Soit  ê  une  quantité  réelle  quelconque-,  les  racines  carrées 

de  la  quantité  négative  —  ê^  seront  exprimées  par  db  y/ —  ê^. 
Mais  la  quantité  négative  —  ê^  étant  le  produit  de  ê^  par 
—  I ,  si  l'on  suppose  que  les  racines  carrées  de  ce  produit 
peuvent  être  formées,  comme  dans  le  cas  où  les  facteurs 
sont  positifs ,  en  multipliant  entre  elles  les  racines  carrées 
des  facteurs ,  les  racines  carrées  de  —  ê^  seront  exprimées 
par  d=  ê  y —  i .  On  peut  donc  convenir  que  les  expressions 
dz  V —  ê^  et  zh  ê  y —  i  seront  regardées  comme  équiva- 
lentes^ de  cette  manière  on  n'a  plus  à  considérer  dans  les 
calculs  d'autre  radical  imaginaire  que  y —  i  • 

Lorsque  les  racines  d'une  équation  complète  du  second 
degré  sont  imaginaires,  elles  sont  de  cette  forme 

r  =  a  ±:  y^—  g%      on     a;  —  a  ±:  ê  y^"^ . 
On  donne  généralement  le  nom  à  expression  imaginaire  à 
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toute  expression  qui  n'est  susceptible  d'aucune  valeur  réelle 

positive  ou  négative.  Mais  les  expressions  imaginaires  telles 

que  a  zh  ê  y —  i  sont  les  seules  qu'on  emploie  dans  les  cal- 
culs algébriques  ;  et  lorsque  nous  nous  servirons  de  la  dé- 
nomination d'expression  imaginaire,  on  devra  entendre 
qu'il  s'agit  d'une  expression  de  cette  forme. 

Lorsque  le  coefficient  ê  de  v —  i  devient  nul ,  le  terme 
6  V —  I  est  regardé  comme  réduit  à  zéro.  Par  cette  conven- 
tion ,  l'expression  a  d=  ê  y —  i  se  réduit  à  la  quantité  réelle 
a^  de  sorte  que  les  expressions  imaginaires  comprennent 
comme  cas  particulier  les  quantités  réelles. 

Il  est  évident  que,  pour  que  deux  expressions  imaginaires 
soient  égales ,  il  faut  et  il  suffit  qu'il  y  ait  égalité  entre  les 
parties  réelles  de  ces  expressions ,  et  entre  les  coefficients  de 

V —  I .  Ainsi ,  une  équation  entre  des  quantités  imaginaires 
est  la  représentation  symbolique  de  deux  équations  entre 
des  quantités  réelles.  Par  exemple,  l'équation 

a  +  6  y/— I  =  7 -H  ^  V^— I 
représente  à  la  fois  les  deux  équations  réelles 

a  =  7,      ê  =  (î. 

On  dit  que  deux  expressions  imaginaires  sont  conjuguées 
quand  elles  ne  diffèrent  que  par  le  signe  du  coefficient  de 

y/ —  i ,  comme 

a -+- ê  \/ — I       et      a  —  6  y — i. 

204.  On  applique  aux  expressions  imaginaires  les  règles 
ordinaires  du  calcul ,  en  observant  que ,  lorsque  l'on  a  à 
multiplier  le  symbole  \l — i  par  lui-même,  il  faut  ad- 
mettre, d'après  la  signification  du  signe  y  ,  que  le  pro- 
duit est  —  I . 

En  considérant  seulement  deux  expressions  imaginaires, 
la  somme,  la  différence  et  le  produit  de  ces  expressions  se 
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formeront  comme  on  le  voit  dans  les  égalités  ci-dessous  : 

(a  +  g  V^^^)  -h  {y -h  S  \/~)  =  a  4-  7  H-  (S  +  ^)  v/^  , 
(a  +  S  \/^^i)  —  {y -h  S  v/~}  =::  a  —  7  +  (g  —  (î)  V^^T, 
(a  -^  g  v/— ^)  (7  +  «^  V'— ^)  =  a7  —  g(î  +  (a'î  -H  g7)  y/^ . 
En  ajoutant  les  expressions  conjuguées 

a  -4-  g  y/ —  I  ,      a  —  g  V —  I  , 

on  obtient  une  quantité  réelle  2a;  le  produit  des  mêmes 
expressions  est  aussi  une  quantité  réelle  «^  +  ê^. 

La  valeur   absolue  de  la  racine  carrée  de  la  quantité 
«^  -+-  ê^  est  ce  qu'on  nomme  le  module  de  cliacunc  des 

expressions  a  -\-  ë  \/ —  i ,  a  —  ê  y —  i  •  H  sui/t  de  cette  défi- 
nition que  le  module  d'une  quantité  réelle  est  la  valeur 
absolue  de  cette  quantité. 

Pour  que  le  module  '\a^'  -+-  ê^   soit  nul ,  il  faut  qu'on 
ait  en  même  temps  a  =  o ,  Q  =  o'^  dans  ce  cas ,  l'expression 

a-h  ^  V —  I  devient  zéro.  Réciproquement,  pour  que  l'ex- 
pression a  -h  ê  V —  I  soit  nulle,  il  faut  que  son  module  soit 
nul,  puisque  l'on  doit  avoir  a  =  o  et  G  =  o. 

L'égalité  de  deux  expressions  imaginaires  entraîne  l'éga- 
îité  de  leurs  modules^  mais  la  réciproque  n'est  pas  vraie. 

205.   Le  module  de  l'expression  imaginaire  qu'on  a  ob- 
tenue en  multipliant  a  H-  ê  y —  i  par  y  -\-  â  \ —  i ,  est 

Or  on  a 

(ay  —  ^§y  H-  (a^  -h  SyY  —  (a'  4-  g')  (7^  +  S-'). 

Le  module  ci-dessus  est  donc  égal  à  \/(a^7h  6^)  (y^  +  c^^^)", 
ce  qui  revient  à 

Il  snit  de  là  que  ie  module  du  produit  de  deux  facteurs 
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imaginaires  est  égal  au  produit  des  modules  des  deux  fac- 
teurs; d'où  l'on  conclut  que  le  module  du  produit  d'un 
nombre  quelconque  de  facteurs  imaginaires  est  égal  au 
produit  des  modules  des  facteurs  (*). 

Pour  qu'un  produit  de  plusieurs  facteurs  imaginaires 
soit  nul,  il  faut  et  il  suffît  que  le  module  de  ce  produit  soit 
nul  (n^  204).  Or,  ce  module  étant  le  produit  des  modules 
des  facteurs  imaginaires,  qui  sont  des  quantités  réelles,  il 
ne  peut  être  nul  qu'autant  que  le  module  de  l'un  des  fac- 
teurs est  zéro,  ce  qui  exige  que  Fun  des  facteurs  imagi- 
naires soit  nul.  Donc ,  pour  quun  produit  de  facteurs 
imaginaires  soit  nul,  il  faut  et  il  suffit  que  l'un  des  fac- 
teurs soit  nul. 

i06.  En  formant,  par  des  multiplications  successives, 
les  puissances  de  y —  i,  on  trouve  d'abord 

La  puissance  quatrième  étant  -h  i ,  si  l'on  formait  les  puis- 
sances  supérieures  ,   on    retrouverait    périodiquement  les 


(*)  D'après  l'égalité  (a-  -h  S-)  (y'  -+-  S^)  =  (ay  —  6(?)^  -+-  (a<?  -h  6-/)%  le 
produit  de  deux  nombres  qui  sont  chacun  la  somme  de  deux  carrés ,  est  aussi  la 
somme  de  deux  carrés.  La  manière  dont  on  parvient  ici  à  ce  théorème  est 
un  exemple  remarqunble  de  la  liaison  qui  peut  souvent  exister  entre  des 
propriétés  en  apparence  très-éloignées  les  unes  des  autres. 

En  échangeant  entre  elles  les  lettres  y  et  §,  dans  l'égalité  ci-dessus ,  on 
obtient  la  suivante  :  (a'  -h  ê';  y^  -h  (?')  =  (« J  —  êy)'  -+-  (ay  H-  ê(?)'.  Ainsi , 
il  y  a  toujours  deux  manières  de  décomposer  en  deux  carrés  le  produit  de  deux 
nombres  dont  chacun  est  la  somme  de  deux  carrés. 

Ce  théorème  conduit  à  un  autre  plus  général,  savoir,  que  le  produit  des 
facteurs  a*  -h  n  ê^  et  y'  -\-  n§^  peut  être  exprimé  de  deux  manières  diffé- 
rentes, par  une  somme  de  la  forme  A'-f  «B^  Pour  démontrer  ce  dernier 
théorème,  il  suffit  de  remplacer  dans  les  égalités  ci-dessus  6  par  ê  y//?  et  6* 
par  J  \Jn. 
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quatre  résultats 

sf^,    —I,    —sj—ï,    +1. 

Si  l'on  représente  par  n  un  nombre  entier  quelconque, 
tous  les  nombres  entiers  seront  compris  dans  les  quatre 
expressions  4^^?  4'^H-Iî  4'* +  2,  /^n--\-^,  et  on  aura 
toutes  les  puissances  de  \J — i  par  les  formules 

(s/—)"'  =  +  ,,   (v/rrry^'z^  +  v/— F, 
{^/=7)'  "*'=-.,   (s/^'  "«  =  -  s/^. 

207.  Soit  à  diviser  l'expression  imaginaire  a  -h  S  y  —  i 
par  une  quantité  réelle  y.  Si  l'on  suppose  que  le  quotient 
soit  p  -\-  q  V  — 15  il  faudra  que  l'on  ait 


y(p  -hq  v/— 0  =  «  +  ^  N^— »' 
ou  bien 


py 


qy  y/^  i  =r  a  4-  S  y - 


La  dernière  o'galité  exige  que  py  =  a^  gy  -zi^^,  d'où  p  ^=  -  -> 

p  ,        p    

q  =z  -  \  le  quotient  est  donc  -  4-  -  y^ —  i . 


Soit  à  diviser  l'expression  imaginaire  a  H-  G  y —  i  par 
y  _l_  J  y/ — £ .  Supposons  que  le  quotient  puisse  être  exprimé 
par/^-H-^V  —  i;  on  devra  avoir 

ce  qui  revient  à 


PI  —  q^  +  {p^  "+■  qi)  s/ —  I  =  a.  -h  6  s/ —  I . 

Cette  équation  se  partage  en  deux  autnas 

P'ï  —  7^  ^^^  ^y     P^  ~^  *7T  —-^  ^' 
On  tire  de  celles-ci . 

«7  4-60  6*y  —  a<î 

^'  ~  7-'  -h  <î'  '   '^  ~  7"'  -+-  «î'  ' 
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le  quotient  demandé  est  donc 

•  uy  -\-  QS        67  —  ot.3 


y^  -^S'  y''  -^  S' 


v'- 


I . 


On  parvient  au  même  résultat  en  indiquant  le  quotient 
par  une  fraction,  et  en  multipliant  les  deux  termes  de  cette 
fraction  par  y  —  d  s/ — i  ;  car  on  trouve  ainsi 

g-f-g^zr;  _(a.4-g  v/~)  [y  —  ^y/zr^) 

a^  4_  g^  -I-  ^§7  —  ocS)  y —  l  a7  +  6(î        67  —  acî    , 

Il  résulte  du  principe  qui  a  été  établi  dans  le  n^  205,  que 
le  module  du  quotient  de  deux  expt'essions  imaginaires  est 
le  quotient  de  leurs  modules;  et  on  peut  le  vérifier  au 
moyen  de  l'expression  ci-dessus  du  quotient. 


Racines  carrées  de  a  +  ê\/— i.  —  Considérations 
sur  les  valeurs  algébriques  des  racines  de  tous  les 
degrés* 

208.  On  peut  obtenir  les  racines  carrées  de  l'expression 
^  _j-  g  y/ZII  par  les  formules  (8)  et  (9)  du  n^  191  pi  suffit 
de  remplacer,  dans  ces  formules,  a  par  a  et  è  par  —  €^  \  on 
trouve  ainsi 

/ -7=-         .  /a+V^a^+6^    .        /y/g^+e^  — g    , 

(1)  Va  +  6v/-i=V  ^1 -^V  ^ ^~'- 

Il  suit  de  là  qu'une  expression  imaginaire,  a  -h  ê  V^— i . 
a,  comme  une  quantité  réelle,  deux  racines  carrées  de  la 
même  forme-,  car,  dans  chacune  di^s  foi  mules  (1)  et  (y),  l(- 
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larré  du  second  membre  ne  changera  pas ,  si  Ton  change  à 
la  fois  le  signe  de  la  partie  réelle  et  celui  du  coefficient  de 

v^.  ^  _  _    _  , 

Pour  reconnaître  si  l'expression  «  -f-  ê  v^ — i  a  d'autres 
racines  carrées  que  celles  qui  sont  données  par  les  formulée 
(i)  et  (2),  il  faut  chercher  tous  les  couples  de  valeurs  réelles 
de  a:  et  de  ^  qui  vérifient  l'équation 

(.r  4-  /  V' —  lY  :=  a.  -h  ^  s/ —  i  • 
Cette  équation  se  partage  en  deux  autres  : 

x''  —  j^  ■-=:  a.,      1  xy  =  ê. 

On  conclut  de  celles-ci,  en  les  élevant  au  carré  et  les  ajou- 
tant , 

(.^2  _,_  y-^y  —  rx'  H-  ^%       d'où       ^^  -f-  j2  —  v/a^  -f-  g^  ; 


•y  ùc    -T-  o     -r-  ;/.  , ,     , 

r^  = i      (i  011      X 


par  suite  on  a 


Va'^ 

-1-6^ 

H- 

a 

2 

v/a^ 

■  A-^' 

a 

oc 

—  1 


d'où 


a 

—  5  » 


Les  valeurs  de  x  et  de  j^  devant  être  réelles ,  la  somme 
x^  4- j2  doit  être  une  quantité  positive,  en  sorte  qu'il  faut 
ne  prendre  pour  cette  somme  que  la  valeur  absolue  de 
sicâ  -h  ê^  ;  de  plus,  les  valeurs  de  x  et  de  y  devant  vérifier 
l'équation  2X/=  ê,  il  faut  qu'elles  aient  le  même  signe 
lorsque  S  est  une  quantité  positive,  et  des  signes  contraires 
lorsque  ê  est  une  quantité  négative. 

On  conclut  de  là  que  l'expression  a -h  S  sj — i  a  seule- 
ment deux  racines  carrées  de  la  forme  x  -y-  y  y  —  r,  et  qui 
sont  égales  et  désignes  contraires.  En  exprimant,  suivant 
les    notations  ordinaires,    ces   deux    racines   carrées    par 

5*^  êdit.  i/j 
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(3) 


(4) 


=ii  Va  +  ê  sj — I ,  on  aura,  si  ê  est  positif, 

±s/a  +  gv/-l=±V\/^^ -l-y/^^ ^ T'^J' 

Si  6  est  négatif,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  si  l'expres- 
sion proposée  est  a  —  ê  y —  i ,  ê  étant  positif,  les  deux  ra- 
cines carrées  de  cette  expression  seront  données  par  la  for- 
mule 

On  peut  remplacer  les  formules  (3)  et  (4)  par  d'autres 
qui  s'appliquent  à  la  fois  aux  valeurs  positives  et  négatives 
de  ê.  Pour  cela,  après  avoir  déterminé  la  valeur  de  l'une 
des  inconnues  a:  ou  j^  comme  ci-dessus,  il  faut  déterminer 
la  valeur  de  l'autre  inconnue  au  moyen  de  l'équation 
2.Xf  =  S.  On  trouve  ainsi 


.^±\/^ 


ou  ,  ce  qui  revient  au  même , 


=±\/-- 


H-  g'  —  a 
y  z=.  zn  \  / 1       .r  rrz 


\Jl  v/y/a-  H-  g-^  —  a 


On  a  donc 


ou ,  ce  qui  revient  au  même 


\v/2\/v/a'H-S'— a  ^ 

209.   Si  l'on  veut  avoir  les  racines  carrées  de  H-  V —  ï  ^t 
de  —  V' —  1  ,  il  faudra  faire,  dans  les  formules  (3)  et  (4) . 
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a  =  o  et  c  =::  I  ;  on  trouveia  ainsi 


±\/+\/-i=±- 


+  s/- 


±V— v'— I  =± 


^5 


S/:.. 


Les  racines  cari ées  de  -f-  V^ —  i  et  de  —  sj —  i  sont  les  va- 
leurs qu'on  obtiendrait  pour  z  en  considérant  l'équation 
z''= — 1 5  car  cette  équation  peut  s'écrire  ainsi  :  (z^Y  = — i, 
d'où^^  =dz  s/ —  I.  D'un  autre  côté,  l'équation  z""  = —  i 
exprime  que  z  est  une  racine  quatrième  de  —  i.  On  voit 
donc  qu'il  y  a  quatre  racines  quatrièmes  de  —  i ,  qui  sont . 

I  -H  s/ —  I  I  H-  \/ —  I  I  —  V'  —  I  I  —  y/—  I 


y — 7  — ? 


y2  y/2  y/?,  y/2 

210.   Pour  obtenir  lies  racines  quatrièmes  d'une  quantité 
quelconque  A ,  il  faut  résoudre  l'équation 

Supposons  d'abord  que  la  quantité  A  soit  positive.  Dési- 
gnons par  a  le  nombre  dont  la  quatrième  puissance  est  égale 
à  A ,  et  posons  z  =  ay^  l'équation  z*  =  A  deviendra 

a''y'  =  a',     d'où      j'  =1 ,      ou  bien     y''  —  i  =:  o. 

y^''  —  I  étant  le  produit  de  j^  — ^  i  par  y^  -{-  i ,  l'équation 
y*  —  1=0  peut  être  remplacée  par  les  suivantes  : 

f"^  —  1  =  0     et    j-  -+-  I  =  o. 

La  première  donne  y  :=  zh  i  ^  et  la  seconde  donne 
y  =idz  sJ —  I .  En  multipliant  les  quatre  valeurs  dey  par  a, 
on  a  quatre  racines  quatrièmes  de  A  ,  qui  sont  :  -h  «  ,  —  « , 

-H  a  V — I5   — ^^ — I- 

Si  la  quantité  dont  on  veut  avoir  les  racines  quatrièmes 

.4. 
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est  négative ,  en  la  représentant  par  — -  A  ,  il  faudra  résoudre 

l'équation  ^ 

z'  =  —  A. 

Représentons  encore  par  a  le  nombre  dont  la  quatrième 
puissance  est  égale  à  A ,  et  posons  s  =  «^  -,  l'équation 
z^  = —  A  se  changera  dans  la  suivante  : 

a' y'  ==  —  d'y     ou     y  =  —  i . 

Il  suit  de  là  que  l'on  aura  toutes  les  racines  quatrièmes  de 

A ,  en  multipliant  par  a  les  racines  quatrièmes  de  —  i  , 

que  nous  avons  obtenues  dans  le  numéro  précédent. 

211.  Soient  A  un  nombre  entier  quelconque  et  A  une 
quantité  réelle  ou  même  une  expression  imaginaire  :  si  l'on 
pose  l'équation 

(7)  "■^'==^' 

les  valeurs  de  z  qui  satisferont  à  cette  équation  seront  les 
racines  de  A,  du  degré  2^  Or,  z^'  étant  le  carré  de  z^  , 
les  valeurs  de  s^*~'  seront  les  deux  racines  carrées  de  A 
De  ces  deux  valeurs  de  z^  '  on  déduira  de  même  deux 
valeurs  de  z^^~\  Chacune  de  celles-ci  donnera  pareillement 
deux  valeurs  de  z^  ~\  En  continuant  ainsi  ,  on  obtiendra, 
par  des  extractions  successives  de  racines  carrées ,  un  nom- 
bre de  valeurs  de  z  égal  à  2^^  toutes  ces  valeurs  étant  des 
expressions  de  la  forme  p  -h  q  s/ —  i ,  puisque  les  racines 
carrées  d'une  telle  expression  sont  des  expressions  de  la 
même  forme. 

Il  est  facile  de  prouver  que  toutes  les  valeurs  de  z  que  l'on 
obtiendra  par  ces  calculs  seront  diflérentes^  il  suffit  poui 
cela  de  faire  voir  que,  si  cette  proposition  est  vraie  pour 
l'équation  z^  "'=:  A,  elle  sera  vraie  aussi  pour  l'équation 
5-'  =  A.   Or,   soient  m  -h  //  V^ —  i  ,  et  tu'  -h  n'  sj—  i  deux 
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valeurs  dilïci  eiiles  de  z  qui  salisfout  à  l'equalion  z^  ~^  :=  h\ 
les  valeurs  correspoudantes  de  z  pour  réquatiou  z'^  =  A  se- 
rout  les  racines  carrées  de  ces  deux  expressions  imaginaires. 
Mais,  d'après  les  formules  du  n"  208,  les  deux  racines  car- 
rées de  m-[-nsl — i  seront  ditïérentes  Tune  de  l'autre. 
Celles  de  m'  -\- n' si — i  seront  aussi  difïerentes  l'une  de 
l'autre;  de  plus,  chacune  d'elles  sera  di/Térente  des  deux 
racines  carrées  de  la  première  expression;  autrement,  en 
élevant  ces  racines  au  carré,  on  aurait  le  même  résultat,  et 
les  expressions  m  4-  n  sj —  1  et  m^-f-  7i'  \J —  i  ne  seraient 
pas  différentes,  ce  qui  est  contraire  à  la  supposition, 

212.   Si  Ion  considère  l'équation 

(8)  2"'  =  A , 

//i  désignant  un  nombre  entier  quelconque,  les  valeurs  de  z 
qu'on  déduira  de  cette  équation  seiont  les  racines  du  de- 
gré /w  de  A.  Lorsque  ni  est  un  nond^re  pair,  il  est  de  la 
forme  n  X  î^S  f^  désignant  un  nombre  impair  ;  si  Ton  pose 
alors  2^  =  j,  l'équation  (8)  devient 

(9)  J«r=A. 

Quand  on  pourra  déterminer  les  valeurs  de  y  qui  vérifie- 
ront la  dernière  équation  ,  on  déduira  de  chaque  valeui 
de  y ,  par  des  extractions  successives  de  racines  carrées , 
un  nombre  de  valeurs  de  z  égal  à  2^ 

Considérons  le  cas  particulier  où  A  est  une  quantité 
réelle,  positive  ou  népjative,  et  w  z=  3  ;  Téquation  (9)  est 
alors 

(10)  y  =:  A. 

Supposoub  qu  on  ait  extrait,  par  les  procédés  de  Tarith- 
métique  ,  la  racine  cubique  de  la  valeur  absolue  de  A,  et  de- 
àjgnons  par  a  celte  racine  cubique  prise  avec  k  signe  de  A  ; 
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on  aura  A  =  a%  et  si  l'on  posey  =  rtx,  l'équation  (lo) 

deviendra 

rt'.r^  =r  rt^;      d'où     .r^  zzr  i  ,      ou   bien     x^  —  i  =  o. 

x^  —  1  est  divisible  par  x —  i  (n^  71)  ,  et  le  quotient  est 
x^  -^  X  -h  1  '^  de  sorte  que  l'équation  x"*  —  i  =  o  peut 
s'écrire  ainsi  : 

[x  —  i)  (.r^  -h  -r  H-  i)  =z  o. 

Or,  poui-  qu'un  produit  de  facteurs  réels  ou  imaginaires 
soit  nul ,  il  suffit  et  il  faut  que  l'un  des  facteurs  soit  nul 
(n^  205).  On  obtiendra  donc  toutes  les  racines  de  l'équa- 
tion x'^  —  I  =  o  en  résolvant  séparément  les  deux  équa- 
tions 

,%'  —  1=0       et       A"'  -f-  X  +  I  =  o. 

La  première  donne  j:  ==  1 ,  et  on  déduit  de  la  seconde 

—  1  ±  v^^=^3  —  I  dz  v^3  v/-  I 

X  = ou         X  ■=. 

2.  2 

11  suit  de  là  que  l'unité  a  trois  racines  cubiques  qui  sont 


1  -h  v/3  v^—  I         —  \  —\IZ  sj — 


? 


En  multipliant  ces  trois  racines  cubiques  de  l'unité  par  «, 
on  aura  toutes  les  racines  cubiques* de  A. 

Si  l'on  veut  reconnaître  à  posteriori  comment  l'expres- 
sion r,  ( —  I  -h  v/3  y/ —  i)  est  une  racine  cubique  de  l'unité, 
il  faudra  élever  cette  expression  au  cube;  en  l'élevant  d'a- 
bord au  carré,  on  obtient  \  ( —  i  — y/3 y^ —  i),  et  en  multi- 
pliant ce  résultat  par  ~  {^ —  1  -f-  y 3  y/ —  i),  on  a  pour 
produit  l'unité.  On  s'assurera  de  même  que  le  cube  de 
1  ^ —  I  —  y/'3  y/ —  1)  est  l'unité. 

Ces  derniers  calculs  montrent  que  cliacune  des  deux  ra- 
cines cubiques  imaginaires  de  l'unité  est  le  carié  de  l'autre; 
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de  sorte  que  si  l'on  représente ,  pour  abréger,  l'une  de  ces 
racines  par  a. ,  Fautre  sera  ce  ;  et  si  l'on  continue  de  dé- 
signer par  a  la  racine  cubique  réelle  de  A  ,  les  trois  racines 
cubiques  de  A  seront  a^  acc^  acâ . 

243.  Pour  obtenir  les  racines  sixièmes  d'une  quantité 
quelconque,  il  suffit  de  prendre  les  racines  carrées  de  cha- 
cune des  trois  racines  cubiques  de  cette  quantité. 

Supposons  la  quantité  proposée  positive^  représentons-la 
par  -h  A^,  et  désignons  par  a^  le  nombre  dont  le  cube  est  A"  ; 
les  trois  racines  cubiques  de  A^  seront  rt^,  «^a,  a" a^ .  Les 
racines  carrées  de  a?  sont  zh  «  ,  et  celles  de  a^  cû  sont  dz  aa. 
Pour  trouver  les  racines  carrées  de  a'  a.^  on  remarque  que  la 
relation  a^  =  1  donne  a'*  =  a  ;  d'où  il  suit  que  les  racines 
carrées  de  0}  ol  sont  it:  «a^.  Les  racines  sixièmes  de  A^  sont 
donc  dz  t«  5  ziz  «  a ,  -àz.  a&} . 

On  peut  obtenir  ces  racines  d'une  autre  manière  ^  en  re- 
présentant l'une  quelconque  d'entre  elles  par  z  ,  on  doit 

avoir 

z«  =  A-. 

Désignons  encore  par  a-  le  nombre  dont  le  cube  est  H-  A  ^  ^ 
on  aura  A^  =r=:  a^  •  et  si  l'on  pose  z  =  ay^  l'équation  ci-dessus 
deviendra 

a^y^  =  lè  \     d'où      y^  z=z  v,     ou  bien     y^  —  i  =0. 

y^ —  I  étant  le  produit  de  y'^  —  i  par  j^  -\-  i,  l'équation 
y*^  —  I  =0  peut  être  remplacée  par  les  deux  suivantes  : 

yz  —  1  i=r  o         et        j3  _|_  j  —-  Q 

Les  racines  de  l'équation  y'^ —  1:^=0  étant  i,  a,  «%  celles 
de  l'équation  j^  4-  i  zm  o  sont  —  1 ,  —  a  et  —  a".  En  multi- 
pliant ces  six  valeurs  de  y  par  «,  on  trouve,  comme  ci-dessus, 
que  les  racines  sixièmes  de  A^  sont  ~\-a  ^-^-ac(.^-\-  ac/^^  —  a, 
—  aoi.  —  a&}. 
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214.  Les  considérations  que  nous  venons  de  présentci 
montrent  que  les  racines  dont  le  degré  est  une  puissance 
de  2  ,  ou  le  produit  de  3  par  une  puissance  de  2  ,  ont  autant 
de  valeurs  qu'il  y  a  d'unités  dans  leur  degré.  On  verra  par 
la  suite  que  cette  proposition  s'étend  aux  racines  de  tous  les 
degrés  -,  de  sorte  qu'en  désignant  par  m  un  nombre  entier 
quelconque ,  une  quantité  réelle ,  ou  mè^le  une  expres- 
sion de  la  forme  p  -\-  (]  v —  i ,  a  toujours  m  racines  du  de- 
gré /n,  toutes  les  déterminations  imaginaires  de  ces  ra- 
cines étant  de  la  forme  p  -\-  q  sj —  i 

Bésolutlon  générale  de  V équation  du  troisième 

degié. 

2!l5.  Une  équation  du  troisième  degré  à  une  inconnue 
peut  contenir,  avec  la  troisième  puissance  de  l'inconnue, 
les  puissances  inférieures ,  et  un  terme  indépendant  de  l'in- 
connue ;  mais ,  comme  il  sera  démontré  dans  la  suite  que  l'on 
peut  toujours  ramener  la  résolution  d'une  équation  à  celle 
d'une  autre  qui  ne  renferme  pas  la  puissance  de  l'inconnue 
immédiatement  inférieure  au  degré  de  l'équation  ,  nous 
supposerons  que  cette  réduction  a  été  opérée^  et,  pour 
éviter  les  fractions  ,  nous  présenterons  l'équation  du  troi- 
sième degré  sous  celte  forme 

(  I  )  X^  -i-  3jJX  -t-  2  (/  =:  0. 

INous  supposerons  d'ailleurs  que  p  et  q  sont  des  quantités 
réelles. 

Si  l'on  fait 

.r  —  j  -f-  s , 

on  pourra  écrire  l'équation  résultante  comme  il  suit  : 

j'  -h  z'  ~h  3  (rz  4-  p)  {j  4-  z.)  -j-  2  7  —  o. 
Celte  dernière  équation  cbi  évidemment  vérifiée  quand  ou 
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pose 

jz  4-  yy  =  o ,       et     j^  -f-  z^  -h  2  7  =  O. 

Celles-ci  donnent 

on  conclut  de  ces  deux  équations  que  r^  et  z^  sont  les  deux 

racines  de  l'équation 

t^  -f-  2  (/t  —  /r  ■=:  o  ; 
donc 


f 


—  V  +  Sjq''  ■+■  p\       Z'  =  —q  —  s/*/'  ■+-  P\ 

et  puis'que  x  ^j  -\-  z  ^ 


(2)  .r  =  V—  7  H-  sjq'  +  /?»  +  \/—  7  —  v/7-'  -f-  Z^'- 

Si  l'on  n'avait  point  égard  aux  valeurs  algébriques  des 
radicaux,  la  formule  (2)  ne  donnerait  qu'une  seule  valeur 
de  X'^  mais  chaque  radical  cubique  ayant  trois  détermina- 
tions, la  somme  des  deux  radicaux  fournira  pour  x  neuf 
expressions  différentes.  Ces  neuf  valeurs  de  x  ne  convien- 
nent pas  toutes  à  l'équation  proposée^  car  les  valeurs  dey 
et  de  z  doivent  vérifier  les  deux  équations  yz  =  —  /7, 
^^  -f-  z^  =  —  2  ^  ;  or,  la  première  équation  a  été  remplacée 
parj^^^^  =  —  p^^  et  toute  quantité  ayant  trois  racines  cu- 
biques, Téquation  y^2^  =  —  p^  comporte,  pour  le  pro- 
duit j)^2  ,  trois  déterminations  différentes.  Si  Ton  représente, 
comme  dans  le  n^  212,  les  racines  cubiques  imaginaires  de 
l'unité  par  a  et  a-,  les  trois  valeurs  dej^2  correspondantes 


-3  „3  „3 


a' 


i\  y" z''  ■=z  —  p"  sont  yz  =  —  /?,  yz  =  —  pa,  yz  =  —  p 
la  formule  (2)  doit  donc  donner  à  la  fois  les  racines  de 
léquation  (1)  ,  et  celles  des  équations  qu'on  obtiendrait  en 
remplaçant  p  soit  par  poc ,  soit  par  pa'^ .  Or,  />  étant  une 
quantité  réelle,  on  devra  rejeter  dans  la  formule  (2)  toutes 
les  combinaisons  des  valeurs  des  deux  radicaux  cubiques 
dont  le  produit  sera  imaginaire. 

Lorsque  la  quantité  r/'^  -h p^  est  positive,  ehtUjue  radical 


2i8  TRAITÉ  ÉLÉIMEINTAIRE  D'ALGÈBRE, 

cubique  a  une, valeur  réelle.  Représentons,  pour  abréger, 
la  valeur  réelle  du  premier  radical  par  A,  et  celle  du  second' 
par  B;  les  trois  valeurs  du  premier  radical  seront  A,  «A, 
a^A,  et  celles  du  second  seront  B,  aB,  a'^B.  Or,  en  multi- 
pliant successivement  les  trois  premières  quantités  par  les 
trois  dernières ,  et  en  observant  que  a  et  oC'  sont  des  expres- 
sions imaginaires,  que  a^  =  i  ,  et  que  a*  est  imaginaire, 
puisque,  à  cause  de  a^  =  i  ,  on  a  a*  =  a,  on  voit  que  l'on 
n'obtient  que  trois  produits  réels,  savoir,  AxB,  a  Axa"B, 
a^AXi^B.  Il  suit  de  là  que  l'on  doit  seulement  admettre 
pour  X  les  trois  valeurs  ci-après  : 

A  +  B,      aA-l-a^B,      a^A  +  aB. 

La  première  valeur  est  réelle ,  et  les  deux  autres  sont  ima- 
ginaires. On  verra  d'ailleurs  dans  la  suite  que  l'équation 
ne  peut  pas  admettre  un  plus  grand  nombre  de  racines. 

Prenons  pour  exemple  l'équation 

oc}  —  Ç)  X C)  =  o. 

Ou  a  /J=  —  2,  ^  =  —  7,  d'où  S(f  -+- ]>''  =  7  \  te  (|ui 
donne 


A  =  V/-  </  +  <H'  -+- P  =■  s/^  ^-= 


Ainsi  les  trois  racines  sont 

On  s'assurera  aisément  que  ces  trois  valeurs  de  x  vérifient 
l'écpiatiou  proposée. 

Lorsque  la  quantité  q- -\- jr'  est  négative,   ce  qui  exige 
fjue  p  soit  négaùf ,  les  radicaux  cubiques  compris  dans  la 
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formule  (2)  n'ont  plus  de  valeur  réelle-,  cependant  toutes 
les  racines  sont  réelles  ("'').  Mais,  pour  déduire  ces  racines 
de  la  formule  (2),  il  faudrait  la  débarrasser  des  imaginaires  ; 
et  l'on  ne  peut  y  parvenir  qu'en  exprimant  chaque  radical 
cubique  par  une  suite  composée  d'un  nombre  infini  de 
termes.  C'est  ce  qu'on  appelle  le  cas  ùréductible  de  l'équa- 
tion du  troisième  degré. 

On  a  un  exemple  de  ce  cas  dans  l'équation 

x^  —  2 1  X  H-  20  :==  o  ; 

il  faut  faire  dans  la  formule  (2)  /?  =  —  7,  ^  =  10  ^  on  trouve 


.1-  —  V  —  10  +  9  v/—  3  H-  y/—  1  o 


9V 


Il  est  facile  de  s'assurer  que  l'équation  a  trois  racines  réelles  ^ 
car  elle  est  vérifiée  quand  on  remplace  x  par  chacun  des 
nombres  i ,  4  (^t  —  5 . 

(*)  Lorsque  deux  nombres,  subsliUiés  dans  le  premier  membre  d'une 
équation  dont  le  second  membre  est  zéro ,  donnent  des  résultats  de  signes 
contraires,  ils  comprennent  au  moins  une  racine  réelle  de  l'équation.  En 
admettant  cette  proposition  .  qui  sera  démontrée  dans  la  suite,  il  est  facile 
de  prouver  que  l'équation  (i)  a  trois  racines  réelles,  lorsque  cj^  -h  p^  <io. 
En  effet,  supposons  g  positif,  et  puisque  p  doit  être  négatif,  remplaçons  /> 
par  —  p  ;  on  aura  ^^>  q^,  et  l'équation  pourra  s'écrire  ainsi 

X  (a-  —  3  p)  -i-  "^  (j  z=^  o . 

On  peut  donner  à  x  une  valeur  négative,  telle  que  x^  soit  plus  grand  que 
3/7,  et  telle  aussi  que  la  valeur  absolue  de  x  {x^  —  'à p)  soit  plus  grande  que 
2</;  alors  le  premier  membre  de  l'équation  aura  une  valeur  négative, 
puisque  x  étant  négatif  et  x-  —  3p  étant  posiiif,  le  produit  x{x'  —  3p)  sera 
négatif.  Pour  ar=:o,  on  a  un  résultat  positif.  Pour  x  =:  \/p,  le  premier 
membre  de  l'équation  devient  —  'ipyJJ)  -h  '■>  </,  donc  il  est  négatif  j  car  de 
P^>  q-,  on  conclut /W\/;7>  <-/.  Enfin,  pour  a:  >  sj'ip,  on  a  un  résultat  po- 
sitif. 11  suit  de  là  que  l'équation  a  une  racine  négative,  une  racine  po_ 
sitive  moindre  que  \Jp,  et  une  autre  racine  positive  comprise  entre  \[p  et 
\'ip.  Si  l'on  changeait  9  en  ^  7  dans  l'équation,  le  résultat  serait  le  môme 
que  si  l'on  changeait  x  en  —  x,  par  conséquent  les  racines  changeraient 
seulenionî  de  signes,  et  l'équation  aurait  encore  trois  racines  réelles. 
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Lorsque  la  quantité  (]- -\- p^  est  positive,  la  loiiuule  (s>) 
présente  eneore  une  imperfection,  qui  consiste  en  ce  qu'elle 
peut  ne  donner  pour  la  racine  réelle  qu'une  expression  em- 
barrassée de  radicaux,  quoique  la  racine  soit  rationnelle. 
On  en  a  un  exemple  dans  l'équation 

o.^  —  6  JC  —  4^  =  o. 

11  faut  faire  dans  la  formule  (2)  p  = —  2,   q  = —  20,   ce 
qui  conduit  à 


X  =  \/20  -f-  l4  v/2  -f-  V20  —   l4  V^2. 

La  racine  réelle  se  trouve  ainsi  exprimée  sous  une  Ibrmc 
irrationnelle^  cependant  elle  est  commensurable,  car  l'é- 
quation est  vérifiée  quand  on  fait  x  =::  4- 

Pour  déduire  de  la  formule  (2)  la  valeur  exacte  de  la  ra- 
cine, lorsqu'elle  est  rationnelle,  il  faudrait  exécuter  sur 
chacun  des  radicaux  cubiques  compris  dans  la  formule  une 
transformation  analogue  à  celle  que  nous  avons  exposée  au 

sujet  de  l'expression  \a  -f-  \/b  ^  mais  cette  transformation 
dépend  elle-même  de  la  recherche  d'une  racine  rationnelle 
d'une  équation  du  troisième  degré. 

Dans  le  cas  où  l'on  a  <^^  -h  p^  =^  o,  les  quantités  A  cl  f> 

sont  égales  l'une  et  l'autre  à  la  valeur  réelle  de  y — q.,  et 
comme  a  H-  a^  =  —  i  ,  on  trouve 

3    3    o    

Ah-B  =  2V^— 7,   Aa-!-Ba'=:  — v^— 7,   Au  -\-Bu==^— \' —  q- 

Ainsi,  les  trois  racines  de  Féquation  sonl  réelles,  ei  deux 
dVnlrc  elles  sont  égales. 
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CONTINUES. 


(On  aurait  pu  ne  pas  donner  place,  dans  ce  chapitre,  aux  propositions 
qui  se  trouvent  ordinairement  contenues  dans  les  Traités  d'arithmétique; 
mais  on  a  jugé  à  propos  de  conserver  les  plus  essentielles,  afin  de  rendre 
sensible  la  liaison  des  principes,  et  de  faire  apprécier  l'avantage  que 
donne,  pour  la  simplicité  des  démonstrations,  l'emploi  des  notations  et 
dos  règles  de  l'algèbre.) 

Propositions  sur  les  nombres  premiers,  les  diviseurs 
des  nombres  y  et  les  fractions  irréductibles. 

!2I6.  Théorème  i^*.  —  Si  un  nombre  p  divise  un  produit 
ab  de  deux,  fadeurs^  et  s'il  est  premier  as^ec  a,  il  doit  di- 
viser b. 

Soit  a  ^  p^  et  supposons  qu'on  opère  sur  les  nombres  te 
cl  /?,  comme  si  Ton  voulait  trouver  leur  plus  grand  com- 
mun diviseur^  nommons  </,  q' ^  etc.,  les  quotients  successifs 
qui  résulteront  de  cette  opération,  et  /',  /',  etc.,  les  restes^ 
on  aura 

a  ^=  pq  -H-  '■,     P  =^  ^q'  -^  ''»  €tt;. 

En  multipliant  ces  égalités  par  Z>,  et  les  divisant  ensuite 
par  /^,  il  vient 

ab         ,  rh  hr  r'  b 

:=:z  bq  -\ ,        é>  =:  —  X  7    H i  etc. 

P  P  P  P       , 

J)'après  la  première  égalité,  puisque  —  est  un  nombre  en- 

r 

lier,  il  faut  que  —  soit  aussi  un  nombre  entier;  d'après  la 

,        .,  ,     t.    ,     b/    ,  ,  .         br'    ,    .     . 

deuxième  esçalite,  —  étant  un  nombre  tmtier,  —  doit  être 
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aussi  un  nombre  entier-,  ainsi  de  suite.  Or  a  et  p  étant  pre- 
miers entre  eux,  l'un  des  restes  r,  /-',  etc.,  est  égal  à  l'u- 

/>>  X  1         b  ^   .    ^ 

nilé.  Done ou  -  doit  être  un  nojnbre  entier. 

P  P 

La  démonstration  ne  changerait  pas  si  Ton  avait  a  <^p. 

Corollaire  i*^''.  —  Tout  nombre  premier  p,  qui  divise 
un  produit  ahcd^  divise  un  des  facteurs  de  ce  produit.  Car, 
si  p  ne  divise  pas  a^  il  est  premier  avec  a,  donc  il  doit  di- 
viser hcd.  De  même,  si  p  ne  divise  pas  Z>,  il  est  premier 
avec  Z>,  donc  il  doit  diviser  cd.  Enfin,  si  p  ne  divise  pas  c, 
il  doit  diviser  d. 

Corollaire  ii.  —  Tout  nombre  premier  qui  divise  a'" 
divise  aussi  a ,  car  a'"  z=  aXaX  aX  etc. 

Corollaire  m.  —  Lorsqu'un  nombre  n  est  divisible  par 
plusieurs  nombres  d^  d' ^  d" ^  etc.,  tels  que  chacun  d'eux  est 
premier  avec  tous  les  autres ,  le  nombre  //  est  divisible  par 

le  produit  dd' d" En  effet,  n  étant   divisible  par  d^  on 

Si  n=.  dq^  ei  q  est  un  nombre  entier.  Puisque  d'  divise  n , 
il  doit  diviser  dq-^  or  d'  est  premier  avec  d^  donc  il  doit  di- 
viser q.  Il  suit  de  là  que  l'on  a.  q  =  d^ q' ^  q'  étant  un  nombre 
•^entier,  par  conséquent  n=:.dd'q'-^  le  nombre  n  est  donc 
divisible  par  dd' .  En  continuant  ces  raisonnements,  on 
prouvera  que  n  est  divisible  par  dd' d" — 

217.  Théorème  ii.  —  Un  nombre  N  ne  peut  être  dé- 
composé en  fadeurs  premiers  que  d'une  seule  manière. 

Soit  N  =  abcd.  .  . ,  les  lettres  r/ ,  Z»,  c,  r/,  etc.,  désignant 
des  facteurs  premiers  égaux  ou  inégaux.  Si  l'on  avait  aussi 
N  =  a6yJ.  .  .,  en  désignant  par  a,  6,  y,  d^  etc.,  d'autres 
facteurs  premiers,  il  en  résulterait  abcd.  .  .  =  ccoyd .  .  .  . 
D'après  cette  égalité,  a  doit  diviser  le  produit  abcd^  donc  il 
doit  diviser  un  des  facteurs^  or  tous  ces  facteurs  sont  pre- 
miers, par  conséquent  il  faut  que  l'un  d'eux  soit  égal  à  a. 
Supposons  «  =  a  ;  en  supprimant  ces  facteurs  égaux ,  on  ob- 
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tiendra  une  nouvelle  égalité  au  moyen  de  laquelle  on  prou- 
vera que  o  doit  être  égal  à  Fuji  des  facteurs  h ^  c,  d^  etc.; 
ainsi  de  suite.   Les  facteurs  des  deux  produits  sont  donc 


égaux  chacun  à  chacun. 


Corollaire  i^^  —  Supposons  N  =  a"b^c'^^  les  facteurs 
a^h^  c  étant  premiers,  et  les  exposants  7Z,  /?,  q  étant  des 
nombres  entiers  positifs ;,  il  est  évident  que  le  nombre  N 
aura  pour  diviseurs  tous  les  produits  qu'on  pourra  former 
avec  les  puissances  des  facteurs  premiers  a ,  ^,  c,  marquées 
par  les  exposants  depuis  o  jusqu'à  n  pour  le  premier  fac- 
teur, depuis  o  jusqu  à  p  pour  le  deuxième,  depuis  o  jusqu'à 
q  pour  le  troisième^  de  plus,  le  nombre  N  n'aura  pas 
d'autres  diviseurs  que  ces  produits,  car,  s'il  en  avait  d'autres, 
il  se  décomposerait  de  plusieurs  manières  en  facteurs  pre- 
miers. Il  suit  de  là  que  les  diviseurs  de  N  sont  les  termes 
qu'on  obtiendra  en  formant  le  produit 

(\  -Jr  a  -^  à'-^ . . .-]-  a")  {\^b  -^b''-\- . .  .-^  bP)  {\  -\-  c  -^  C-  +  ...-Jr  c'i). 

Les  termes  de  ce  produit  sont  tous  différents^  car  il  ne 
s'en  trouve  pas  deux  qui  soient  composés  des  mêmes  fac- 
teurs premiers  avec  les  mêmes  exposants.  Le  nombre  des 
diviseurs  de  N ,  en  y  comprenant  Funité  et  le  nombre  N  ,  est 
donc 

[n-^  i)(/>4-  i)(7  +  i). 

Corollaire  ii.  —  La  somme  des  diviseurs  du  nombre  ]N 
est  la  valeur  du  produit  ci-dessus  5  or,  en  se  reportant  au 
n^  71 ,  on  voit  que  i  ~\- a -\- a^ -\- .  .  .  -h  «"  est  le  quotient  de 
a"+'  —  1  par  a  — i  ^  la  somme  des  diviseurs  de  N  est  donc 
exprimée  par  cette  formule 


X—j X 

o 


Corollaire  m.  — Lorsque  le  nombre  N  est  un  carré,  le 
nombre  de  ses  diviseurs  est  impair  ;  car  les  exposants  /^ ,  p^ 
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<:/,  etc.,  doivent  être  tous  pairs ^  donc  les  nombres  n  -\-  i  , 
p  -\-  i  ,  q  -\-  i-,  etc.,  sont  impairs.  Lorsque  N  n'est  pas  un 
carré,  le  nombre  des  diviseurs  est  impair;  car  un  des  expo- 
sants n^  p,  7,  etc.,  est  impair;  donc  un  des  facteurs  «  H-  i, 
/;  -h  I ,  etc.,  est  pair.  On  parvient  aux  mêmes  conclusions 
en  remarquant  que,  si  d  est  un  diviseur  de  N  plus  petit  que 
v/N,  le  quotient  de  la  division  de  N  par  d  sera  aussi  un 
diviseur  de  N ,  et  sera  plus  grand  que  v/N.  D'après  cette 
observation,  si  la  racine  carrée  de  N  n'est  pas  exacte,  les 
diviseurs  de  ce  nombre  sont  en  nombre  pair,  puisque  le 
nombre  des  diviseurs  plus  grands  que  sJlS  est  égal  à  celui 
des  diviseurs  plus  petits  que  yN.  Si  yN  est  un  non^bre  en- 
tier, ce  nombre  fait  partie  des  diviseurs  de  N  ,  et  il  y  en  a , 
par  conséquent ,  un  nombre  impair. 

Corollaire  iv.  —  Si  l'on  voulait  décomposer  le  nombre 
N  en  deux  facteurs,  on  pourrait  prendre  successivement, 
pour  l'un  des  deux  facteurs,  chacun  des  diviseurs  de  N. 
Mais,  si  1^  =  dd\  les  deux  diviseurs  d  et  d'  ne  donnent 
qu'une  seule  décomposition  ;  donc ,  lorsque  le  nombre  JN 
n'est  pas  un  carré ,  le  nombre  des  décompositions  différentes 
de  N  en  deux  facteurs  est  la  moitié  du  nombre  des  diviseurs  ; 
c'est-à-dire  ^{n  -¥■  1)  (p  -h  i)  (q  -h  i)....  Quand  N  est  un 
carré,  on  peut  former  ce  nombre  en  multipliant  sa  racine 
par  elle-même,  et  le  nombre  des  décompositions  est  la  moi- 
tié du  nombre  des  diviseurs  augmenté  de  i . 

Si  Ton  voulait  que  les  deux  facteurs  fussent  premiers 
entre  eux,  le  nombre  des  décompositions  ne  dépendrait  pas 
des  exposants  w,  p,  ^,  etc.,  et  il  serait  le  même  que  si 
l'on  avait  N  =  abc .  .  .  ;  il  serait  donc  la  moitié  du  produit 
(i  +  i)  (i-f-i)  (i-Hi) .  .  .,  ou  7X  î^S  ou  2*~%  en  nommant 
A  le  nombre  des  facteurs  premiers  différents  de  ]N . 

Corollaire  v.  — D'après  ce  qui  a  été  dit  dans  le  corol- 
laire 1*"',    les  diviseurs   communs  à   plusieurs    nombres  ne 
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peuvent  contenir  que  des  facteurs  premiers  communs  à  ces 
nombres.  Par  conséquent ,  le  plus  grand  commun  diviseur 
de  plusieurs  nombres  est  le  produit  de  tous  les  facteurs  pre- 
miers, égaux  ou  inégaux,  communs  à  ces  nombres. 

Corollaire  vi.  —  11  résulte  aussi,  de  ce  qui  a  été  dit 
dans  le  corollaire  i*"',  qu'un  nombre  divisible  par  plusieurs 
nombres  donnés  doit*  renfermer  tous  les  facteurs  premiers 
égaux  ou  inégaux  contenus  dans  ces  nombres.  Par  consé- 
quent, le  plus  petit  nombre  divisible  par  plusieurs  nom- 
bres donnés  est  le  produit  de  tous  les  facteurs  premiers 
différents  qui  entrent  dans  ces  nombres,  chaque  facteur 
étant  affecté  de  Texposanl  qu'il  a  dans  le  nombre  où  son 
exposant  est  le  plus  fort. 

On  peut  aussi  former  le  plus  petit  nombre  entier  divi- 
sible par  plusieurs  nombres  donnés ,  en  n'employant  que  le 
procédé  du  plus  grand, commun  diviseur.  Soient  a  et  b 
deux  nombres,  et  d  leur  plus  grand  commun  diviseur^  on 
aura  a  =  a' d ^  b  =  b'd^  et  les  quotients  a'  et  b'  seront 
premiers  entre  eux.  Soit  A  un  nombre  divisible  par  a-^  on 

aura  A  =  à'  dq^  d'où  j  =  -jy  ;  donc ,  pour  que  A  soit  aussi 

divisible  par  b^  il  faudra  que  b'  divise  a' ç,  et  puisque  les 
nombres  b'  et  a'  sont  premiers  entre  eux,  b'  devra  diviser  g. 
Il  suit  de  là  que  A  sera  le  plus  petit  nombre  divisible  par  a 
et  par  Z?,  si  Ton  pose  g  =■-  b\  d'où  A  =  a' b' d. 

Pour  trouver  le  plus  petit  nombre  divisible  par  trois 
nombres  «,  b^  c ,  on  cherchera  d'abord  le  plus  petit  nombre 
A  divisible  par  a  et  è,  et  ensuite  le  plus  petit  nombre  di- 
visible par  A  et  c.  SMl  y  a  plus  de  trois  nombres,  on  agira 
de  la  même  manière. 

218.  TeéORÈivrE  m.  — Pouî<:jii  une  fraction  soit  égale 
à  une  autre  fraction  dont  les  deux  termes  sont  premiers 
entre  eux,  il  faut  que  les  deux  termes  de  la  prenùère  frac- 

5*^  édit.  f5 
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lion  soient  rcspeclivenwnl  égaux  aux  deux  termes  de  la 
seconde  multipliés  par  un  même  nombre  entier. 

Soit  -r  une  fraction  dont  les  deux  termes  sont  premiers 

b  ^ 

enli(;  eux.  bi  1  on  a  -  =:  -?  il  en  résultera  A  =  -— :   doue  h 
J3        »  b 

divisera  aB^  et  puisque  b  est  premier  avec  a ,  il  divisera  B; 
on  aura  donc  B  =  bni ,  en  désignant  par  m  un  nombre  en- 
tier, et ,  par  suite,  A  =iam. 

Corollaire  r'.  —  Une  fraction  dont  les  deux  tetines 
sont  premiers  entre  eux  est  irréductible  j  car,  d'après  le 
théorème  précédent ,  elle  ne  peut  être  égale  à  aucune  frac- 
tion exprimée  avec  des  termes  plus  simples. 

Corollaire  II.  —  Pour  que  deux  fractions  irréductibles 
soient  égales ,  il  faut  que  les  numérateurs  soient  égaux ,  ainsi 
que  les  dénominateurs. 

219.  Problè:me.  —  Trouver  la  plus  grande  puissance 
d'un  nombre  premier  Ô,  qui  divise  le  produit  i .  2 , 3  .  .  .n . 

Soit  n'  la  partie  entière  du  quotient  de  la  division  de  ?/ 
par  Q.  Le  produit  i  .2.3.  .  .n  contient  les  facteurs  0,  26, 
3  0, .  .  . ,  n'B^  et  ces  facteurs  sont  les  seuls  qui  soient  divi- 
sibles par  0.  La  plus  haute  puissance  de  Q  qui  divise  le 
produit  proposé,  est  donc  la  même  que  celle  qui  divise  le 
produit  1.2.3.  .  .n'.O"'-^  on  obtiendra  donc  Fexposant  de 
cette  puissance  en  ajoutant  n'  h  l'exposant  de  la  plus  haute 
puissance  de  6  qui  divisera  le  produit  i  .2.3.  .  .n'.  Si  n' 
est  plus  grand  que  0,  soit  n^'  la  partie  entière  du  quotient 
de  la  division  de  7i'  par  0^  on  aura  la  plus  haute  puissance 
de  9  qui  divisera  le  produit  I.2.3...72',  en  multipliant 
0"  "  par  la  plus  haute  puissance  de  9  qui  divisera  le  produit 
1.2.3.  .  .  n".  Supposons  qu'en  nommant  n'"  la  partie  entière 
du  quotient  de  fi"  par  0,  on  ait  n''^  <^  0  ^  le  produit  i . 2.3. . .//" 
ne  sera  pas  divisible  par  0,  el  la  puissance  demandée  sera 
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Si  l'on  avait  11  ■=z  6'",  les  iiomljros  n\  n" ...  seraient  6'""' , 

Q'« I  ji I 

G'""'' .  .  .  I ,  (ît  leur  somme  serait •>  ou  ^ 

220.  Théorème  iv .  —  Soit m=:^ou>nH-p-hq-l-  etc. , 
Je  produit  i .  2  . 3  .  .  .  n  X  i  •  2 .  .  .  p  x  i  -  2 .  ,  .  q  X  etc. ,  est 
un  diviseur  ^e  i .  2 . 3 .  .  .  m. 

Il  suffit  de  démontrer  qu'un  facteur  premier  quel- 
conque Q,  qui  ne  surpasse  pas  m,  n'est  pas  contenu  dans  le 
premier  produit  à  une  puissance  plus  élevée  que  celle  à 
laquelle  il  se  trouve  dans  le  second  produit.  Or  soient 
m',  /i',  /:>',  q\  etc.,  les  parties  entières  des  quotients  de  m, 
«,  p,  ^,  etc. ,  divisés  par  0^  soient  m" .^  r\!\  p'\  q" ^  etc.,  les 
parties  entières  des  quotients  de  m  .  n.,  p',  q\  etc.,  divisés 
par  0^  et  ainsi  de  suite.  L'exposant  de  la  plus  haute  puis- 
sance de  6  qui  divise  1.2. 3... /ri  est  m'  -h  m^'  -\-  m!" -\-  etc.; 
l'exposant  de  la  plus  -haute  puissance  de  B  contenue  dans 
le  produit  i.2...72Xi.2.../?Xi.2...^X  etc. ,  est 
n'  ^n" .  .  .^p'  -^p" .  .  .  ^q'  -i^q"  ,  ,  . -h  etc.  Mais,  puis- 
que m  =  ou  ^  7/  H-  /?  H-  ^  -h  etc.,  en  divisant  par  0,  on  a 

m  >^    n       p       q 

et  à  fortiori,  en  ne  prenant  que  les  parties  entières  des 

quotients, 

m'  =     ou     ^  «'  -h  ;?'  H-  9'  +  etc. 

On  conclut  pareillement,  de  cette  inégalité, 

m"  r=z     ou     >>«"-)-/?"  4- 7'' -I-  etc.; 
ainsi  de  suite.  Donc,  en  ajoutant, 
m' -{-  m"...  =z  ou  >>«'-h/z"...+/'' -f-/>"...  H-/-f- ^"...4- etc. 

221 .  Théorème  v.  —  Soit  p  un  nombre  premier  ai^ec  a  5 
si  l'on  divise  par  p  les  multiples  successifs  de  a  jusquà 
(p  —  i)  a ,  les  restes  de  ces  dis^isions  seront  tous  différents. 

i5. 
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Supposons  que  deux  multiples  tua  et  //« ,  moindres  que 
(p  —  i)(i,  divisés  par  p^  donnent  le  même  reste.  En  dési- 
gnant les  parties  entières  des  quotients  par  f/  et  ^',  on  aura 

ma  =  pq  H-  r,    na  =  pq'  +  /';     d'où      [m  —  n)  a  ^=  p  [q  —  q'). 

On  conclut  de  là  que  p  devrait  diviser-  (/?/  —  n)  a  ,  et  comme 
p  est  premier  avec  a^  il  faudrait  que  p  divisât  m  —  n\  ce 
qui  est  impossible,  puisque/?/  et  //  sont  moindres  que /^. 

Remarque.  Si  l'on  divise  par  p  les  multiples /;«,  [p-\~i)a, 
i^p  -}-  i)a,  etc.,  le  premier  pa  donnera  le  reste  zéro;  et  les 
suivants  donneront  les  restes  qu'on  aura  obtenus  en  divi- 
sant a,  9.  a ,  etc.,  par  p\  de  sorte  que  les  restes  se  repro- 
duiront périodiquement. 

222.  TnÉORiîME  VT.  —  pétant  un  Jiomhrp  premier  qui 
ne  divise  pas  a ,  a^"^  —  i  est  divisible  par  p. 

D'après  la  proposition  précédente  ,  si  Ton  divise  par  p  les 
nombres  ^  ,  2a,  '^a...  [p  —  i)  <^ ,  les  restes  seront  tous  difïe- 
rents;  ils  seront  moindres  que  p  .^  et  aucun  d'eux  ne  sera 
zéro,  puisque  j)  est  premier  avec  a ,  et  le  multiplicateui 
de  a  est  moindre  qu^e  p.  Donc  ces  restes  seront  tous  les 
nombres  depuis  i  jusqu'à  p  —  i . 

Considérons  maintenant  les  égalités 

a  =^pqx  -\-  f\,    la  ^=z  pq-i-^  r.,---,  [p  —  1)  «  =  pqp-x  H-  />_,. 

Si  l'on  multiplie  ces  égalités  membre  à  membre,  le  produit 
des  seconds  membres  sera  un  multiple  de  /?,  augmenté  du 
produit  de  tous  les  restes.  Or  ce  produit  est  celui  des  nom- 
bres de  I  à  /?  —  I .  Donc 

1 . 2 . 3 . .  .  (/J  —  I ) al'--'  =11  Mp  4-  1.23,..;?—  I , 
ou  1  .2.3.  ..(/>—  i)  (rt^~' —  1)  =  M//. 

Il  suit  de  la  dernière  égalité  que  p  divise  le  produit 
i.2.3...(/?  —  i)  («^~*  —  i) .  Mais  puisque  p  est  premier, 
il  est  aussi  premier  avec  chacun  des  nombres  de  i  à  /?  —  i . 
Donc  il  divise  a^'^  —  i. 
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Cette  proposition  est  connue  sous  le  nom  de  théorème 
de  Fermât. 

Lorsque  p  est  premier  avec  a,  sans  être  premier  absoln  . 
le  théorème  précédent  doit  être  remplacé  par  celui-ci  : 

Si  s  est  le  nombre  des  entiers  plus  petits  que  p  et  pre- 
miers ai^ec  luij  p  divise  a^  —  i . 

On  démontre  ce  théorème  de  la  même  manière  que  le 
précédent,  en  ne  considérant  que  les  multiples  de  a  moindres 
que  pa^  et  premiers  avec  /?,  et  en  remarquant  que  ces  mul- 
tiples divisés  par  p  donnent  des  restes  qui  sont  aussi  pre- 
miers avec  p\  car,  d'après  l'égalité  m^  =^  pq  -f-  r,  si  p  et  / 
avaient  un  facteur  commun  ,  ce  facteur  diviserait  ma\  donc 
p  ne  serait  pas  premier  à  la  fois  avec  n  et  avec  m.  Il  suit  de 
cette  observation  que  le  produit  des  multiples  de  a  moindres 
que  pa ,  et  premiers  avec  p^  est  un  multiple  de  /?,  augmenté 
du  produit  de  tous  lesniultiplicateurs  dea^  puisque  les 
restes,  tous  différents  et  premiers  avec  /?,  sont  en  même 
nombre  que  les  multiplicateurs.  Donc  en  nommant  R  le 
produit  des  nombres  premiers  avec  p  et  plus  petits  que  /?, 
on  a  Ra*  =  M/^  -f-  R  ou  R  (a'  —  0  ^^  ^^P  '•>  ^^^  ^^  résulte 
que  p  divise  a' —  1  ,  puisqu'il  est  premier  avec  R,  et  il 
divise  R  [a'  —  i).  Ce  dernier  théorème  comprend  le  précé- 
dent, comme  cas  particulier^  car,  lorsque  p  est  premier,  on 
^  s  =:  p  —  I  . 

Il  résulte  aussi  du  second  théorème  que,  lorsque  aP~^  est 
la  plus  faible  puissance  de  a  dont  la  division  par  p  donne 
le  reste  1,  p  est  premier. 

Quand  p  n'est  pas  premier  avec  a,  il  n  existe  aucune 
puissance  de  a  qui .  divisée  par  /?,  donne  le  reste  i  ;  car  en 
supposant  a'"  =  ^^  -j-  1 ,  il  s'ensuivrait  que  le  facteur  com- 
mun k  a  et  p  diviserait  l'unité. 

Remarque.  Soit  s'  l'exposant  de  la  plus  faible  puissance 
de  a  qui ,  divisée  par  /?,  donne  le  reste  i , 

Les  puivssances  de  a  inférieures  à  a:'  donneront  toutes 
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des  restes  diFçrenis;  car,  en  supposant  a'"  =  pc/ -j- r^ 
a"  z=  pq'  -{-  r,  on  en  conclut  a"'  —  a"  ^=  p  (rj  —  q')  ou 
^n  {^fi'n-n —  jj  __  ^  ^^  —  <7 ' )  ^  /^  diviscrait  donc  a"  [a'"-" —  i). 
Mais  puisque  p  est  premier  avec  «,  il  est  aussi  premier 
avec  a"  \  donc  p  diviserait  a"'~"  —  i .  Donc  si  m  et  n  étaient 
moindres  que  s' ^  a''  ne  serait  pas  la  plus  faible  puissance 
de  a  conduisant  au  reste  i . 

L'égalité  a'' z=pq  -\-  i  donne  a''~^^  =  pqa  -\-  a,  par  con- 
séquent le  reste  de  la  division  de  a''+^  par  p  est  le  même  que 
celui  de  la  division  de  a  par  p.  a"''^-  donne  le  même  reste 
que«^;  ainsi  de  suite.  Donc  si  l'on  divise  par  p  les  puis- 
sances consécutives  de  a ,  les  restes  se  reproduiront  pério- 
diquement. 

Si  s'  est  plus  petit  que  5,  en  désignant,  comme  ci-dessus, 
par  s  le  nombre  des  entiers  moindres  que  p  et  premiers 
avec/?,  s'  sera  un  diviseur  de  s-^  car,  d'après  la  périodicité 
des  restes,  les  seules  puissances  de  a  qui  donneront  le 
reste  i,  seront  «'',  a^'',  a^'\  etc. 

223.  Problème.  —  Trouver  combien  il  y  a  de  nonthres 
entiers  premiers  as^ec  un  nombre  donné  N,  et  plus  petits 
(pie  ce  nombre 

Soit  N  = /2N',  a  étant  un  nombre  premier,  et  IN'  un 
nombre  qui  peut  être  divisible  par  une  puissance  quel- 
conque de  a.  Les  nombres  divisibles  par  «,  dans  la  suite 
i,2,3,...,N,  sont /2,  2  a,  3  a,.  ..,  IN 'a.  Si  on  les  exclut, 
les  nombres  qui  restent  sont  premiers  avec  a,  et  il  y  en  a 
un  nombre  égal  à  N  —  N'  ou  N'  (a  —  i). 

Soit  N  =  ahW ^  a  cl  b  étant  des  facteurs  premiers  diffé- 
rents. La  suite  i  ,  2,  3,.  .  .,  N  contient  des  nombres  qui 
sont  premiers  avec  a  sans  être  premiers  avec  Z>,  d'autres  qui 
sont  premiers  avec  b  sans  être  premiers  avec  a,  et  d'autres 
qui  sont  premiers  avec  ab.  Suivant  la  formule  précé- 
dente, les  nombres  premiers  avec  a  sont  en  nombre  égal 
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à  ^" h  (a —  i).  Cherclions  combien  il  se  Uouvc  dans  ces 
nombres  de  multiples  de  h.  Avant  l'exclusion  des  mul- 
tiples de  a  de  la  suite  i  ,  2 ,  3, .  .  . ,  IN  ,  les  multiples  de  h 
étaient  Z>,  2  Z>,  3  Z?, .  .  . ,  W ab.  Daiis  cette  dernière  suite  ,  il 
y  a  autant  de  nombres  premiers  avec  a  qu'il  s'en  trouve 
dans  la  suite  i ,  2 ,  3, .  .  . ,  N''<^  ^  donc  il  y  en  a  un  nombre 
égal  à  N^'  [a  —  i).  En  retranchant  ce  nombre  de  Wb  [a — i), 
on  aura  celui  des  nombres  premiers  avec  le  produit  ab 
dans  la  suite  1,  2,  3,.  .  .,  N,  lequel  sera,  par  conséquent, 

Si  N  =  ahcW ^  on  trouvera,  par  un  raisonnement  sem- 
blable, que  le  nombre  des  termes  premiers  avec  abc ^  dans 
la  suite  i ,  2  ,  3, .  .  . ,  N,  sera  W  [a —  1)  [b  —  i)  (c —  i). 
En  effet,  d'après  la  formule  précédente,  les  nombres  pre- 
miers avec  ab ^  dans  cette  suite,  sont  en  nombre  égal  à 
W c[a —  i)  (b —  i).  L^s  multiples  de  c  dans  cette  même 
suite  sont  c,  ic,  3c,.  .  .,  Wabc^  et  ceux  de  ces  mul- 
tiples qui  sont  premiers  avec  ab ,  sont  en  nombre  égal 
à  celui  des  nombres  premiers  avec  ab  dans  la  suite 
I,  2,  ?>,...,^"'ab,  lequel  es  tN'''(«—i)  (^—1).  On  ob- 
tiendra donc  le  nombre  des  termes  premiers  avec  abc  de  la 
suite  1 ,  2  ,  3, .  .  . ,  N  ,  en  retranchant  N''^  [a  —  i)  {^b  —  i)  de 
W(y^{a  —  i]  (è  — i);cequidonneN'''(a  — i)  (^  — i)  [c  —  i). 

S'il  y  avait  un  plus  grand  nombre  de  facteurs  premiers  , 
on  obtiendrait  une  expression  semblable  aux  précédentes. 

Maintenant,  supposons  le  nombre  N  décomposé  en  fac- 
teurs premiers ,  et  soit  ]N  =  a"  b^  c''. . .  ^  le  quotient  de  N  par 
abc,  .  .  sera  a"~^  bP~^  C^"* ....  D'ailleurs  les  nombres  pre- 
miers avec  IN  seront  aussi  premiers  avec  abc .  .  .  ^  et  les 
nombres  premiers  avec  abc .  seront  premiers  avec  IN .  Donc 
le  nombre  des  entiers  premiers  avec  ^  ,  et  moindres  que  IN  , 

sera 

a"-  '  bP-'  et''  {a  —  \){b  —  ï)  (c  — j). 
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Caractères  de  divisibilité  des  nombres  par  des 
diviseurs  quelconques. 

224.  Soit  N  un  nombre  entier,  écrit  dans  le  système  de 
numération  dont  la  base  est  h.  Concevons  qu'on  ait  partagé 
ce  nombre,  en  allant  de  droite  à  gauche,  en  tranches  de  m 
chiffres  chacune,  sauf  la  dernière  qui  pourra  en  avoir 
moins  ^  et  soient,  en  allant  aussi  de  droite  à  gauche ,  A ,  B, 
C ,  D, .  .  .  ces  tranches  considérées  comme  autant  de  nom- 
bres isolés  ;  on  aura 

On  peut  mettre  cette  expression  du  nombre  JN  sous  les  trois 
formes  suivantes  : 

N  =  ^'"(BH-C^'"-h  0^""  +  . . .)  -h  A, 

Î4  =z  [B  (/>'"—  I  )  +  C(^^'"'—  j)  +  \y(b^"'—  i)-h. .  .J 

-h'(A  +  B-4-C-+-D-f-...), 

.]V~[B(è'"H-  i)   -f-C(^^'"—  0  -t- D  (Z»^"' -f-  i)-h...] 
4-(A-+-C-h...)-(B-fD-|-...). 

Les  premières  parties  de  ces  trois  expressions  de  N  sont  res- 
pectivement divisibles  par  Z>'",  Z>'" —  i,  Z>'" -|-  i  (voyez  le 
n^  71  )  7  et  de  là  résultent  les  conséquences  ci-après  : 

i*^.  Dans  tout  système  de  numération,  le  reste  de  la  di- 
\fision  d^un  nombre  par  un  diviseur  quelconque  de  la  m'^""*^ 
puissance  de  la  base  du  système,  est  le  même  que  celui 
qu'on  obtient  en  di\^isant  sa  première  tranche  de  m  chiffres 
à  droite  par  ce  diviseur 

a".  Dans  tout  système  de  numération ,  le  reste  de  la  di- 
vision d'un  nombre  par  un  diviseur  quelconque  de  la  m'*^'"*^ 
puissance  de  la  base,  diminuée  d'une  unité ,  est  le  même 
que  celui  qu'on  obtient  en  diK^isant  la  somme  des  tranches 
de  m  chiffrai  par  ce  diviseur. 
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3".  Dans  tout  système  de  numération ,  le  reste  de  la  di- 
vision d'un  nombre  par  un  diviseur  quelconque  de  la  m'*""'' 
puissance  de  la  base,  augmentée  d^une  unité,  est  le  même 
que  celui  quon  obtient  en  divisant  par  le  même  diviseur 
la  somme  des  tranches  de  m  chiffres  de  rangs  impairs, 
moins  la  somme  des  tranches  de  m  chiffres  de  rangs  pairs. 

Par  conséquent,  pour  que  la  première  division  soit  pos- 
sible, il  suffira,  dans  chaque  cas,  que  la  seconde,  plus 
simple,  se  fasse  exactement. 

Lorsqu'on  veut  reconnaître ,  au  moyen  de  ces  règles ,  si 
un  nombre  N  est  divisible  par  un  autre  nombre  /^,  il  faut 
d'abord  chercher  quelle  est  la  puissance  de  la  base  qui ,  di- 
visée par  /;,  donne  pour  reste  o,  i  ou  —  i. 

Si  le  nombre  p  ne  contient  que  des  facteurs  premiers 
de  la  base  />,  il  y  a  une  puissance  de  h  exactement  divisible 
par  p  -,  et  l'on  doit  appliquer  la  première  règle. 

Lorsque  le  nombre  p  est  premier  avec  la  base,  il  existe 
une  puissance  de  b  qui ,  diminuée  de  i  ,  donne  un  nombre 
divisible  par  p  (n^  222)  -,  de  sorte  qu'on  peut  appliquer  la 
seconde  règle. 

Supposons  que  p  soit  un  nombre  premier,  et  soit  b'"-  la 
plus  faible  puissance  de  b  qui ,  diminuée  de  i ,  donne  un 
nombre  divisible  par  jc>.  Si  m  est  un  nombre  pair  2.n^  p  di- 
visera Z>"H-i^  car,  puisque  l'on  a  b'"  —  i=z  (Z>"  —  i)  (^"-f-i), 
il  faudra  que  p  divise  ou  />" —  i  ou  Z>" -h  i ,  et ,  d'après  l'hy- 
pothèse, il  ne  peut  pas  diviser  b" —  i. 

Soit  p  =z'iy.  En  divisant  les  puissances  successives  de  lo 
par  37,  on  trouve  que  la  troisième  puissance,  qui  est  1000, 
donne  le  reste  -f-  i  ;  il  en  résulte  aue  la  divisibilité  d'un 
nombre  par  3^  dépend  de  la  divisibilité  par  37  de  la  somme 
des  tranches  de  trois  chiffres. 

Soit  encore  p  =  7.  La  plus  faible  puissance  de  10  qui, 
divisée  par  7,  donne  pour  reste  H-  1,  est  1  000000^  ainsi  la 
divisibilité  d'un  nombre  par  7  dépend   de  la  divisibilité 
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par  7  delà  somme  des  tranches  de  six  chiffres.  Mais  looo 
divisé  par  7  cfonue  pour  reste  —  1  5  et  il  en  résulte  qu'on  re- 
connaît aussi  qu'un  nombre  est  divisible  par  7,  quand  la 
somme  des  tranches  de  trois  chiffres  de  rangs  impairs,  di- 
minuée de  la  somme  des  tranches  de  trois  chiffres  de  rangs 
pairs,  est  divisible  par  7. 

Propositions  sur  les  racines.  —  Méthode  abrégée  pour 
extraire  la  racine  carrée  d'un  nombre. 

î225.  Théorème  vu.  — La  racine  d^un  degré  quelconque 
d'un  nombre  entier  ne  peut  être  quun  nombre  entier  ou 
un  nombre  incommensurable. 

Pour  démontrer  ce  théorème ,  il  suffit  de  faire  voir  qu'une 
racine  d'un  nombre  entier  ne  peut  jamais  être  une  fraction. 
Or,  si  la  racine  du  degré  m  d'un  nombre  entier  a  était  une 

fraction  -•>  qu'on  pourrait  toujours  supposer  irréductible, 


c 
b' 
c" 


ou  aurait  —  =  a  :   il  faudrait  donc  que   b'"  fût  divisible 

par  c"\  Mais  b  et  c  étant  premiers  entre  eux,  b'"  et  c'"-  sont 
aussi  premiers  entre  eux  j  car  si  un  facteur  premier  divisait 
à  la  fois  Z>'"  et  c'",  ce  facteur  premier  devrait  diviser  b  et  c. 

b"' 
La  fraction  -   ne  peut  donc  pas  être  égale  à  un  nombre  en- 
tier. L'hypothèse  que  l'on  a  établie  ne  peut  donc  pas  être 
admise. 

226.  Théorème  viii.  —  Pour  que  la  racine  du  degré  m 
d'une  fraction  irréductible  soit  comme nsurab le ,  il  faut 
que  les  deux  termes  de  la  fraction  soient  des  puissances 
exactes  du  degré  m. 

Soit  y  un  fraction  irréductible.  Si  la  racine  du  degré  m 
b 

de  celte  fi  action  est  exprimée  par  une  traction  -j  qu  on 
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a         r"' 
pourra  toujours  supposer  irréductible,  on  aura  j  =  —  •  Or, 

la  fraction  -  étant  irréductible,  il  en  est  de  même  de  la 
a 

6"""  ,  rt 

fraction  —  5  et  puisque  y  est  pareillement  une  fraction  irré- 
ductible, l'égalité  ci-dessus  ne  peut  exister  qu'autant  que 
l'on  a  rt  =  c'"  elb  =  cl'"  (n^  218). 

227.  Lemme  i*^'.  —  Les  puissances  successwes  d'un 
nombre  A  plus  grand  que  V unité  sont  de  plus  en  plus 
grandes,  et  elles  croissent  au  delà  de  toute  limite. 

De  ce  que  l'on  a  A^  i,  on  conclut  A^^  A,  A^^  A-,...^ 

^m+l   \     A'". 

En  outre,  si  l'on  pose  A  —  i  =  B,  on  aura  A^  —  A  ^  Vt 
et  à  fortiori  A^  —  A^  >  B,,.  .  . ,  A'"  —  A'"-^  >  B.  En  ajou- 
tant toutes  ces  relations  (n"  152),  on  obtient  A'" —  i^mV» 
ou  A'"^  I  -f-  /;zB.  Donc,  pour  que  A'"  surpasse  une  quan- 
tité donnée  H ,  il  suffira  de  prendre  m  de  telle  sorte  que 

TT     

l'on  ait  I  +  m  B  ^  H ,  ou  ni  ^  — 

228.  Lemme  11.  —  Les  puissances  successii^es  d'un  nom" 
hre  a  plus  petit  que  V unité  sont  de  plus  en  plus  petites,  et 
elles  s' approchent  indéfiniment  de  zéro. 

De  ce  que  l'on  a  a  <;  i ,  on  conclut  a^  <^a.^  a^  <^  «%..., 

a'":^^  <^a"\ 

En  outre,   si  l'on  pose  A  =: -7    A  sera  plus  grand  que 

Tunité ;  on  aura  «  =  -  5   d'où  ar  =  —  ;  donc ,  en  désignant 

par  h  une  quantité  donnée  aussi  petite  que  l'on  voudra,  011 
satisfera  à  la  condition  a'"  <^fi^  si  Ton  satisfait  à  celle-ci , 

-—  <  /i,  ou  A'"  >  -  '  Or,  d'après  la  proposition  précédente, 
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on  peut  toujours  assigner  une  valeur  de  m  qui  salisiasse  à 

la  dernière  condition. 

229.  Théorème  ix.  —  La  racine  du  degré  m  d'un 
nombie  diffère  d'autant  moins  de  l'unité  que  le  degré 
m  est  plus  grand,  et  Von  peut  prendre  m  assez  grand 
pour  que  cette  racine  diffère  de  V unité  d'une  quantité 
aussi  petite  qu'on  le  "veut. 

Considérons  d'abord  un  nombre  A  plus  grand  que  l'unité. 
Soient  a  la  racine  du  degré  m  de  A  ,  et  6  la  racine  du  degré 
m  H-  n  du  même  nombre  ^  les  nombres  c^  et  6  seront  néces- 
sairement plus  grands  que  i  ,et  Ton  aura  a'"=6"'+"=D"'Xê"^ 
donc  a'"  >  6'";  par  conséquent  a^  6. 

Soit  £  une  quantité  donnée  aussi  petite  qu  on  le  voudra  ; 
si  l'on  prend  pour  m  une  valeur  telle,  qu'on  ait  (iH-e)'"^A 
(  n^  227  ) ,  la  racine  du  degré  m  de  A  sera  moindre  que  i  +  £. 

Considérons  maintenant  un  nombre  a,  moindre  que  l'u- 
nité. Soient  a  la  racine  du  degré  ni  de  a,  et  ê  la  racine  du 
degré  ni  -f-  n  du  môme  nombre;  les  nombres  a  et  6  seront 
plus  petits  que  i  ,  et  l'on  aura  a'"  =  g'"+"  ^zr  o'"  X  o";  donc 
«'"  <^  6'";  par  conséquent  a  <^  G. 

Soit  encore  e  une  quantité  donnée  aussi  petite  qu'on  le 
voudra-,  si  l'on  prend  pour  m  une  valeur  telle,  qu'on  ail 
(  I  —  e)'"  <^  a  (n"  228) ,  la  racine  du  degré  m  de  a  sera  plus 
grande  que  i  —  e. 

230.  Théorème  x.  —  Lorsqu'on  a  trouvée  une  partie  a 
de  la  racine  carrée  dv  un  nombre  entier  n^  composée  de 
plus  de  la  moitié  des  chiffres  de  la  racine,  à  partir  du 
chffre  des  plus  hautes  unités,  la  quantité  qu'il  faut  ajouter 
à  a  pour  auoir  la  racine  à  moins  d  une  unité,  est  égale  à 
la  pajtie  entière  du  quotient  que  Ion  trouve  en  divisant  le 
reste  n  —  a^  par  a  a. 

Supposons,  par  exemple,  que  le  nombre  n  dont  on  de- 
mande la  racine  carrée  soit  9,3 5497^^^85 '267  ;  la  racine  doit 
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être  composée  de  sept  chilïres,  et  l'on  tiouvt;  i534  pour  le 
nombre  formé  des  quatre^  premiers  (^liitïreâ^  en  sorte  que 
a  =  1 534000.  Le  reste  n  — •  a'^  est  18 17285 267,  et  la  divi- 
sion de  ce  reste  par  2  X  1 5 3 4000  donne  pour  quotient  592  ; 
il  en  résulte  que  la  racine  est  1 534592  à  moins  d'une  unité. 
Pour  démontrer  l'exactitude  de  celte  règle,  représentons 
pai-  a  H-  h  la  racine  carrée  du  nombre  « ,  on  aura 

,         ,         ,,  n  —  «^        ,  b' 

n  =r  (i^  +  2  nb  -\-  t>-,     d  ou =  />  H : 

la  la 

soit  (j  la  partie  entière  du  quotient  de  la  division  de  n  —  a" 
par  2  a ,  et  soit  /'  le  reste;  d'où  n  —  a^  =  2  acj  -f-  v^  la  der- 
nière égalité  ci -dessus  deviendra 

/•  h-" 

b  =zq  -{ 

la        2  <7 

La  partie  a^  qui  est  formée  des  plus  hautes  unités  de  la 
racine,  contient  autant  de  chiffres  qu'il  doit  s'en  trouver 
dans  la  racine  ;  et,  par  hypothèse ,  le  nombre  des  chitllres  de 
la  partie  entière  de  b  est  moindre  que  la  moitié  du  nombre 
des  chiffres  de  la  racine.  Il  suit  de  là  que  la  partie  entière 

de  h^  a  moins  de  chiffres  que  a-^  donc  —  est  une  quantité 

moindre  que  l'unité.  D'ailleurs  —  est  aussi  moindre  que 
^  la 

l'unité.  Donc  le  nombre  entier  q  est  la  valeur  de  h  à  moins 

d'une  unité. 

Comme  on  a  (a-\-(iY=za}-{-iaq-{-q^  et  nr^a^-^-iaq-hf^ 

si  r^  q^^  a  -h  q  sera  la  valeur  approchée  de  la  racine  par 

défaut;  si  f'^^^^i   cette  valeur  sera  approchée  par  excès; 

enfin,  si  r  =  q^^  a -h  q  sera  la  valeur  exacte  de  la  racine. 

Des  progressions  arithmétiques  ou  par  différence. 

2o1 .  Une  j)rogrcssion  arithmétique  ou  par  différence 
est  une  suite  de  termes  dans  laquelle  chaque  terme  est  égal 
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au   prér.édpiit   augmenté  d'une  quantité   constante.    Cette 

quantité  coMStante  se  nomme  la  raison  de  la  progression. 

Suivant  que  la  raison  est  positive  ou  négative,  la  pro- 
gression est  croissanLe  ou  décroissante. 

Pour  indiquer  que  les  nombres  a,  />,  c^  etc.,  forment 
une  progression  par  différence,  on  écrit 

T  a .  b .c.d.  etc. 

Cette  notation  résulte  de  ce  que  trois  ternies  consécutifs 
quelconques  de  la  progression  forment  une  proportion  con- 
tinue par  différence. 

Si  l'on  représente  par  ;•  la  raison  de  la  progression,  et 
par  /  le  /i'^""'  ternie,  c'est-à-dire  le  terme  qui  en  a  7a  —  i 
avant  lui ,  on  aura 

et,  en  général, 

(i)  /=:a  -\-(n  —  i)r. 

La  dernière  relation  fait  connaître  l'une  des  quatre  quan- 
tités a,  /%  7i,  /,  lorsque  les  trois  autres  sont  connues. 

Si  Ton  veut  insérer  m  moyens  différentiels  ou  arithniê- 
tiques  entre  deux  nombres  donnés  ^  et  1 ,  on  conclura  de 
la  relation  (i) 


m  -t-  1 

Cette  formule  indique  quon  obtiendra  la  raison  en  divi- 
santla  différence  des  deux  nombres  donnés  parle  nombre 
des  moyens  augmenté  de  i. 

Nommons  S  la  somme  des  termes  de  la  progression;  on 
aura 

S  =  «  -H  (fl'  -h  /•)  4-  («  H-  2  /•) .  .  .  -}-  (/  +  2.  r)  +  (Z:;-^  r)  -f-  /, 
et  en  considérant  les  termes  dans  l'ordre  inverse, 

S  =  /  -h  (/  — -  r)  -h  (/  —  5-  /•)  .  .  .  -h  («  +  2  /■)  -\-(n-\-  r]  -h  a. 
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En  ajoulaiil  c:es  deux  égalités  nienibre  à  membre  et  teiine  à 
terme,  et  désignant  toujours  par  //  le  nombre  des  termes  de 
la  progression,  on  trouve 

2  S  =  («  4-  /)  « , 
d'où 

(2)  S  ^  '- ^. 

^       .  2 

Done,  la  somme  des  termes  crime  progression  par  diffé- 
rence est  égale  à  la  demi-somme  des  termes  extrêmes  ré- 
pétée autant  de  fois  qiiil  y  a  de  termes  dans  la  pro- 
gression . 

En  remplaçant  Z,  dans  la  formule  (2) ,  par  la  valeur  que 
donne  l'équation  (i),  on  trouve 

\ia  -Ar  [n  —  \]r\n 

(3)  S  =  ^      ^\ -J-. 

"^ïi^l.  Lorsque  l'on  connaîtra  trois  des  cinq  quantités  a^ 
/',  // ,  /,  S,  on  pourra  déterminer  les  deux  autres ,  au  moyen 
des  équations  (i)  et  (2)  ou  (i)  et  (3). 

En  choisissant  de  toutes  les  manières  deux  inconnues, 
parmi  les  cinq  quantités  a,  /',  //,  /,  S,  on  aura  à  résoudre 
dix  problèmes  qui  offriront  un  exercice  utile.  On  vérifiera 
aisément  l'exactitude  des  résultats  que  l'on  obtiendra  dans 
chacun  de  ces  problèmes  ,  en  attribuant  aux  quantités  con- 
nues des  valeurs  déduites  d'une  progression  numérique 
choisie  à  volonté. 

Lorsque  le  nombre  n  des  termes  est  inconnu  ,  la  question 
n'est  possible  qu'autant  que  l'on  trouve  pour  n  une  valeur 
entière  et  positive. 

Les  équations  (i)  et  (2)  expriment  toutes  les  relations 
entré  les  cinq  quantités  a,  r,  7i,  /,  S,  qui  résultent  de  la 
loi  de  la  progression^  car,  si  l'on  obtenait  une  troisième 
équation  entre  ces  quantités,  il  s'ensuivrait  que,  deux  de  ces 
quantités  étant   données,    on    pourrait    trouver  les    trois 
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autres;,  or  on  voit  immédiatement  que,  lorsqu'on  ne  donne 
que  deux  deS  quantités  ci-dessus ,  la  progression  est  tou- 
jours indéterminée. 

Des  progressions  géométriques  ou  par  quotient. 

233.  Une  progression  géométrique  on  par  quotient  est 
une  suite  de  termes  dans  laquelle  chaque  terme  est  égal  au 
précédent  multiplié  par  une  quantité  constante.  Cette  quan- 
tité constante  se  nomme  la  raison  de  la  progression. 

Suivant  que  la  raison  est  plus  grande  ou  plus  petite  que 
l'unité,  la  progression  est  croissante  ou  décroissante. 

Pour  indiquer  que  les  nombres  a .,  ^>,  c,  etc.,  forment 
une  progression  par  quotient,  on  écrit 

H  a'.h  \c  '.  d\  etc . 

Cette  notation  résulte  de  ce  que  trois  termes  consécutifs 
quelconques  de  la  progression  forment  une  proportion  con- 
tinue par  quotient. 

En  représentant  par  /'  la  raison  de  la  progression,  et 
par  /le  /z'^""^  terme,  c'est-à-dire  le  terme  qui  en  a  /z —  i 
avant  lui ,  on  a 

h  =.  ar,  .   r  =  ar^,      d  =  ar^  ; 
et,  en  général, 
(l)  t  —  ar^-'. 

La  dernière  relation  fait  connaître  l'une  des  quatre  quan- 
tités a,  r,  11.,  /,  lorsque  les  trois  autres  sont  connues. 

Si  l'on  veut  insérer  m  moyens  géométriques  entre  deux 
nombres  donnés  r  et  1,  on  conclura  de  la  relation  (i) 


Cette  formule  indique  que,  pour  obtenir  la  raison,  il  faut 
diviser  les  deux  nombres  donnés  l'un  par  l'autre,  et  ex- 
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traire  du  quotient  la  racine  dont  le  degré  est  marqué  par 
le  nombre  des  moyens  augmenté  de  1. 

Nommons  S  la  somme  des  termes  de  la  progression  ;  on 
aura 

(2)  S  =:  rt  -f-  «/-  -h  ar-  -H  .  ■  .  H-  ar"-\ 

et  en  multipliant  les  deux  membres  par  r, 

rS  =r  «/■  H-  ar^  -\-  ar'  +  .  .  ,  -h  «/•""'  -|-  <?/•". 

En  retranchant  ces  deux  égalités  l'une  de  l'autre ,  on  obtient 

(r  —  I  )  S  =  <?/•"  —  a , 
d'où 


(3)  S 

r  —  I 

et,  en  remplaçant  af'~^  par/, 

(4)  s  =  ';^ 


Il  est  facile    de   vérifier   à    posteriori    que   l'expression 

donne  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  pro- 

gression  dont  le  premier  terme  est  a,  et  dont  la  raison 
esl/'^  car,  en  effectuant  la  division  de  r" —  i  pai'  /• —  i, 
et  multipliant  le  quotient  par  /z,  on  retrouve  la  progres- 
sion. 

234.  Lorsque  l'on  connaîtra  trois  des  cinq  quantités  <2, 
r,  n  ^  /,  S,  on  pourra  trouver  les  deifx  autres  au  moyen  de 
l'équation  (i)  jointe  à  Fune  des  équations  (2) ,  (3)  et  (4)- 

En  choisissant  les  deux  inconnues  de  toutes  les  manières 
possibles,  on  aura  à  résoudre  dix  problèmes  différents.  Mais 
ces  problèmes,  à  l'exception  de  quatre  seulement,  exigent 
la  connaissance  des  métViodes  que  nous  exposerons  dans  la 
suite  j  car,  lorsque  l'une  des  inconnues  est  le  nombre  des 
termes,  il  faut  résoudre  une  équation  dans  laquelle  cette 
inconnue  est  en  exposant;  et  lorsque  les  inconnues  sont  a. 
5*^  edit.  16 
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et  i\  ou  l  et  / ,  on  a  à  résoudre  une  équation  qui  est  du  degré 
n  quand  on  prend  les  équations  (i)  et  (3)  ou  (i)  et  (4),-  et 
du  degré  n  —  r  quand ,  au  lieu  de  l'équation  (3)  ou  (4) , 
on  prend  l'équation  (2). 

On  voit  aussi,  comme  dans  le  n"  232,  que  les  équa- 
tions (1)  et  (3)  expriment  toutes  les  relations  entre  les  cincj 
quantités  a,  /',  /? ,  /,  S,  qui  résultent  de  la  loi  de  la  pro- 
liression 


b 


235.  Quand  on  fait /=  i  dans  la  toruiule  (3) ,  il  vient 
S  =:=  J^.  Mais,  si  1  on  ellectue  d'abord  la  division  de  ?'"■ —  1 
par  r —  1  ,  on  est  ramené  à  l'équation  (2) ,  et  eu  supposant 
/•  =  I  ,  on  obtient  pour  S  la  valeur  déterminée  S  =  Jia. 

Lorsque,  la  raison  étant  inconnue,  on  se  sert,  pour  la 
déterminer,  de  l'équation  (3) ,  on  trouve  que  cette  équation 
est  vérifiée  par  ;- =  i  •  car,  en  chassant  le  dénominateur, 
Ihypotlièse  /'=  i  réduit  les  deux  membres  à  zéro.  On  évite 
la  solution  7=z  1  ^  qui  est  généralement  étrangère  à  la  ques- 
tion, en  faisant  usage  de  l'équation  (2)  au  lieu  de  l'équa- 
tion (3). 

236.  Occupons-nous  actuellement  du  cas  où  la  progres- 
sion est  décroissante  et  se  prolonge  indéfiniment.  On  a, 
d'après  la  formule  (3) , 

a  (i  —  /'")  a  ar" 

\  * —  r  i  —  ri  —  /• 

Or,  /•  étant  un  nombre  plus  petit  que  i  ,  à  mesure  que  le 

or" 
nombre  /?  augmente,  la  quantité devient  de  plus  en 

plus  petite^  et  Ton  peut  prendre  n  assez  grand  pour  que 

-ait  une  valeur  moindre  que  toute  quantité  donnée 


(n*^228).  Donc,  à  mesure  que  Ion  prend  plus  de  termes 
consécutifs  de  la  progression,  à  paitii   du  [)iTmiei'  terme 
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la  somme  8  approche  de  plus  en  plus  de  ;  et  l'on 

peut  prendre  assez  de  termes  pour  que  la  somme  de  ces 

termes  diffère  aussi  peu  cpion  le  veut  de On  dit, 

par  cette  raison,  que  la  somme  d'un  nombre  quelconque 
de  termes  de  la  progression,  à  partir  du  premier  terme,  a 

pour  limite  la  fraction ;  et  si  l'on  a  à  considérer  la 

somme  de  tous  les  termes  de  la  progression  en  nombre  infini, 

cette  somme  doit  être  regardée  comme  rigoureusement  égale 

,       a 

a 

I  —  r 

Soit,  par  (exemple,  la  progression 
H  .  :  i  :  i  :  -^  :  etc. 

On  a  a  =  i ,  /•  =  -  ?  — -^—  =  2  :  ainsi  la  somme  d'un  nombre 
21  —  /• 

quelconque  de  termes  consécutifs  de  la  progression  pro- 
posée, à  partir  du  premier  terme,  est  toujours  inférieure 
à  2  ^  elle  approche  d'autant  plus  de  2  que  l'on  prend  plus  de 
termes;  et  la  somme  de  tous  les  termes  de  cette  progression 
prolongée  indéfiniment  est  égale  à  2. 

On  peut  parvenir  aux  mêmes  conclusions  par  la  seule 
inspection  de  la  progression  ;  car  la  somme  des  deux  pre- 
miiers  termes  ne  diffère  de  2  que  de  ~  ou  ^  *,  donc  celle  des 
trois  premiers  termes  ne  diffère  du  même  nombre  2  que 
de  j  ou  \  -,  celle  des  quatre  premiers  termes  ne  difîère  de  2 
que  de  \  ;  ainsi  de  suite.  Donc ,  en  général ,  la  somme  des  n 
premiers  termes  ne  diffère  de  2  que  d'une  quantité  égale  à 

-^-  On  peut  donc  prendre  le  nombre  n  assez  grand  pour 

que  cette  dillerence  soit  aussi  petite  qu'on  le  veut;  et  lors- 
que n  est  infini ,  cette  différence  doit  être  regardée  comme 
nulle. 

16. 


•.>.44  IRAITÉ  ÉLÉMEINÏAlRh:  D'ALGÈBRE. 

La  valeur  d'une  fraction  décimale  périodique  est  la  somme 
des  termes  d'une«progression  décroissante  et  indéfinie.  Soit, 
par  exemple,  la  fraction  décimale 

0,324324324  etc. 

Les  diÛérenies  périodes  forment  une  progression  géomé- 

triaue  décroissante  ,  dont  la  raison  est :  et.  d'après  la 

^  1000         '       ^ 

règle  précédente ,  la  valeur  de  la  fraction  prolongée  indéfi- 

,     1  .         1     324  I  324 

niment  est  esfale  au  quotient  de par  i ,  ou  — ^• 

^  *  1 000  *  1 000  999 

On  retrouve  ainsi  la  règle  que  l'on  donne  dans  les  Traités 
d'aritlimétique-,  et,  au  moyen  de  cette  règle,  on  découvre 
aisément  celle  qu'il  faut  suivre  pour  évaluer  les  fractions 
décimales  périodiques ,  dans  lesquelles  la  période  ne  com- 
mence pas  immédiatement  après  la  virgule. 

Nations  élémentaires  sur  la  convers'ence  et  la 


t>' 


divergence  des  séries. 


237.  On  nomme  série  une  suite  de  termes,  en  nombre 
infini,  qui  dérivent  les  uns  des  autres  suivant  une  loi  dé- 
terminée. Quand  une  série  est  telle,  que  la  somme  d'un 
nombre  limité  de  termes  consécutifs,  à  partir  d'un  certain 
rang ,  s'approche  de  plus  en  plus  d'une  limite  fixe ,  à  me- 
sure" que  le  nombre  de  ces  termes  devient  plus  grand,  de 
manière  à  pouvoir  diiïérer  aussi  peu  qu'on  le  veut  de  cette 
limite,  on  dit  que  la  série  ust  convergente .  Quand  la  somme 
d'un  nombre  quelconque  de  termes  consécutifs  de  la  série 
ne  converge  vers  aucune  limite  fixe ,  on  dit  que  la  série  est 
divergente. 

Il  résulte  de  ce  qui  a  été  dit  sur  les  progressions  géo- 
métriques décroissantes  prolongées  indéfiniment,  qu'une 
semblable  progression  est  une  série  convergenie;  par  con- 
séquent, toute  série  dont  les  termes  décroissent  plus  rapi- 
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dément  que  ceux  d'une  progression  géométrique  est  aussi 
convergente. 

238.  Considérons  ,  par  exemple,  la  série  suivante,  dans 
laquelle  chaque  terme,  à  partir  du  deuxième,  est  formé 
en  divisant  celui  qui  le  précède  par  le  nombre  qui  en  marque 
le  rang, 

111  I 

I  ,      -  5       ■>       ^  •>•"') etc. 

I  1.2  I  .  2     O  I  .  2.  .  O  .      .  .7 

Les  termes  dont  le  rang  est  supérieur  à  //  sont 
I  I  1 


1.2    3...//        1  .  2.  ,  ./z(/Z  -h  l)'       1,2..     «(«  H-  l)(/2  -h- 2) 


•(   etc.  ; 


ils  sont  donc  respectivement  inférieurs,  à  l'exception  du 
premier,  aux  termes  correspondants  de  la  progression  géo- 
métrique 


I  1  I  1 

X  -  y      -Tï X  —  '  etc. 


I  .  2 .  3    .  .  «         I  .  2   3 ...  «        ri         i  .2.   3  .  .    n        n- 

la  somme  de  ces  termes,  pris  en  tel  nombre  que  l'on  vou- 
dra, sera  donc  toujours  inférieure  à  la  somme  des  termes 
correspondants  de  la  progression  géométrique;  et,  à  plus 
forte  raison,  à  la  limite  de  la  progression,  qui  est 

I  X      I  I  I 

X 


.7.  3    ,  .n  1        i,2.3..(/z  —  i) 


n 


Or  cette  dernière  quantité  décroît  infiniment  à  mesure  que 
n  augmente.  Par  conséquent,  l'erreur  que  l'on  commet 
en  prenant  la  somme  d'un  nombre  limité  de  termes  de  la 
série  proposée  au  lieu  de  la  somme  totale ,  est  d'autant  plus 
petite  que  le  nombre  de  ces  termes  est  plus  grand;  et  cette 
erreur  peut  devenir  moindre  que  toute  quantité  donnée. 
Donc  la  série  est  convergente. 

La  somme  de  tous  les  termes  de  cette  série  est  souvent 
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employée  dans  ^es  parties  élevées  des  mathématiques  ^  on  la 
désigne  par  la  lettrée.  En  ajoutant  les  ji  premiers  termes, 
ou  obtient  une  valeur  approchée  du  nombre  e^  et,  d'après 
ce  qui  précède,  Terreur  est  moindre  que 


X 


I    2.3    .  ,  [n  —  I  )       n  —  I 

Si  Ton  prend  ,  par  exemple ,  ;/  =  1 1  ,  on  trouve  approxi- 
mativement 

<^  =ir  2,71 828 1  8  ; 

dans  ce  cas  l'erreur  est  moindre  que 

1  1  I 

X—     ou 


1.2.3.456.7.8.910        10  36288000' 

par  conséquent  elle  n'influe  pas  sur  les  sept  premières  dé- 
cimales. 

Le  nombre  e  est  incommensurable.  En  etïèt ,  on  a  e  <^  3  : 
car  la  somme  des  termes  de  la  série ,  à  partir  de  \ ,  est  plus 
petite  que  i .  Le  nombre  e  ne  pouvant  être  entier,  puisqu'il 
est  compris  entre  2  et  3  ,  supposons  qu'il  soit  fractionnaire, 

m 
n 
tiers:  on  aura 


et  représentons-le  par  —->  mal  n  étant  deux  nombres  en- 


ni  \  II 

—  =  1  H-  I  H H-  ...  H 1 ■  4-  etc. 

Il  1.2  i  .1 .  .    n        \    1.  .  .  n  -\-  \ 

Si  Ton  multiplie  les  deux  membres  de  cette  égalité  par 
1.2. 3...  Ai,  le  premier  membre  deviendra  un  nombre 
entier.    Les    termes  du   second   membre,  jusqu  au  terme 

inclusivement,   donneront  des  nombres  entiers. 


1.2. . .n 

11  faudra  donc  que  la  somme  de  tous  les  termes  suivants 
soit  aussi  un  nombre  entier.  Or,  après  la  mulliplication 
de  tous  les  termes  par  i  .2.3.  .    //,  la  somme  des  termes 
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fractionnaires  osl 

I  I  1 


«  -H  I        (n  ~\-  i)  (n -j-  2)       {n  ~\-  \  )  in  -{-  2)  («  -f-  3) 

elle  est  donc  moindre  que 

I  i  I 

-f-  ; —T.  +  r r  -f  etc. 


Cette  dernière  somme  est  plus  petite  que  l'unité  -,  car  elle  est 
égale  à X ou  -•    Le  nombre  c  n'est  donc 


n  ^-  i  I  /^ 


n  -h  I 

m 


pas  un  nombre  fractionnaire  —  >  ni  et  n  étant  entiers. 

239.  Il  est  essentiel  de  remarquer  que  les  termes  d'une 
série  peuvent  décroître  indéfiniment,  sans  que  la  série  soit 
convergente.  Prenons,  par  exemple,  la  série 

1  l  T  I  I 

^y      "'      ô'      -7 ->  -'•'>-•)      — ; — '   ^^<^- 
234  n        n  -\-  ï 

Les  termes  décroissent  indéfiniment;  mais  si  l'on  consi- 
dère la  somme  des  termes  à  partir  de  iusqu^à  — •> 

^  /z  -h  1  2.n 

-savoir, 

II  II 

H h  ...  H 1 ' 


«4-1  /2-f-2  '2  n  I  2/Z 

cette  somme  est  formée  de  n  parties  dont  la  dernière  est 
moindre  que  chacune  des  précédentes ,  elle  est  donc  supé- 
rieure, quel  que  soit  «,  au  produit  //  x  —  =  -*  H  résulte 

de  là  que  la  somme  de  tous  les  termes  qui  suivent  -?  dans 
la  série  proposée,  est  formée  d'un  nombre  infini  de  parties 
plus  grandes  que  -^  de  sorte  que  cette  somme  a  une  valeur 
infinie.  Par  conséquent,  la  série  est  divergente. 
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240.  Si  l'on  change  les  signes  des  termes  de  rang  pair, 
dans  la  dernière  série,  elle  deviendra  convergente.  En  gé- 
néral, lorsque  les  termes  d'une  série  décroissent  indéfini- 
ment, et  sont  alternativement  positifs  et  négatifs,  la  série 
est  coni^ergente. 

Pour  démontrer  cette  proposition ,  considérons  la  série 

«0  —  «1  -h  «2  —  «3 .  .   dz  â'„  zp  «„^, ,  etc. 

Désignons  la  somme  des  termes ,  à  partir  de  iti  a„,  par  zti  r„, 
en  prenant  le  signe  +  ou  le  signe  —  suivant  que  le  terme 
a„  sera  positif  ou  négatif,  on  aura 

Puisque,  par  liypollièse ,  les  termes  a,^^  «n+i,  a,,^^^  etc.,  vont 
en  décroissant ,  les  différences  a„  —  a,,^| ,  a^^^  —  ^,1+3 1  etc. , 
sont  toutes  positives^  donc  r„  est  une  quantité  positive,  et 
on  a  /v,  ^  cin  —  ^n+i  '  Mais  on  peut  aussi  écrire  l'expression 
de  /•„  sous  cette  autre  forme 

r„  r=  û„  —  («„^_,  —  «„+,)  —  (««+2  —  ««+3)  —  etc.;  ^ 

et  par  là  on  voit  que  /„  <^  a„.  Donc ,  si  a„  décroît  indéfini- 
ment, lorsque  Ji  augmente  indéfiniment,  r„  décroîtra  aussi 
indéfiniment.  La  série  sera  donc  convergente. 

Des  fractions  continues. 

241 .  On  appelle  fraction  continue  une  expression  de 

celte  forme  : 

6 


r 


d  -4-  etc. 


En  effectuant  les  calculs  indiqués  dans  une  semblable 
expression ,  on  obtient  pour  résultat  une  fraction  ordinaire 
qui  est  la  valeur  de  la  fraction  continue. 
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Soit,  par  exemple,  la  fraction  continue 


5 

^- 

I 
3 

on  trouve  successivement 

3       7 

I 

7' 

5+      '      =5+1 
3               7 

'^4 

_39, 

3" 

^^4 

7 

2 

i4 
-39' 

3h- 

5 

-3  1    "*- 

.3i 

'^4 

,      >              '39 

39 

'           3 

'^4 

Nous  ne  considérerons  que  les  fractions  continues  dans 
lesquelles  les  numérateurs  fc,  7,  c^,  etc.,  sont  égaux  à  Tunité, 
et  qui  sont  par  conséquent  de  cette  forme  : 


c  -+- 


d  -\-  etc . 


Nous  supposerons,  de  plus,  que  <?, ,  h ^  e,  d ..  etc.,  sont  des 
nombres  entiers  positifs. 

242.  Les  fractions  continues  de  cette  dernière  forme  se 
présentent  toutes  les  fois  qu'il  s'agît  d'exprimer  en  nombres 
des  quantités  fractionnaires,  ou  des  quantités  irration- 
nelles ,  dont  on  peut  avoir  la  valeur  approchée  à  moins  d'une 
unité.  En  effet,  supposons  qu'on  ait  à  évaluer  une  quantité 
quelconque  x,  qui  ne  soit  pas  exprimable  par  un  nombre 
entier.  Si  l'on  cberche  d'abord  le  nombre  entier  a  qui  ap- 
proche le  plus  de  la  valeur  de  x^  la  différence  x  —  a  sera 
une  fraction  plus  petite  que  l'unité,  qu'on  pourra  représenter 

par  -1    r  étant  un  nombre  plus  grand  que  l'unité^  si  l'on 
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(  hcrclie,  de  niêmc ,  le  nombre  onlier  b  qui  approche  le  plus 
de  la  valeur  de  7,  la  dilï'érencc  y  —  h  pourra  être  repré- 
sentée par  -•)  z  étant  un  nombre  plus  grand  que  l'unité. 

En  continuant  ainsi,  on  aura 

j 

I  ,1  I  ,       « 

X  =.-  /'jt  H —  t     f  =:  0  -] —  1      z  =  c  -\ —  •>      Il  =z  a  -\ —  r>  etc.  ; 
J  z  II  V 

d'où  Ton  conclut 

I 

:jc  zzz  a  -f- 


h^-± 


d  4-  etc. 


Si,  parmi  les  quantités  j,  z^  u^  v^  etc.,  il  s  en  trouve  une 
qui  soit  exprimée  exactement  par  un  nombre  entier,  la 
fraction  continue  se  terminera.  Dans  le  cas  contraire,  la 
fraction  continue  se  prolongera  indéfiniment. 

243.   Supposons  que  la  quantité  qu  on  veut  mettre  en 

A 

fraction  continue  soit  un  nombre  fractionnaire  donné  —•, 

B 

A  et  B  étant  des  nombres  entiers. 

Le  nombre  entier  qui  approche  le  plus  de  cette  quantité 
est  le  quotient  de  la  division  de  A  par  B.  Nommant  a  ce 
quotient  et  C  le  reste,  on  a 

A  C  1 


—  ji-\~-z=  a  -4- 


B  B  /B 

C 

Soient  h  le  quotient  de  la  division  de  B  par  C ,  et  T)  le  reste, 

on  a 

B        .        D        ^  I 

\d) 

Sans  pousser  plus  loin  cette  explication,  on   noji  qu<\. 
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pour  réduire  une  fraction  ordinaire  en  fraction  continue , 
il  faut  opérer  sur  les  deux  ternies  de  cette  fraction  comme 
si  Von  voulait  trouK^er  leur  plus  grand  commun  diviseur, 
en  divisant  d 'abord  le  numérateur  par  le  dénominateur. 
Si  les  quotients  successifs  qu'on  obtient  par  celte  opération 
sont  a,  b,  c,  d,  etc.,  le  premier  quotietit  a  pouvant  être 
zéro,  la  fraction  continue  est 

I 


etc 


On  trouve  de  celte  manière 
I  io3 


88,  =  '  + 


4 


2  -t- 


I  + 


'^T 


Comme  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  de 
deux  nombres  conduit  toujours  à  un  reste  nul,  et  par  con- 
séquent à  un  quotient  qui  est  un  nombre  entier,  toute 
quantité  commensurable  peut  être  exprimée  par  Uîie  frac- 
tion continue  qui  se  termine. 

Réciproquement,  toute  fraction  continue  qui  se  termine 
est  l'expression  d'une  quantité  commensurable ^  puisque 
l'on  peut  en  obtenir  exactement  la  valeur,  exprimée  par 
une  fraction  ordinaire. 

Il  suit  de  là  ç^xhuie  quantité  incommensurable  ne  peut 
donner  qu'une  fraction  continue  qui  se  prolonge  indéfi- 
niment. 

244.  Pour  montrer  un  exemple  de  la  réduction  d'une 
quantité  irrationnelle  en  fraction  continue,  prenons  l'ex- 
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pression 


3H-V7 


La  racine  carrée  de  7   étant  comprise  entre  2  et  3 ,  la 

5       6,. 
quantité  proposée  est  comprise  entre  -  et  -,  la  partie  en- 
tière de  cette  quantité  est  donc  2 ,  et  on  peut  poser 

On  conclut  de  là 

1  —  V^7  —  ^  _      2      _  ^(v/7  +  1)  _  y/y  +  I 

Puisque  la  racine  carrée  de  7  est  comprise  entre  2  et  3,  la 
valeur  de  y  est  comprise  entre  -  et  ^:  on  posera  donc 

^^  _____,  +  _. 

Cette  relation  donne 


-I  V^?  —  2  _       3       _  Jff 

^.  3  ^rj   2 


En  continuant  de  la  même  manière,  on  trouve 

a 

I  /-                              I             sjn  -\-  1  \ 
-=  V7-2'      .*  =  — =  -i- i  +-' 

II  V7  —  2  ^  • 

0  3  i/n   _.   I  2  t 


I   _  v/7  —  1  _  2  __  \Jn  +  I 

^  ~        ♦  2         '  ~      '-  '* 


V7  —  I 

Vn  -4-  I 

,     on     ^  =  r . 


^7 
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D'après  ces  calculs,  le  développcinent  de en  Ti ac- 


tion continue  est 


2.  -h 


1 

I  H 


4 +  --^-7 

5    H 

I 
1    -\ 


I 

I  4- 


4  +  etc. 

('elle  fraction  continue  est  périodique^  car,  à  cause  dv 
f  =>  ,  les  quatre  dénominateurs  i,  4i  I7  ï  se  reproduiiont 
indéliniment,  dans  le  même  ordre. 

24o.   Considérons  la  fraction  continue  littérale 

I 


i.  +  --u — 

I 


d  -h  etc. 

On  trouve,  au  moyen  des  règles  relatives  aux  fractions, 

a  i        ah  -\-  i  I  lab  -h  i)  c  -\-  a 

«  —  - ,      n  +  -  = ,      a  -+-  ■ =: , 

I  o  b  ,1  bc  -\-  \ 

b  +- 
c 

I  (abc  -\-  c  -\-  a)  d  -\-  ab  -f-  i 

I  [bc-^  \)d  -\-  b 


'■  +  7i 


•>  etc. 


Les  fractions 

il      (ib  -\-  i      {ab  -h  ï)c  -h  ff       [abc  -f-  c  ~\-  a)  d  -\-  ab  -\~  \ 
1  '  b       '  /;r  -h  I  '  [bc  ~\-  i)  d  -\-  b 

sont  désignées  sous  le  nom  àc  fractions  convier  pentes  ou  de 

réduites.  Les  tractions  -•>  - -,  -•>  etc.,  sont  nommées  frac- 

f      b     c  '  '' 

lions  intégrantes,  et  les  quantités  a,  b  ^  c,  etc.^  sont  ap- 
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peléds  (fiiolicnts  incomplets.  (Jn  vcira  bientôt  la  raison  d* 
res  (lilltu'ontcs  dénominations. 

En  examinant  attentivement  les  réduites  ei-dessus,  on 
voit  que,  pour  la  troisième  réduitr;,  ht  numérateur  est  le 
produit  du  numérateur  de  la  réduite  précédente  par  le 
flénominateur  de  la  dernière  fraction  intégrante .,  ^'"sT" 
mente  du  numérateur  de  la  réduite  qui  précède  de  deux 
rangs;  le  rlétiominateur  est  pareillement  le  produit  du  dé- 
nonunateur  de  la  réduite  précédente  par  le  dénominateur 
de  la  dernière  fraction  intégrante,  augmenté  du  dénomi- 
nateur de  la  réduite  qui  précède  de  deux  rangs.  On  ob- 
serve la  même  règle  à  l'égard  de  la  quatrième  réduite. 

Pour  démontrer  que  cette  règle  s'applique  généralement 
à  toutes  les  réduites,  il  sullit  de  faire  voir  que,  si  elle  con- 
vient à  trois  réduites  consécutives  de  rang  quelconque,  elle 
doit  aussi  convenir  à  la  réduite  snivante.  A  cet  etlet,  con- 
sidérons ([uatre  réduites  consécutives  ,  que  nous  désignerons 
par 

f'    (v'    ir'    S' 

Nommons  ;■  le  dénominateur  de  la  dernière  fraction  inté- 
grante comprise  dans  --,7  s  le  dénominateur  de  la  dernièn; 

S 
fraction  intégrante  comprise  dans  ^>  et  supposons  qu(^  Ton 

ait  1\  =  Q/  -h  P,  R'=:  Q'/-}-P'.  f.a  réduite  ^  peut  se  dé- 

o 


duire  de  —  en  y  remplaçant  ;•  par  r  -\ On  aura  donc 

S  _  ^  V*  ~^  7)  "^  "^  _   .•(Q/--hP)-t-Q    _  R.V  4-  Q 


S'       Q,/  .^.  '\  ^p,       .v(Q'/M-P')H-Q'       R'.v  +  0' 

S 
On  voit  par  là  que  la  réduite  —  se  forme  au  moyen  des  ré- 
duites pré(édentes,  suivant  la  règle  énoncée  ci-dessus. 
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(Calculons,  d'aprrs  cette  lèglr.^  les  rétluiles  de  la  Iraclioji 
euiuinue 


r  -h 


I 

I   -4 

I 

4 


Oji  iorriK^  d  al)f)rd  les  doux  prcmièixîs  mluiles,  el  les  aiilreb 
:  'ohlieiineiit  eiisuiu;  comme  on  le  voit  ci-dessous  : 


t) 

?, 

1 

1 

4 

1        5 

7'    4' 

46 

3T' 

97 

.43 
,.5' 

240 

if)3 

I  io3 

887 

4 


Ou  écrit  sur  une  mêuic  ligue  les  (juoticiUR  incouipliMs  suc- 
cessifs 9,  'A .  i ,  1 ,  /(.  Ou  iTvilkiplie  les  deux  termes  5  et  4  (1(^ 
ladeuxièrue  réduitcîparp,  el  Ton  ajoute  respeclivcmcut  aux 
produits  les  ttîrmes  i  et  i  de  la  pr{;uiièrc  réduite;  on  a  aiusi 
les  deux  termes  4^  <'t  .^7  de  la  troisième  réduite.  On  multi- 
plie ces  deux  t(Tmes  par  -a,  el  1  on  ajoute  respectivement 
aux  produits  les  deux  termes  5  el  4  delà  deuxième  réduite-, 
ce  qui  donne  les  deux  termes  97  et  78  âv  la  (piatrième  ré- 
duite. Ainsi  de  suite.  La  dernière;  léduite  est  toujours  la 
\aleur  exacte  de  la  fraction  continue. 

Lorsque  la  fraction  continue  n  a  pas  de  partie  (Milière, 
on  prend  "  pour  la  première  réduite. 

^lAiî.  La  'valeur  de  la  fraction  continue  est  coniprise 
entre  deux  réduites  consécutives  (juclconques . 

Reportons-nous  à  la  fraction  continue  littérale  que  nous 
avons  considérée;  dans  le  n"  215,  el  désignons  par  x  la  va- 
leur de  cett<'   fraction   continue.   On   voit  immédia lement 


que  la  pr<  nnéri'  réduite  -  est  plus  petite  (jU(   la  (|uantilé  x 
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puisqu'on  néglige  la  quantité La  deuxième  réduite 

a  -H  -  est  plus  grande  que  x,  puisqu'on  néglige  une  partie 

du  dénominateur  b  -h —  On  pourrait  raisonner  de  la 

c  -i-  etc.  ^ 

même  manière  pour  les  réduites  suivantes-,  mais  on  peut 

aussi  démontrer  généralement  la  propriété  énoncée,  comme 

il  suit. 

En  conservant  les  mêmes  désignations  que  dans  le  n"  245, 

on  a 

R    _  Qa+P 

R^  ~  QV4-P'' 

Pour  déduire  la   valeur  de  x  de  celle  de  —77   il  suffirait 

R 

de   remplacer,  dans  l'expression  de  cette  réduite,   /•  par 

/  -i Nommons  j  cette  dernière  quantité,  qui  est 

toujours  positive  et  plus  grande  que  l'unité^  on  aura 

""QV-4-P'' 
d'où  l'on  conclut 

P  __iQP'— Q'P},r  Q   _    PQ— QP' 


P'.         (Q'-^+p')p'  Q'  (Q'_^4.p'jQ' 


On  voit  par  les  deux  dernières  égalités  que  les  deux  difîe- 

Q 
0' 


p  Q  1  .  ^    1 

renées  X  —  — ,  x  —  — ,  sont  dos  quantités  de  signes  con- 


P 

traires^  donc,  si  x  est  plus  grand  que  —  ?  il  sera  moindre 

Q       •  .  ,  .  P    ., 

que  —7 ^   SI,  au  contraire,  x  est  plus  petit  que  —,  il  sera 

plus  grand  que —•    D'ailleurs,   la  première  réduite  -  est 

plus  petite  que  x.  Par  conséquent,  toutes  les  j'éduites  de 
rang  impair  sont  moindres  que  la  ^valeur  de  la  fraction 
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continue^  et  toutes  les  réduites  de  rang  pair  sont  plus 
grandes  que  cette  valeur. 

247.  La   valeur   absolue    de    la   difFé renée  x  —  -^  est 

moindre  que  celle  de  la  différences: -\  car  y  est  plus 

grand  que  i,  et,  d'après  la  règle  du  n°  245,  il  est  évident 
que  Q'  est  plus  grand  que  P^  Donc  chaque  réduite  approche 
plus  de  la  ^mleur  de  la  fraction  continue  que  la  réduite 
précédente.  C'est  cette  propriété  qui  a  fait  donner  aux 
réduites  le  nom  de  j'ractions  com^ergentes . 

Il  résulte  des  deux  théorèmes  ci-dessus ,  que  les  réduites 
de  rang  impair  forment  une  suite  croissante,  et  les  réduites 
de  rang  pair  forment  une  suite  décroissante. 

248.  La  différence  de  deux  réduites  consécutives,  expri- 
mées suivant  la  règle  du  n^  245,  est  égale  à  l'unité 
divisée  par  le  produit  des  dénominateurs  de  ces  deux 
réduites. 

Cette  proposition  se  vérifie  à  l'égard  des  deux  premières 

réduites,  dont  la  différence  est  — =:  -.  Il  suffit  donc 

b  I        b 

de  prouver  que ,  si  elle  est  vraie  pour  deux  réduites  consécu- 

P     Q 
tives  de  rang  quelconque  ïy  '  7775  elle  est  également  vraie 

pour  la  réduite  —  et  la  réduite  suivante  —j-  Or 

R_Q/-H-P,  R^      Q         Qr+P       Q         pQ'_p'Q 


R'       QVh-P"    """^    R'      Q  "     Q'r  +  P'      Q— Q'(Q'7H_p') 
par  hypothèse, 

d'où     P'Q  — PQ'  =  ±i; 


Q        P  ^_4_     I     . 
Q'       P'  ~    ~"  V  Q'  ' 
donc 


l^-|  =  +  Q^'    ""    RQ'-QR'  =  T.- 


5*  édit. 
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249.  Les  réduites  exvriinées  suivant  la  règle  du  ii^  24o 
sont  des  fractions  irréductibles.  Car,  si  les  deux  termes  de 

P  . 

ia  réduite  -7  avaient  un  facteur  commun  ,  d'après  l'égalité 

P'O  —  PQ'  =±1,  ce  facteur  commun  diviserait  l'unité. 
On  voit,  par  la  même  égalité,  que  les  numérateurs  P  et  P' 
de  deux  réduites  consécutives,  ou  leurs  dénominateurs  Q 
et  Q\  sont  premiers  entre  eux. 

250.  La  valeur  de  la  fraction  continue  étant  comprise 

O      R 
entre  deux  réduites  consécutives  quelconques  —7,  —,  la 

différence  entre  cette  valeur  et  la  réduite  —  est  moindre 

R       O 

que  la  différence  des  fractions  -y?  -— •  Or,  on  vient  de  voir 
'■  R      Q 

que  la  valeur  absolue  de  celte  différence  est  ^^yzr,-  Par  con- 
^  R  Q 

séquent ,  /  'erreur  que  Von  commet  en  prenant  une  réduite 
pour  la  valeur  avpj'ochée  de  la  fraction  continue ,  est 
moindre  que  V unité  dis^isée  par  le  produit  des  dénomina- 
teurs de  cette  réduite  et  de  la  réduite  suivante. 

On  peut  obtenir  une  limite  de  l'erreur  qui  ne  dépende 
pas  du  dénominateur  de  la  réduite  qui  suit  celle  que  l'on 
considère^  car  K'  =  Q'z-f-P',  et  le  quotient  incomplet  r 

n'est  jamais   moindre  que  l'unité;  la  fraction  rry^,  n  est 

R  Q 

donc  pas  plus  grande  que  ^ — -,   l'erreur  est  donc 

toujours  moindre  que  cette  dernière  fraction. 

^^  ^  f\i  ic\i D^^rv^'   ^^  peut  donc  prendre   encore 

pour  limite  de  l'erreur  -^«  Cette  dernière  limite  est  quel- 
quefois préférée,  à  cause  de  sa  simplicité. 

Soit  -  une  fraction  donnée;  pour  que  la  réduite  —  dif- 
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1ère  de  la  fraction  continue  d'une  quantité  moindre  que  -. 

il  suffira  que  l'on  ait  7^2  <  ^  C)u  bien  Q  ^  \/  -'  le  signe  >> 

n'excluant  pas  l'égalité. 

On  conclut  de  là  que  Von  peut  toujours  obtenir  exacte- 
ment, ou  ai^ec  autant  d'approximation  rjuon  le  veut,  la 
"valeur  d'une  quantité  exprimée  en  fraction  continue.  Car, 
lorsque  la  fraction  continue  se  termine,  on  peut  en  trouver 
la  valeur  exacte^  et  quand  la  fraction  continue  ne  se  ter- 
mine pas,  on  parvient  toujours  à  une  réduite  dont  le  déno- 
minateur est  assez  grand  pour  que  Ton  obtienne  lapproxi- 
mation  demandée ,  puisque  les  dénominateurs  sont  des 
nombres  entiers  qui  vont  toujours  en  augmentant  (*). 

251 .  Pour  obtenir  une  limite  moindre  que  l'erreur,  il 
suffit  de  remarquer  que ,  la  valeur  totale  x  de  la  fraction 

continue  étant  comprise  entre  les  réduites  -^  et  — - ,  et  diffé- 
^  Q'       R' 

T>  r\ 

rant  moins  de  —  que  de  ~,  (n°'  246  et  247),  la  différence 

de  a?  et  de  —  est  plus  grande  que  la  moitié  de  la  différence 
des  deux  réduites.  Il  suit  de  là  que  Terreur  que  l'on  com- 
met, en  prenant  la  fraction  —  au  lieu  de  .r,  est  plus  grande 


qu 


e  - 


2Q'R' 


(*)  Quand  une  fraction  continue  peut  être  prolongée  indéfiniment,  les 
réduites  tendent  vers  une  limite  fixe.  Car,  si  Ton  considère  une  réduite  Z 
d''un  rang  aussi  élevé  qu'on  le  voudra,  les  réduites  de  rang  impair  qui  pro- 
céderont Z  ,  seront  plus  petites  que  Z  et  iront  en  croissant  (no^  246  et  247). 
les  réduites  de  rang  pair,  avant  Z,  seront  plus  grandes  que  Z  et  iront  en 
décroissant.  De  plus,  la  réduite  Z  pouvant  être  prise  aussi  éloignée  que 
Ton  voudra,  la  différence  de  deux  réduites  consécutives  antérieures  à  Z 
pourra  devenir  plus  petite  qu'une  quantité  quelconque  donnée.  La  valeur 
d'une  fraction  continue  qui  ne  se  termine  pas,  est  la  limite  vers  laquelh^ 
tendent  les  réduites. 


!■ 
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252.   Les  limites  de  la  diiï'érence  entre  la  valeur  de  la 

fraction  continue  et  une  réduite  —  peuvent  aussi  se  déduire 

de   l'expression    qu'on    a    formée  dans    le    n^  246,    pour 
représenter  la  valeur  de  la  fraction  continue. 

En  effet,  puisque  x  =  ~ -r,  il  en  résulte 

_  Q  _    PQ'  —  QP' 


Or  PQ'  —  QP'  =:  zb  I  ^  et  en  désignant  par  /'  le  dénomina- 
teur de  la  dernière  fraction   intégrante  comprise  dans  la 

réduite  qui  suit  ^,?  on  a  j  >>  /'  et  j  <^  r  -h  i     On  conclut 
de  là 

Q    /  J Q  ^     i 

Q  _i _  Q  ^  I 

•'■"     Q'>Q'(Q',  +  Q^  +  P')     ""     '        Q'-    Q'(R'  +  Q'y 

253.  U?ie  réduite  quelconque  exprime  la  valeur  delà 
fraction  continue  plus  exactement  que  toute  fraction  dont 
le  dénominateur  est  moindre  que  celui  de  cette  réduite. 

Nommons  toujours  x  la  valeur  exacte  de  la  fraction 

continue  :   et  supposons  qu'une  fraction  —7  approche  plus 


de  X  qu'une  des  réduites,  — •  Il  est  clair  que  la  proposition 

énoncée   sera  démontrée,   si  nous  prouvons  qu'on  devra 
avoir  m'  >>  Q'. 

Puisque  la  fraction  —7  approche  plus  de  x  que  ~,  ;  elle 

p 

approchera  aussi  plus  de  x  que  la  réduite  précédente  —  ] 

et,   puisque  la   valeur  de  la   fraction   continue  est  com- 


CHAPITRE  HUITIÈME.  261 

prise  entre  -,  et  —,,  il  faudra,  à  fortiori ,  que  la  fraction  —7 
r  P'       Q  '" 

soit  comprise  entre  ces  réduites. 

Il  suit  de  là  que  la  valeur  absolue  de  la  diiiérencc  des 

fractions  —  et  —7  sera  moindre  que  la  valeur  absolue  de  la 
P'       m 

différence  des  deux  réduites  ^  de  sorte  que  l'on  aura 

P        m             i                 ,  .         P///'—  i^'ni    ^      I 
— <^  -.■)     ou  bien      — _, — , <'  —--7  :, 

m' 
donc  P///  —  P  w  <^  -y 

Q 

Mais ,  P,  P',  /n  et  m'  étant  des  nombres  entiers,  Pm'^ — P' m 
est  au  moins  égal  à  i.  On  doit  donc  avoir  m^^Q'. 
On  peut  aussi  démontrer  que  Ion   doit  avoir  r/f^Q. 

A  cet  etfet,  il  faut  remarquer  que  la  fraction  —j  étant  com- 


m 


P         Q     ,     ^       .       /«'  .  P' 

prise  entre  —,  at  ■—,'>  la  traction  —  est  comprise  entre    -- 
^  P         Q  .m  P 

et  —  •  La  démonstration  s'achève  ensuite  comme  ci-dessus. 

On  prouve,  d'une  manière  tout  à  fait  semblable.^  <Ï"G,  si 

la  fraction  — 7  approche  plus  de  x  qu  une  réduite,  et  dans 

le  même  sens  que   cette  réduite,  les  termes  m  et  ni'  sont 
respectivement  plus  grands  que  ceux  de  la  réduite  suivante. 

254-.  Toute  fraction  continue  périodique  exprime  Vune 
des  racines  d'une  équation  du  second  degré,  dont  les 
coefficients  sont  coniniensurahles . 

Pour  démontrer  cette  proposition  d'une  manière  géné- 
rale, supposons  une  fraction  continue  formée  d'une  partie 
non   périodique   qui    comprend   les    fractions    intégrantes 

ri     \  Il  ,,  .         ,  .     ,.  ,      , 

'  Â'  ■  '  '  '  /  '  7  '  ^^       une  partie  périodique  composée  des 


262  ÏRAIÏÉ  ÉLÉMENTAIRE  D'ALGÈBRE. 

,...,•  II  II  .  j    . 

tractions  intégrantes  —  ?  -7  •■■)-?  -5   qui  se  reproduisent 

m     n  r     s-        ^  *■ 

indéfiniment. 

En  représentant  par  y  la  valeur  de  la  partie  périodique  , 
on  a 


(l)        y  —  ui-t-- (*)         (.2)      x—a-ir- 


I 

r 


»  7        I 


Soient  :^  et  -7  les  deux  réduites  de  la  valeur  de  j^  qui 
R         S 

correspondent  aux  deux  fractions  intégrantes  -75  -?  et  soient 


—  et  —,  les  deux  réduites  de  la  valeur  de  x  qui  corres- 
pondent  aux  deux  fractions  --,  -•  On  aura 

li         L 

__  Sj+R  _  Lj-f-K 

^  ~  S'j-+-R''     "^""L^-i-K'* 

Or,  en  éliminant  y  entre  ces  deux  équations,  on  parvient 
à  une  équation  du  second  degré  en  x. 

Au  lieu  de  résoudre  l'équation  du  second  degré  qui  ré- 
sulte de  l'élimination  de  j',  et  qui  donne  deux  valeurs  de  x. 


(*)  Si  l'on  désigne  par  jr«— i  la  valeur  de  la  fraction  continue  composée  de 
n  —  I  périodes,  et  par  ^h  la  valeur  de  la  fraction  continue  comprenant 
une  périoiie  de  plus,  on  a 

I 


j„=  /n-H 


I 
I 


Quand  n  croît  indénniment,r«-i  et  jn  tendent  vers  la  même  limite  ,  puisque 
pour  n  ■=  'Xi  les  deux  fractions  continues  que  représentent^n-,  et^n  ont  in- 
définiment les  mêmes  réduites.  Cette  observation  démontre  l'exactitude  do 
Téquation  (1). 
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il  est  préféiable  de  résoudre  l'équalioii 

b  y  -1-  n. 

f.e  dernier  terme  de  cette  équation  étant  négatif,  nue  des 
racines  est  négative  5  on  ne  devra  prendre  que  la  racine 
positive,  et,  au  moyen  de  cette  valeur  de j^,  on  obtiendra 
la  valeur  convenable  de  x. 

On  peut  trouver,  d'après  les  règles  ordinaires,  la  signi- 
fication de  la  valeur  négative  de  y  donnée  par  l'équation 

Supposons,  pour  plus  de  simplicité,  que  la  fraction  con- 
tinue proposée  soit  celle-ci  : 

1  p  .  I 


I  I 

p-^ -—■>  p -\ — 

Si  l'on  représente  la  valeur  négative  de  y  par  — y',  011 

aura 

,  I 

—  y    =  m  H 


On  déduit  de  là 


'-y 


,  I  I  II 

>  '+  m  = — ,      -— =^  —  n •>      Il  -h 


"-y 

1  1  II 

^' r~  =  -^'-^p'  ^'-^ i— ^p' 

n  H , n  H -, 

J    -+■  m  J    -i-  m 


)  '  =^ 


j  ou  bien  Y  ' 


1  1 

p  H /;  -+ 


I  1 

n  H n  -4- 


m  -ï-  J  I 

///  -t- 

I 

r 


/r--H«li'. 
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Soit  maintenant  la  fraction  continue  périodique  mixte 


I 

X  =:  rt  -H 


i  +  _i 


1 

m-\ 


I 

n-\ 


P 


m  +etc. 


En  désignant  par  x'  la  valeur  de  x  correspondante  à  la 
valeur  négative  de  j^  on  a 


h  —  v  — 


b-p 


I 

n  H 


I 
m- 


p  H-  elc. 

Supposons  h  >/?,  et  posons  b—p—k  et  z—n-\ , 


m 


p  -\-  etc . 
on  aura 

I  z  —  \  ,  I 

k =  A  -  I  -h =  /f  —  I  -^ 


z  z  I 

l  H 


par  conséquent 


a:'  =  rt  -h 


A--.+--i 


I 

I   H 


1 


I 
m 


p-h  etc. 
Si  l'on  Si  b  <^p,  ou  trouvera ,  en  posant  p  —  b  ==k^ 


i 

m 


p-i-  etc. 


En  opérant  alors  comme  précédemment,  on  pourra  rame- 
ner la  valeur  de  x'  à  une  fraction  continue  dont  tous  les 
termes  seront  positifs. 
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On  ne  peut  pas  avoir  b  ^=p,  car  la  période  commence- 
rait alors  à  la  fraction  intégrante  y' 

^  u 

La  proposition  réciproque  de  celle  que  nous  venons  d'é- 
tablir est  également  vraie ,  c'est-à-dire  que  toute  racine 
irrationnelle  d^une  équation  du  second  degré  dont  les 
coefficients  sont  rationnels  est  représentée  par  une  frac- 
tion continue  périodique.  Mais  nous  ne  croyons  pas  devoir 
rapporter  la  démonstration  de  cette  proposition,  pour  la- 
quelle on  pourra  consulter  le  Traité  de  la  résolution  des 
équations  numériques ,  ou  les  Nouvelles  u4nnales  de 
Mathématiques,  tome  P''. 

255.  On  peut  avoir  à  réduire  en  fraction  continue  une 
quantité  irrationnelle  dont  on  a  la  valeur  exprimée  en  dé- 
cimales. Si  l'on  demande,  par  exemple,  quelles  sont  les 
fractions  dont  chacune  donne  la  valeur  du  rapport  de  la 
circonférence  au  diamètre,  avec  plus  d'approximation  que 
toute  fraction  exprimée  en  termes  moindres,  il  faudra 
trouver  la  valeur  de  t:  en  fraction  continue  ^  d'après  la 
proposition  du  n^  253,  les  réduites  seront  les  fractions 
demandées.  Or,  en  se  bornant  à  sept  décimales,  la  valeur 
de  71  est  comprise  entre  Z.i^i^giG  et  3,1415927.  Il  est 
naturel  de  penser  que  si  Von  exprime  chacun  de  ces  deux 
nombres  en  fraction  continue,  (es  quotients  incomplets 
communs  aux  deux  fractions  continues  seront  des  quotients 
incomplets  de?:.  Mais,  pour  qu'il  ne  reste  aucun  doute  à 
cet  égard,  considérons  généralement  trois  quantités  ^^,  p*,  x, 
telles  que  u^x^^.  Supposons  qu'on  développe  u  et  v  en 
fractions  continues  et  que  l'on  ait 


etc., 

etc.; 


I 
u  =  a  ^  —^ 
u 

«'  =  ^  +  ^" 

I 
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il  s'agit  de  prpuver  que  l'on  aura  aussi 


I  r         I  ^ 

— ,      .r'— 6+— ,      etc. 


Oi\,  puisque  x  est  compris  entre  m  et  i^  qui  ont  la  même 
partie  entière  a,  la  partie  entière  de  x  est  aussi  a  \  de  plus, 

la  difiérence  x  —  a  ou  -,  est  comprise  entre  —  et  -7  ;  donc 

X  '-  Il  V 

x'  est  compris  entre  u'  qI  v' .  De  là  on  conclut  que,  puisque 
a'  et  w'  ont  la  même  partie  entière  h ,  la  partie  entière  de  x' 

est  Z> ,  et  la  différence  x'  —  b  ou  —7  est  aussi  comprise  entre 

11'^  et  ^" .  Les  quotients  incomplets  communs  de  u  et  de  r 
sont  donc  des  quotients  incomplets  de  x. 

En  faisant  usage  des  valeurs  ci-dessus  dcTi,  on  obtient 
quatrq  quotients  incomplets  communs,  qui  sont  3,  7,  i5,  i, 
et  on  a  les  réduites  correspondantes 

22       333       355 
7         100        iiv5 

La  deuxième  réduite  est  le  rapport  d'AiicHiMÈDE^   il  est 

approché  par  excès,  et  l'erreur  est  comprise  entre  ■ — -r 

I  I  I       .  •>  'j    •  1 

on  —7—  et  —, — p. ou La  quatrième  réduite  est  It* 

742       7  (lob-f-  7)         791  ^ 

rapport  d' Adrien  Metids  5  il  est  encore  approché  pai:  excès. 

Le  dénominateur  de  la  réduite  suivante,   qu'on  ne  peut 

obtenir  qu'en  prenant  la  valeur  de  t:  avec  un  pins  grand 

nombre  de  décimales,  est  33 102^  il  en  résulte  que  Ter- 

355  .  I 

reur  du  rapport  — -  est  comprise  entre  — ;= ^^^ ou 

^^        ii3  ^  1 13  X  33i02 

I                                I  I 

et  — ;; ; — 7^ 77:^ :  ou 


3740526       1 13  X  (i  i3 -f- 33io2)        3753295 
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ANALYSE  INDETERMINEE  DU  PREMIER  DEGRE, 


Résolution  en  nombres  entiers  de  Véquation 
ax  +  by  ==  c. 


256.  L'analyse  indéterminée  du  premier  degré  a  pour 
objet  la  recberclie  des  solutions  d'un  problème  du  premier 
degré,  dont  les  conditions  ne  donnent  pas  autant  d'équa- 
tions qu'il  y  a  d'inconnues ,  et  qui  ne  peut  être  résolu  que 
par  des  valeurs  des  inconnues  en  nombres  entiers  positifs 
ou  négatifs,  ou  seulement  en  nombres  entiers  positifs- 

On  appelle  solutions  entières  les  solutions  qu'on  obtient 
en  n'admettant  pour  les  inconnues  que  des  nombres  entiers. 

257.  Considérons  l'équation  générale  du  premier  degré  à 

deux  inconnues 

ax  H-  hy  :=  c , 

a^  h^c  étant  des  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs. 

On  peut  toujours  supposer  que  les  nombres  a  ^b  ^  c  n'ont 
aucun  facteur  commun^  car  s'ils  en  avaient  un,  on  le  sup- 
primerait, et  l'équation  serait  ainsi  ramenée  à  une  autre 
plus  simple ,  de  la  même  forme.  Cela  posé ,  si  les  coefficients 
a  elbne  sont  pas  premiers  entre  eux ,  l'équation  n'admettra 
aucune  solution  entière.  En  elïet,  supposons  que  a  et  b 
aient  un  facteur  commun  m,  on  aura  a  =  a'm,  b  =.  b'm. 
a'  çxb'  étant  des  nombres  entiers,  et  en  divisant  les  deux 
membres  de  l'équation  par  m,  on  obtiendra 

a  X  -^  0  y  ■=:  — 
m 

Or,  pour  toutes  les  valeurs  entières  de  x  et  dey,  le  premier 
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membre  de  la,  dernière  équation  est  un  nombre  entier,  et 

C  ' 

puisque  —  est  une  quantité  fractionnaire ,  l'équation  ne 
peut  pas  être  satisfaite. 

258.  Lorsque  les  coefficients  a  e^  b  sont  premiers  entre 
eux,  r équation  ax  -f-  by  =  c  a  toujours  des  solutions 
entières. 

En  résolvant  l'équation  par  rapport  à  x^  on  obtient 

c  —  by 
a 

Si  l'on  remplace  successivement  j'^  par  les  nombres  o,  i,  2  , 
3 , .  .  . ,  «  —  I ,  en  effectuant ,  après  chaque  substitution ,  la 
division  de  c  —  hy  par  a,  de  manière  que  le  reste  soit  po- 
sitif (*) ,  on  aura  a  restes  plus  petits  que  a\  tous  ces  restes 
seront  différents-,  car,  si  deux  valeurs  différentes  m  et  n 
de  r,  plus  petites  que  a,  donnaient  des  restes  égaux,  on 
aurait 

c  —  hm  =z  aq  -\-  r,     c  —  bn  z=  aq'  +  r, 

et  il  en  résulterait 

b{n  —  m)z=za  [q  —  q'),      tl'où =  q  —  q'-^ 

il  faudrait  donc  que  b  [n  —  m)  fût  divisible  par  a  ^  ce  qui 
est  impossible ,  puisque  b  est  premier  avec  a  ^  et  m  et  n 
sont  moindres  que  a. 

Il  suit  de  là  qu'un  des  restes  sera  nul.  Donc  il  existe  une 
valeur  entière  de  y,  moindre  que  a ,  qui  donne  une  valeur 
entière  de  x. 


(*)  Supposons  qu'une  des  valeurs  de  c  —  bj  soit  négative,  et  représeu- 
tons-]a  par  —  p.  Si  la  division  de  p  par  n,  faite  suivant  l'usage  ordinaire, 
donne  le  reste  r,  en  augmentant  le  quotient  d'une  unité,  le  reste  sera 
r  —  a;  il  sera  négatif,  et  sa  valeur  absolue  sera  plus  petite  que  n.  La  di- 
vision de  —  p  par  a,  en  prenant  le  même  quotient,  donnera  le  reste 
positif  a  —  f. 
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Les  raisonnements  seraient  les  mêmes  pour  l'équation 
ax  —  by  =  c  j  d'ailleurs  les  solutions  de  cette  équation  se 
déduisent  de  celles  de  l'équation  ax -{- hj  =1  c  ^  en  chan- 
geant les  signes  des  valeurs  de  j  5  donc,  lorsque  la  dernière 
équation  admet  une  solution  entière,  il  en  est  de  même  de 
la  première. 

259.  La  proposition  qui  vient  d'être  établie  peut  aussi 
être  démontrée  au  moyen  des  propriétés  des  fractions  con- 
tinues. Soit  toujours  l'équation 

ax  -\-  by  zrz  c. 

Supposons  qu'on  réduise  -  en  fraction  continue,  et  repré- 
sentons par  -  l'avant-dernière  réduite.  Si  cette  réduite  est 
de  rang  pair,  on  aura 

ap  —  ùq  ^=  -i-  I ,      iVoii     npc  —  bqc  :=.  -\-  c 

La  dernière  égalité  prouve  qu'on  satisfera  à  l'équation  en 
prenant  x  =zpc  ^  J  ^^  —  Ç^- 

Si  la  réduite  -  est  de  rang  impair,  on  aura 

np  —  bq  =  —  I  ,      d'où      —  apc  -f-  bqc  =:  -{-  c. 
On  vérifiera  donc  l'équation  en  prenant  x  =  —  pc^j  =  qc. 

260.  Quand  on  connaît  une  solution  entière  de  l'équa- 
tion ax-|-byi=c,  on  peut  en  obtenir  une  infinité  d'autres. 

Soit  X  =.  a^  y  =■'0  ^  la  solution  connue,  on  devra  avoir 
«a-|-èê=:  c,  et,  en  retranchant  cette  égalité  de  l'équation 
ax  -[-  ^j^  =  c ,  il  viendra 

a[x  —  a)  rrr  è  (6  —  y). 

Pour  que  cette  dernière  équation  soit  vérifiée  par  des  va- 
leurs entières  de  x  et  de  y,  il  faut  que  b  divise  le  produit 
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a  [x  —  a)  ^  et ,  puisque  b  est  premier  avec  rt,  il  doit  diviser 
X  —  a.  Il  faut  donc  qu'on  ait  x  —  a  =  bt^  t  désignant  un 
nombre  entier  positif  ou  négatif.  En  remplaçant,  dans 
l'équation  ci-dessus,  x  —  a  par  bt^  on  obtient  o  — /  =  at. 
On  doit  donc  avoir 

X  z=z  a.  -i-  bt,       r  =  ê  —  at. 

L'indéterminée  t  pourra  recevoir  toutes  les  valeurs  que  l'on 
voudra  en  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs;  et,  pour 
chacune  de  ces  valeurs ,  les  valeurs  de  x  et  de  y  formeront 
une  solution  entière  de  l'équation  proposée. 

En  donnant  successivement  à  t  les  valeurs  o,  i,  2  ,  etc.. 
- —  I,  —  2,  —  3,  etc.,  on  obtiendra  pour  x  les  différents 
termes  d'une  progression  arithmétique  dont  la  raison  sera  le 
coefficient  dey  ;  et  les  valeurs  dej  formeront  une  progression 
arithmétique  dont  la  raison  sera  le  coefficient  de  x  (*). 

261 .  Au  moyen  de  ce  qui  précède ,  on  peut  trouver  toutes 
les  solutions  entières  d'une  équation  du  premier  degré  h 
deux  inconnues.  Soit,  par  exemple,  l'équation 


(*)  M.  Binet  a  indiqué  le  moyen  suivant  de  représenter  toutes  les  solu- 
tions entières  de  l'équation  (i)  ax  -^  bj  =:  c  (Journal  de  l'Ecole  Polytech- 
nique, 10^  cahier).  Il  suffit  d'avoir  une  solution  entière  de  réquation 
r^\  ax  -\-  hy  z=z  1  ;  car  on  en  conclura  une  solution  entière  de  l'équation  (1), 
en  multipliant  les  valeurs  de  a:  et  de ^  par  c  Or  on  déduit  de  l'équation 

fi)  X  =  ■ '■ — •  Il  fa'it  donc  trouver  une  valeur  de  y  qui  rende  hy  —  1  divi- 

sible  par  a.  Mais  a  étant  premier  avec  i,  si  A  est  le  nombre  des  entiers 
premiers  avec  «  et  moindres  que  a,  h^  —  i  est  divisible  par  <r  (no222)  ; 
donc,  en  prenant  j  =  b^~\  on  aura  une  valeur  entière  de  x.  11  résulte  de 
là  que  les  solutions  entières  de  l'équation  (i)  pourront  être  représentées  par 
les  deux  formules 

yk  _    I 

y  —  ch        ■+■  at,      X  -   —  c /;/. 

a 

Si  a  est  un  nombre  premier,  on  devra  remplacer  A  par  a  —  i. 
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En  réduisant  ~  en  fraction  continue,  et  formant  les  ré- 
duites successives,  on  trouve  que  Favant-dernière  est  ^  ;  et 
comme  elle  est  de  rang  pair,  on  a 

24  X  19  —  65X7=^-1-  t; 
donc 

24  X  19.243  —  65  X  7  243  =:  243. 

On  conclut  de  là  que  l'on  satisfait  à  l'équation  proposée  en 
prenant  x  =  19X24^  =4^  17?  y  =  —  7X243  =  —  1701  ; 
et  il  en  résulte,  d'après  le  n*'  260 ,  que  toutes  les  solutions 
entières  tic  cette  équation  seront  données  par  les  formules 

X  =  /^6i^  -h  65t,     x  =  —  1701  —  24?, 
ou  bien 

x^i^Gi"] — 65^,     /  =  —  1701  +  24^. 

262.  On  peut  parvenir  aux  formules  qui  donnent  toutes 
les  solutions  entières  d'une  équation  à  deux  inconnues, 
par  une  méthode  indépendante  des  propositions  précédentes. 

Reprenons  l'équation 

(1)  24^4-657  =  243. 

En  la  résolvant  par  rapport  à  l'inconnue  x  qui  a  le  plus 
petit  coefficient,  et  en  extrayant  les  entiers  contenus  dans 
la  valeur  de  x,  on  trouve 

243  —  65 r  3  —  in  y 

24  24 

Pour  qu'une  valeur  entière  de  y  détermine  une  valeur 

entière  de  x,  il  faut  et  il  suffit  que ~^  soit  un  nombre 

^  24 

entier.  Désignons  par  t  ce  nombre  entier  indéterminé,  on 

aura 

/  \  3  —  17  r  ,^. 

(2)  —LL=zt^        et       (3)       X  :=  10  — -ly -{- t. 

La  recherche  des  solutions  entières  de  l'équation  (i)   est 
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ainsi  ramenée  à  celle  des  solutions  entières  de  l'équation  (2), 
dans  laquelle*  les  coefficients  des  inconnues  sont  plus 
simples.  On  voit  d'ailleurs  qu'on  ne  peut  obtenir  une 
semblable  réduction  qu'en  résolvant  l'équation  par  rap- 
port à  l'inconnue  qui  a  le  plus  petit  coefficient. 

En  opérant  sur  l'équation  (2)  comme  on  a  opéré  sur  la 
proposée,  on  trouve 

3  —  ilvt  3  —  nt 

r  = -—  —  —  r  H i-. 

17  17 

3 n  t      . 

Il  faut  donc  que —  soit  un  nombre  entier.  En  désignant 

ce  nombre  entier  par  z',  il  vient 

(4)  -7^  =  '''        (5)        y  =  ~t+t'. 

La  recbercbe  des  solutions  entières  de  l'équation  (2)  est 

ainsi  ramenée  à  celle  des  solutions  entières  de  l'équation  (4). 

En  continuant  les  calculs  de  la  même  manière,  il  vient 

d'abord 

3  —  17^'  ,       3  —  3^' 

7  1 

(6)  Izi^^t",        (7)       t  =  -^t'-^t". 

On  a  ensuite 


3  -  7  ^"  .      t" 

3  3 


(8)  ,  '-=r^'%  (9)         t'  =  l-^t"-t"'. 

L'équation  (8)  donne 

(10)  t"=:Zt"'. 

Le  coefficient  de  t"  dans  l'équation  (10)  étant  l'unité,  on 
pourra  attribuer  à  t'"  une  valeur  entière  quelconque ,  posi- 
tive ou  négative*,  on  en  déduira  une  valeur  entière  de  t"-^ 
on  trouvera  ensuite,  au  moyen  des  équations  (9),  (7),  (5) 
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et  (3) ,  les  valeurs  de  /  ,  ?,  7  et  .r,  qui  seront  toutes  des 
nombres  entiers. 

x\u  lieu  de  calculer  successivement,  d  après  chaque  valeur 
de  t'"^  les  valeurs  des  indéterminées  t" ^  t\  f ,  pour  parvenir 
à  celles  de  y  et  de  x,  il  est  préférable  d'exprimer  j)^  et  x  au 
moyen  de  la  dernière  indéterminée  t"\  En  substituant  la 
valeur  3 1'^'  de  t"  dans  l'équation  (9) ,  on  trouve  t'=  1  —  y  t'" . 
Substituant  cette  valeur  de  t'  et  la  valeur  de  t"  dans  l'é- 
quation (7) ,  on  obtient  t  =  —  2  +  l'Jt'" .  Substituant  de 
même  la  valeur  de  t  et  celle  de  t'  dans  léquation  (5  ) ,  on 
trouvey  =  3  —  i/\t"' .  Enfin  on  obtient  de  la  même  ma- 
nière X  =  2 -h  65 1'^' .  Les  différents  systèmes  de  valeurs 
de  X  et  j  se  déduiront  immédiatement  des  deux  dernières 
formules,  en  attribuant  à  l'indéterminée  t"^  des  valeurs 
entières  quelconques,  positives  ou  négatives. 

Le  procédé  que  nous  venons  d'employer  fait  reconnaître 
que,  toutes  les  fois  que  les  coefficients  des  inconnues  dans 
l'équation  proposée  sont  premiers  entre  eux,  l'équation 
admet  des  solutions  entières.  Car  on  opère  sur  les  coeffi- 
cients des  inconnues  comme  si  l'on  voulait  trouver  leur  plus 
grand  commun  diviseur,  et  les  coefficients  des  indétermi- 
nées, dans  les  équations  successives  auxquelles  on  est  con- 
duit, sont  les  restes  successifs  fournis  par  cette  opération; 
or,  un  de  ces  restes  est  nécessairement  égal  à  l'unité  :  on 
fait  donc  toujours  dépendre  la  recherche  des  solutions  de- 
mandées de  celle  des  solutions  entières  d'une  dernière  équa- 
tion dans  laquelle  la  pénultième  indéterminée  a  pour  coeffi- 
cient l'unité^  de  sorte  que,  pour  obtenir  une  valeur  entière 
de  cette  pénultième  indéterminée,  il  suffit  d'attribuer  une 
valeur  entière  à  la  dernière. 

263.   Les  calculs  que  Ton  vient  de  développer  sont  sus- 
ceptibles de  plusieurs  abréviations.   Reprenons  léquation 
5^  édit.  18 
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précédente  ,    u4  x -f~  65  7  =  243 ,  d'où 

243  —  65  r 

X  '■ —  — • 

24 

Au  lieu  de  prendre  2  pour  le  quotient  en  nombre  entier 
de  65  par  24,  ce  qui  donne  le  reste  17,  on  peut  prendre  3 
pour  quotient;  le  reste  est  alors  —  7,  et  il  vient 

o      ,   3  +  7J- 
.r  =  10^ —  or  -\ 7^ —  • 

24 

I-  3  H-  7  r 

Kn  posant ~-  ==  ^ ,  on  trouve 

24^— 3        _3^— 3 


3^ 3      .     , 

L'expression  doit  être  un  nombre  entier  \  or  cette 

,  3  (^  —  1  )  .  ,  10 

expression  revient  a  ^ ,  et,  puisque  les  nombres  o  et  7 

sont  premiers  entre  eux,  il  faut  que  t  —  i  soit  divisible 

par  7.  Il  suffit  donc  de  poser =  t'  -^  d'où  t  =  'jt'  -i-  1 . 

En  calculant  les  valeurs  dexet  dey,  exprimées  en  fonc- 
tion def',  d'après  les  relations  .x=  10 — 3j^H-t,  y=3?-h3^', 
f  =  7  z'  — I,  on  trouve  j^  =3 H-  24 f',  Xr=i — 6^t' ,  Les  deux 
dernières  formules  s'accordent  avec  celles  que  nous  avons 
obtenues  dans  le  numéro  précédent,  puisque  les  indéter- 
minées t'  et  t'"  peuvent  recevoir  indiiféremment  des  valeurs 
positives  et  des  valeurs  négatives. 

On  peut  encore  rendre  les  calculs  plus  simples  ;  car, 

3    [   n  y 
lorsqu'on  a  obtenu  x  =  10  —  3y  H j—^  on  voit  que: 

si  Ton   augmente  de  i  le  quotient  de  la  division  de  243 
par  24,  le  reste  sera  —  21;  la  partie  fractionnaire  de  la 

ri  Y  21  1  {  Y  ~—~  3  ) 

valeur  de  r  sera  donc 7 1  ou  ^ — ^ ;  et ,  comme  24 

^  24  24 
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est  premier  avec  7,  il  faudra  que  y  —  3  soit  divisible  par  24. 
De  cette  manière,  on  trouve  immédiatement  j^ —  3  =  il\t\ 
d où  r  =  ^^  H-  24 ^ ,  et  X  =  1 1  —  3  r  -h  7 f  =  ^  —  ^^*' 

264.  Lorsque,  dans  Féquation  ax -\-  hy  =.  c,  la  quan- 
tité connue  c  et  l'un  des  coefficients  des  inconnues  ont  un 
facteur  commun ,  on  peut  immédiatement  ramener  l'équa^ 
tion  à  une  autre  plus  simple.  En  effet,  soit  a=za'm^ 
c  =  c'm^  a'  et  c'  étant  des  nombres  entiers-  l'équation 
proposée  peut  s'écrire 

/      ,    h         , 
n  X  -+-  —  =  c' . 

rn 

Pour  que  celle-ci  soit  résolue  en  nombres  entiers,  il  faut 
que  by  soit  divisible  par  m^  et,  comme  b  est  nécessaire- 
ment premier  avec  w,  y  doit  être  divisible  par  ni.  On  po- 
sera donc  j^  =  7722;  ;  ce  qui  déduira  l'équation  à  a' x -{-b z  =z  c' . 
Cette  simplification  s'applique  à  l'équation  du  n'^  262; 
car  le  coefficient  de  x  et  la  quantité  connue  sont  divisibles 
par  3.  Si  l'on  pose,  en  conséquence,  y  =.?tz^  l'équation 
devient  8  j: -h  65  2:  :=  8 1  ;  d'où 

81  —  65  z  ^         I  ^-  z 

X  z=z z=z  10  —  OZ  + 


8  ^^   '       8 

On  pose  — ^  =z  t^  d'où  z  =z  i  —  8^:  et,  en  substituant  la 

valeur  de  z  dans  l'équation  précédente  et  dans  y  =  3^,  on 
parvient  àj:  =  2-h65t,  y  =  3  —  24/. 

265.  Les  résultats  que  nous  avons  obtenus  dans  le  n"  261 
diffèrent  de  ceux  que  nous  avons  tirés  de  la  même  équation 
dans  les  n^^  262  et  263;  majs  il  est  facile  de  voir  que  ces 
divers  résultats  sont  équivalents.  En  effet,  si  l'on  reprend 
les  formules  du  n*^  261 ,  x  =:  46 1 7 — 65  t^y  =  — -i  70 1  +  24  ï^, 
en  divisant  4^17  par  65,  et  1701  par  24,  on  trouve 
4617  =  71  x65  -f-  2,  1701  =  71  X  24  —  3;  les  deux  for- 

18. 
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mules  ci -dessus  peuvent  donc  s'écrire 

» 

a;=r  24-65(71  — ^),      j  — 3—  24(71—  r); 

et  si  l'on  pose  71  — 1=«',  il  vient 

xz=t2^65t',     7=3  — 24^'. 

266.  On  peut  encore  apporter  au  procédé  qui  vient  d'être 
exposé  une  simplification  qui  a  été  indiquée  par  M.  Cata- 
lan. Pour  faire  connaître  en  quoi  elle  consiste,  considérons 
l'équation  générale,  que  nous  écrirons  ainsi  : 

a  y  -\-  bx  =  A, 
et  supposons  b  <ia. 

On  déduit  de  cette  équation 

/  \  A  —  «  j 

(0  -=— ^ — 

Soient  Q,  <5r,  B,  c  les  quotients  et  les  restes  que  donnent  A 
et  a  divisés  par  h  j  on  aura 

Puisque  x  gX,  j  doivent  être  des  nombres  entiers,  il  faut 
attribuer  à  y  une  valeur  qui  rende  entière  la   quantité 

g C  Y 

— r— ^-  Eu  représentant  cette  quantité  par  z,  on  a  l'équa- 
tion 

B CY  ,  ^ 

— —Z=ZZ,        ou        ÛZ-\-CY  =  B. 

b  '  -^ 

La  résolution  de  l'équation  proposée  est  alors  ramenée  à  la 
résolution ,  en  nombres  entiers ,  de  la  dernière  équation , 
qui  est  plus  simple,  puisque  c,  qui  est  le  reste  de  la  division 
de  a  par  h^  est  moindre  que  b. 

On  tire ,  de  l'équation  bz  -\-  cy  =zB^ 

B  —  bz 
c 


»     .  r  =  ^~, 
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ou ,  en  nommani  Q',  q' ^  C ,  rZ,  les  quolienls  et  les  restes  que 
donnent  B  et  è  divisés  par  c , 

C  —  dz 

En  continuarU  les  opérations  de  la  même  manière,  on  a 

C  —  dz  ^        ^       • 

=  s,     ou     rj  H-  rtz  =  c , 

c 

D  —  dt  E  —  eu  F— >  G  —  ^w 

lA)     sz=z  5        t  =: ,         11=1  ('=  -i 

'^'     ■  e  f  g  h 

Les  nombres  c ^  d,  e,  f^  etc.,  sont  les  restes  successifs  qui 
résultent  de  l'opération  du  plus  grand  commun  diviseur 
pour  les  nombres  a  et  b-^  et,  puisque  ces  nombres  sont 
premiers  entre  eux,  on  doit  parvenir  à  un  reste  égal  à  l'u- 
nité. Supposons  h  =  1.  Alors  la  dernière  équation  ci-dessus 
deviendra  p*  =  G  —  gw  ^  pour  une  valeur  entière  attribuée 
arbitrairement  à  w,  on  aura  une  valeur  entière  de  p',  et  les 
formules  (4),  (3),  (2),  (i)  donneront  successivement  des 
valeurs  entières  pour  les  autres  inconnues  ï/,  î,  5,  z,  j-,  x. 

On  peut  trouver  ces  valeurs  par  la  règle  suivante,  qui 
réduit  le  calcul,  pour  chaque  exemple,  aux  seules  opéra- 
tions essentielles. 

On  fait  l'opération  du  plus  grand  (commun  diviseur  pour 
les  nombres  a  et  b,  et  l'on  calcule  ensu/Ste  les  nombres 
A,  B,  C,  D,  etc.,  qu'on  dispose  comme  on  le  voit  dans  Je 
tableau  ci-dessous  : 

I 
o 

Pour  former  la  seconde  ligne  de  ce  tableau,  on  écrit  A 
sous  a.,  on  écrit  à  la  droite  de  A  le  reste  B  de  la  division 
de  A  par  b  ;  puis,  à  la  droite  de  B,  le  reste  C  de  la  division 


a  \  b    c 

d     c 

ABC 

D    E 

F    G 

278  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE  D'ALGÈBRE, 

(le  B  par  c  •  ainsi  de  suite.  Le  dernier  terme  de  cette  se- 
conde ligne,  correspondant  au  diviseur  i,  est  nécessaire- 
ment zéro. 

On  voit,  par  les  formules  (4),  (3),  (2}  et  (i),  que  /'o// 
obtient  successwement  la  valeur  de  chacune  des  incon- 
nues V,  u,  t,  s ,  z ,  y,  X  ,  aw  moyen  du  tableau  ci-dessus,  en 
retranchant  d'un  terme  de  la  seconde  ligne,  en  allant  de 
la  droite  à  la  gauche,  le  produit  du  nombre  écrit  au-dessus 
de  ce  terme  par  la  dernière  inconnue  quon  a  déterminée, 
et  divisant  le  reste  par  le  nombre  de  la  première  ligne 
écrit  à  la  droite  de  celui  que  Von  a  m,ultiplié. 

Pour  simplifier,  on  prend  zéro  pour  la  valeur  de  la  der- 
nière inconnue  'w.  Quand  on  a  ainsi  trouvé  un  couple  de 
valeurs  entières  de  x  et  de  j,  on  en  déduit  toutes  les  autres 
solutions  entières  de  l'équation  par  la  règle  du  n"  260. 

Lorsque  la  seconde  ligne  du  tableau  ci-dessus  est  terminée 
par  plusieurs  zéros,  il  est  clair  que  les  valeurs  des  incon- 
nues correspondantes  à  ces  termes  nuls  sont  aussi  nulles  j  de 
sorte  que  le  calcul  ne  commence  qu'à  l'inconnue  corres- 
pondante au  terme  à  la  gauche  du  dernier  zéro,  en  partant 
de  la  droite. 

Pour  l'application  de  cette  règle,  il  n'est  pas  nécessaire 
que  les  nombres  a,  h^  c,...,  A,  B,  C,  etc.,  soient  positifs: 
de  sorte  que  Ton  peut  prendre,  dans  chaque  division,  le 
reste  plus  petit  que  la  moitié  du  diviseur;^  mais  alors  il 
faudra  tenir  compte  des  signes  de  ces  restes  :  et  si  le  dernier 
terme  de  la  ligne  supérieure  du  tableau  est  — 1,  la  valeur 
de  l'inconnue  i^  sera  — G,  c'est-à-dire  le  quotient  de  la  divi- 
sion de  G  —  ^  X  o  par  —  \. 

Si  les  coefficients  a  et  h  avaient  un  facteur  (commun  qui 
ne  divisât  pas  la  quantité  connue  A,  la  méthode  qui  vient 
d'être  exposée  ferai  t  reconnaître  l'impossibilité  d  obtenir  des 
solutions  entières  de  l'équation,  En  eifet,  dans  ce  cas,  on 
parviendrait  à  un  reste  //  diiféicmt  do  l'unité,  qui  diviserait 
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les  restes  précédents  g^  J\  e,  etc.,  et  les  nombres  util  b.  Ce 
reste  ne  diviserait  aucun  des  nombres  (  i,  F,  E,  etc.-,  car,  si  h 
divisait  G,  qui  est  le  reste  de  la  division  de  F  par  ^,  puis- 
qu'il divise  ^,  il  diviserait  F-,  divisant  F  et  ^i  h  diviserait 
aussi  E  5  ainsi  de  suite,  h  diviserait  donc  A,  ce  qui  est  contre 

1  hypothèse.   Mais,  puisque,  dans   1  équation  ^  =^ —-■} 

h  diviserait  g  et  ne  diviserait  pas  G,  pour  toute  valeur  en- 
tière de  Tf,  la  valeur  de  insérait  fractionnaire. 

267.  Nous  avons  considéré  jusqu'à  présent  toutes  les 
solutions  en  nombres  entiers,  positifs  ou  négatifs^  nous 
allons  examiner  le  cas  où  l'on  ne  veut  admettre  que  des 
solutions  positives. 

Reprenons  Féqualion  ax -h  by=c.  On  peut  supposer  le 
ternie  c  positif;  car,  s'il  était  négatif,  on  le  rendrait  posi- 
tif en  changeant  les  signes  des  deux  membres.  De  cette  ma- 
nière, tous  les  cas  que  peuvent  présenter  les  signes  des 
termes  sont  renfermés  dans  les  quatre  écjuations  : 

ax  -h  ùj'  r=  c , 
ax  —  bj  =:  c, 

—  ax  +  by  =  c , 

—  ax  —  bf  =  r , 

a  ,  b,  c  étant  positifs. 

La  troisième  équation  ne  diiïère  pas  de  la  deuxième,  et 
la  quatrième  ne  peut  pas  avoir  de  solution  positive;  il  suffit 
donc  de  considérer  les  deux  premières. 

On  a  vu  que,  si  l'on  représente  par  a  et  6  deux  nombres 
entiers  satisfaisant  à  l'égalité  aûc-i-b6  =z  c,  toutes  les  solu- 
tions entières  de  l'équation  ax-hbj=zc  sont  comprises 
dans  les  formules 

x  =  a-i-bt,      Y  —  ^  —  at     (ii"*iGO). 
Pour  que  les  valeurs  de  x  et  de  y  soient  positives,  il  faut 
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que  Ton  ait 

,  a  6 

ce  -\-  ot'^  o,      ^  —  at^o;      d'où      t^  —  j?        t  <^  — 

D'après  ces  inégalités  ,  le  nombre  des  solutions  entières 
positives  sera  limité  ^  cette  conclusion  était  d'ailleurs  mani- 
feste par  l'inspection  de  l'équation.  Quand  il  n'y  aura  au- 

cun  nombre  entier  compris  entre  les  deux  nombres  —  r 

et  -,  1  équation  ne  pourra  être  vérifiée  par  aucun  système 

de  valeurs  entières  positives.  Les  inégalités  t^  —  Tetf<^- 

b  a 

ne  sont  jamais  contradictoires  5  car,  de  l'égalité  aa-hèê=c, 
on  conclut ,  puisque  c  est  positif,  <7a  H-  èê  >>  05  par  con- 
séquent &ê  ^  —  «a,  et  -^  —  -y- 

^  a  b 

Si  l'on  représente  par  A  et  B  les  deux  nombres  entiers, 
positifs  ou  négatifs,  respectivement  inférieurs  de  moinsd'une 

.    ,  ,         a        ,   ê      I  ,  ,  .  ce. 

unité  a  —  y  et  a  -,  les  valeurs  de  t  comprises   entre  —  y 

g 

et  -  seront  A  -|-  i ,  A  H-  2 , .  .  . ,  B  ^  et  le  nombre  des  solu- 
n 

lions  entières  et  positives  sera  B  —  A.  Mais  la  différence 

,,.         .ê  a  b^-{-  aa.  c 

des  Iractions  -  et  —  -  est  -, —  ou  —7-;    par  conséquent, 

a  h  ab  ab      ^  * 

si  Ion  désigne  par  q  la  partie  entière  du  quotient  de  c  par 

ah^  la  dilférence  B  —  A  sera  égale  à  ^  ou  à  ^  -}- 1 .  Le  nombre 

des  solutions  entières  positives  de  l'équation  sera  donc  q 

ou  q  -\-\. 

L'équation  ax  —  h  y  =  c  se  déduit  de  la  précédente  par 

le  changement  de  j/^  en  — j,  et,  en  effectuant  le  même 

changement  dans  les  valeurs  ci-dessus  de  x  et  de  y^  on  a 

,r  zr:  a  -(-  bl ,       y  ==:  —  ^i  -\-  nt. 

Pour  obtenir  des   solutions  positives .   il   faudra  piendre  / 
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de  telle  sorte,  que  l'on  ait  f  >> r  et  f  >>  -•  Or  il  existe  un 

^  b  a 

nombre  infini  de  valeurs  entières  de  t  qui  satisfont  à  ces 

deux  conditions 5  car  il  suffit,  pour  qu'elles  soient  vérifiées 

l'une  et  l'autre,  que  t  soit  plus  grand  que  la  plus  grande  des 

deux  quantités  — t  ^t  -•  Le  nombre  des  solutions  entières 

positives  de  l'équation  est  donc  infini. 

Résolution  en  nombres  entiers  d'un  système  (quelconque 
d'équations  du  premier  degré,  dans  lequel  le  nombre 
des  inconnues  surpasse  celui  des  équations. 

268.  Soient  les  deux  équations  générales 

(i)  iax    -\-  br   ,-+-  cz    =  d ^ 

[t)  a'x  -^  b'y  -{-  c' z=z  d'. 

En  éliminant  une  des  inconnues,  z  par  exemple,  on 
obtient  l'équation 

(3)  {ac'--ca')  X  +  [bc'  —  cb')  y  =  de'  —  cd'; 

le  système  des  équations  (i)  et  (2)  se  trouve  alors  remplacé 
par  celui  des  équations  (i)  et  (3). 

Si  l'équation  (3)  admet  des  solutions  entières,  on  dé- 
duira de  cette  équation  les  valeurs  de  x  et  dey  exprimées 
par  des  fonctions  entières  d'une  indéterminée  f  ;  et  la  ques- 
tion sera  réduite  à  trouver  les  valeurs  entières  de  t ,  pour 
lesquelles  les  valeurs  de  x  et  de  y  seront  telles ,  qu'en  les 
substituant  dans  l'équation  (i)  on  obtienne  une  valeur 
entière  de  z,  A  cet  efïét  on  substituera  dans  l'équation  (i) 
les  valeurs  de  x  et  y  en  fonctions  de  Z ,  ce  qui  donnera  une 
équation  de  la  forme  mt  -\-  cz  zzz:  A.  Si  cette  équation  admet 
des  solutions  entières,  elle  conduira  à  des  formules  par  les- 
quelles z  et  t  seront  exprimées  au  moyen  d'une  indéter- 
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minée  t'-^  et  en  substituant  la  valeur  de  t  en  fonction  de  t' 
dans  les  valeurs  de  x  et  de  j  déduites  de  l'équation  (3) ,  on 
aura  les  trois  inconnues  x^  j,  z,  exprimées  en  fonctions 
entières  de  l'indéterminée  t' . 

Lorsque  les  coefficients  6^  et  c'  sont  premiers  entre  eux , 
si  l'équation  (3)  admet  des  solutions  entières ,  le  système  des 
équations  (i)  et  (2)  en  admet  aussi 5  et,  dans  ce  cas,  chaque 
couple  de  valeurs  entières  de  x  et  de  y  qui  vérifient  l'équa^ 
tion  (3)  donne,  dans  l'équation  (1) ,  une  valeur  entière  de  z. 
En  eJfet,  l'équation  (3)  peut  s'écrire 

c' {d  ^  ax  —  by)  =1  c  [d'  —  a' x  —  b 'y)  ; 

si  X  et  7  sont  des  nombres  entiers ,  puisque,  par  hypothèse , 
€  et  c'  sont  premiers  entre  eux,  c  devra  diviser  d — ax — hy., 
par  conséquent ,  la  valeur  de  z,  dans  l'équation  ([),sera 
entière. 

Il  suit  de  là  que,  dans  le  cas  où  c  et  c'  sont  premiers 
entre  eux,  lorsque  l'on  aura  obtenu,  au  moyen  de  l'équa- 
tion (3),  les  valeurs  de  x  et  de  7  exprimées  en  fonctions 
entières  de  t ,  la  substitution  de  ces  valeurs  dans  l'équa- 
tion (i)  conduira  à  une  équation  qui  donnera  immédiate- 
ment une  valeur  de  z  en  fonction  entière  de  /. 

269.  Proposons-nous  de  trouver  les  solutions  entières 
des  trois  équations 

1 3  jp  -f-  5/  —  2  3  -f-  4  w  =  2559 , 

8xH-7/-h3z  —  5  II  =z  1 696 , 

11^  —  3j-i-5z  —  'j  II  =  2.i5']. 

Eli  éliminant  u  entre  la  première  équation  et  chacune  des 
deux  autres ,  on  obtient 

97  .r  +  53/  -j-  2  2  i^  191 75 ,     1 35  ^  -H  20)  -h  6  z  =  2654  • 

L'observation   qui   vient   d'être   faite  pourrait  faire  croire 
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qu'on  doit  éliminer  de  préférence,  entre  ces  deux  équa- 
tions, Tune  des  inconnues  x  et  j,  qui  ont,  dans  les  deux 
équations,  des  coefficients  premiers  entre  eux*,  mais  les 
calculs  sont  plus  simples  en  éliminant  z,  ce  qui  conduit  à 
l'équation 

39  a:  H-  34  J  =  774^- 

Le  système  proposé  se  trouve  ainsi  remplacé  par  celui  des 
trois  équations 

1 3  x  -f-  5y  —  2.  z  -h  ^  u  =  2559 , 

97^  H-  53  J  -h  2Z    rrr  19175, 

39x4-  34 J  =  774^- 

On  cherche  les  formules  qui  donnent  les  solutions  en- 
tières de  l'équation  3gx-\-  34y  =  7746-  Le  coefficient  de 
X  admettant  le  facteur  3  qui  divise  774^9  et  le  coefficient 
àcj  admettant  le  facteur  1  qui  divise  aussi  7746,  on  peut 
abréger  les  calculs  en  posant  .r  =  ix' ^  y  ==:  3  7'^  l'équa- 
tion devient 

i3x'h-i7j':=  '291. 

On  conclut  de  celle-ci 

j'=iH-i3?,     j;'  =  98  — 17/; 
par  suite , 

j  zr:  3  H-  39  ^ ,      .r  =  1 96  —  34  ^ 

On  substitue  dans  l'équation  gy  x -j~  ^'.^ y -\- 2  z  =  19175, 
les  valeurs  de  x  et  de  y  exprimées  en  fonctions  de  l'indé- 
terminée /:,  ce  qui  donne  1  23 1  t —  22  =  —  4.  On  déduit 
de  cette  équation,  en  exprimant  ^  et  ^  au  moyen  d'une 
seconde  indéterminée,  z  ==  2  z',  s  r:^  laSi  z' -h  2:  et  en 
remplaçant  t  par  2 1'  dans  les  valeurs  précédentes  de  x  et 
de  j,  on  a  j-=:  3  -h  78//,  x  =^  196  —  68  f'. 

On  substitue  dans  l'équation  i3xH-5j — 22H-4«=2559, 
les  valeurs  de  x^j^  z,  exprimées  en  fonctions  de  l'indéter- 
minée /',  ce  qui  donne  739^'  —  //  r=  o  ,  d'où  11  ^=.  739  i' ,  La 
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valeur  de  u  3xi  fonction  de  t'  étant  entière ,  les  calculs  sont 
terminés,  et  les  formules  qui  déterminent  les  solutions 
entières  du  système  proposé  sont 

j:=ig6 — 68t',  y=:  3-\-']St',  z  =  2 -f-i23i  i',  u=z^oc)t'. 

Si  Ton  ne  veut  admettre  que  des  solutions  positives,  il 
faudra  que  î'  soit  positif  et  moindre  que  — -®  ou  2  j-y.  On 
obtiendra  ainsi  trois  solutions ,  savoir  : 

pour  t'  =  o,  X  =  1^^  y  =■  3,  z-=.  2,  M=:  o; 
pour  ^'  ==r  I ,  X  =1  128,  /=  81  ,  3  =  1233,  a  =z  "jSg; 
pourf'=:2,     X  =z    60,     j=  169,     3  =  2464,      «  =  1478- 

270.  Considérons  maintenant  le  cas  où  l'on  n'a  qu'une 
seule  équation  qui  renferme  plus  de  deux  inconnues.  Soit, 
par  exemple,  l'équation 

1 5  .r  -H  6  j  ~\-  2.0  z  =  I  n  I . 

En  résolvant  cette  équation  par  rapport  à  l'inconnue  j^, 
qui  a  le  plus  petit  coefficient,  on  obtient 

171  —  i5x  —  2.0  z         „  ^         3  —  3x  —  iz 

r  =  —^ r- =20  —  IX  —  ùz-\ ^ 

o  b 

Pour  que  la  valeur  dej^  soit  entière,  x  eX  z  étant  des  nombres 

entiers  ,  il  faut  que  la  quantité ^ ait  une  valeur 

entière.  En  représentant  cette  valeur  par  ^,  on  a  l'équation 

3  —  3  a;  —  2  z 


6 


^,      ou      2Z.  -f-3x-h6/^=3. 


11  ne  s  agit  plus  que  de  trouver  les  solutions  entières  dr 
cette  équation,  qui  est  plus  simple  que  la  précédente,  puis- 
qu'elle a  des  coefficients  moindres,  celui  qui  était  le  plus 
petit  étant  maintenant  le  plus  grand. 

En  résolvant  l'équation   2  r:  -f-  3  j:  -}-  6  /  =:  3  ,  par  rap- 


CHAPITRE  NEUVIÈME.  a85 

port    à   l'inconnue   z  qui    a  le  plus  petit  coefficient,  on 

obtient 

3  —  3x  —  6f  „         I — X 

z  =:: r=   I  —  x  —  6t  -\ 

2  1 

Pour  que  la  valeur  de  z  soit  entière,  a:  et  t  étant  des 
nombres  entiers,  il  faut  que  la  quantité  ait  une  va- 
leur entière.  En  représentant  cette  valeur  par  f',  on  a 
l'équation 

=^,      d  ou      Xz=i\.  —  2  ?\ 

2 

On  pourra  attribuer  à  t'  une  valeur  entière  quelconque , 
et  les  valeurs  correspondantes  de  x,  z  et  y  seront  aussi 
entières. 

En  substituant  la  valeur  de  x  dans  celle  de  z ,  on  trouve 

z  =r  .3r' —  3^; 

et,  en  substituant  les  valeurs  de  a:  et  de  z  dans  celle  de  j  , 
on  obtient 

On  aura  toutes  les  solutions  entières  de  l'équation  proposée 
en  attribuant,  aux  deux  indéterminées  t  et  t' ^  toutes  les 
valeurs  entières,  positives  et  négatives,  dans  les  trois  for- 
mules 


X 


=  1  —  it'^     z:=^?>t' — 3^,     j  =  26  —  5r'-t-io^ 


Pour  s'assurer  de  l'exactitude  des  opérations,  il  faut 
substituer  les  valeurs  de  x,  z ,  y  en  fonction  des  indéter- 
minées t  et  it',  dans  l'équation  proposée*,  cette  équation 
devra  être  satisfaite  quels  que  soient  t  et  t\  On  peut  aus^ 
opérer  la  vérification  en  éliminant  les  indéterminées  t  et  t/ 
entre  les  trois  équations  par  lesquelles  .r,  y  et  z  sont  expri- 
mées en  fonction  de  t  et  t\  on  devra  retrouver  l'équation 
proposée.  . 
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Si  l'on  ne  veut  admettre  que  des  valeurs  positives  de 
.r,  y^  Zj  \\  tatidra  que  l'on  ait 

I — Q.t^'^o,     3t' — 3^^o,      26  —  5t'-T-iot'^o. 

La  première  condition  revient  à  t'<i^\'^  les  deux  autres 
donnent 

Il  faut  donc  que 

t'  > ,      d'où     t'  > —■ 

-^       10  ^5 

D'après  les  deux  conditions  t/  ^  —  ~  ett'  <^j^  on  ne  peut 
donner  à  t'  que  les  valeurs  —  5,  —  4?  —  3,  —  2,  —  i,  o. 

Pour  î'  =  —  5  on  doit  avoir  t^ —  Y^et^<; —  5,  ce  qui 
permet  seulement  de  prendre  1  =  —  5  ^  d'où  résultera  z=o. 

Pour  ;t'  =  —  4î  on  doit  avoir  f>>  —  ~ett<^ —  4,  ce  qui 
permet  de  prendre  f  =  —  4- 

Pour  t^  =  —  ?  ,  on  doit  avoir  ?> —  ~  et  î  < —  3^  par 
conséquent  t  =1  —  4?  =  —  3. 

Pour  t'  =  —  2 ,  on  doit  avoir  t^  —  f|  etf<^  —  2;  par 
conséquent  t  =  —  3  ,  =  —  2 . 

Pourî'  =  —  I,  on  doit  avoir  t>  —  fj  et  t<^ — i-  par 
conséquent  /=  —  3,=  —  2,=:  —  1. 

Pour  t'  =r  o ,  on  doit  avoir  t^ —  ~  et  ^  <C  o  ;  par  con- 
séquent t=: 2,  = I,=:0. 

Il  y  aura  donc  douze  solutions  entières  positives^  on  en 
aurait  seulement  six  si  l'on  excluait  celles  dans  lesquelles 
z  =  o. 

,  271 .  Quel  que  soit  le  nombre  des  inconnues ,  dans  une 
équation  du  premier  degré ,  on  reconnaît ,  par  un  raison- 
nement semblable  à  celui  qui  a  été  fait  dans  le  n"  257 ,  que , 
lorsqu'on  a  supprimée  les  facteurs  communs  à  tous  les  coeffi^ 
cients  et  à  la  quantité  connue,  il  faut,  pour  que  Téquation 
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admette  des  solutions  entières,  que  les  coeffieieiils  soient 
premiers  entre  eux. 

Cette  condition  nécessaire  est  aussi  suffisante.  En  effet , 
soit  l'équation 

ax  -\~  bf  -{-  cz  -{-•■■=  ^  ; 

et  supposons  que  a  soit  le  plus  petit  coefficient. 

En  résolvant  l'équation  par  rapport  à  x,  on  aura  une 
valeur  qui  se  composera  d'une  partie  entière ,  et  d'une  partie 
fractionnaire  dans  laquelle  les  coefficients  des  inconnues 
r,  z^  etc.,  seront  les  restes  que  donneront  les  nombres 
^,  c,  etc.,  divisés  par  a 5  de  sorte  qu'ils  seront  moindres 
que  a.  Nommons  ces  restes  I?\  c\  etc.  -,  en  égalant  cette 
partie  fractionnaire  à  un  nombre  entier  indéterminé,  on 
aura  l'équation 

b'y  -{-  c'z,  .  .-\-  at  =  A'. 

Les  coefficients  b\  c' .  .  .  a  seront  encore  premiers  entre 
eux;  car  h\  c\  etc.,  étant  les  restes  que  donnent  Z»,  c,  etc., 
divisés  par  a^  tout  nombre  qui  diviserait  «,  h' ^  c\  etc., 
diviserait  aussi  «,  h^  c,  etc. 

En  opérant  sur  la  seconde  équation  de  la  même  manière 
que  sur  la  première,  on  en  obtiendra  une  nouvelle,  dans 
laquelle  les  coefficients  des  inconnues  seront  le  plus  petit 
des  nombres  Z>',  c',  .  .  a,  et  les  restes  que  donneront  les 
autres  divisés  par  ce  plus  petit  coefficient;  ces  coefficients 
seront  encore  premiers  entre  eux. 

11  suit  de  là  que  les  calculs  amèneront  nécessairement 
une  équation  dans  laquelle  le  coefficient  de  l'une  des  in- 
connues sera  Tunité,  puisque,  tant  que  le  plus  petit  coeffi- 
cient ne  sera  pas  l'unité,  il  ne  divisera  pas  tous  les  autres 
coefficients ,  et  on  fera  dépendre  la  résolution  de  l'équation, 
en  nombres  entiers ,  de  celle  d'une  autre  équation  avec  des 
coefficients  moindres.  Mais  lorsqu'on  sera  parvenu  à  une 
équation  dans  laquelle  un  des  coefficients  sera  Funîté,  on 
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aura  la  valeur  d'une  inconnue  en  fonction  entière  de  toutes 
les  autres  inconnues  de  cette  équation ,  et  on  en  conclura . 
pour  toutes  les  autres  inconnues  des  équations  successives, 
y  compris  l'équation  proposée ,  des  valeurs  qui  seront  des 
fonctions  entières  des  mêmes  quantités. 

Il  est  manifeste  que  les  inconnues  de  l'équation  proposée 
dépendront  toujours  d'un  nombre  d'indéterminées  infé- 
rieur seulement  d'une  unité  à  celui  des  inconnues  de 
l'équation. 

272.  Nous  indiquerons ,  comme  exercices ,  les  problèmes 
suivants  : 

i®^  Problème.  —  Partager  loo  en  deux  parties  telles, 
que  Vune  soit  divisible  par  7  et  Vautre  par  11.  (Rép.  :  56 

et  44-) 

2^  Problème.  —  Une  réunion  d'hommes  et  de  femmes 
a  dépensé  3o  francs  dans  une  auberge-^  les  hommes  ont 
payé  95  centimes  chacun,  et  les  femmes  65  centimes. 
Combien  y  avait-il  d'hommes  et  de  femmes?  (En  appelant 
X  le  nombre  des  hommes ,  y  celui  des  femmes ,  on  a  ces 
quatre  solutions  :  x'=:  2,y=  74?^=  i^?  X=  55  ;  x=:28, 

j  =  36^  ^  =  41, .r=  17-) 

3^  Problème.  —  Trouver  un  nomhre  N  qui,  étant  di- 
visé par  39,  donne  le  reste  16 ,  et  tel  aussi  que ,  si  on  le  di- 
visepar  56,  on  trouve  le  reste  27.  (Rép.  :  N=i  147+2184^, 
t  étant  un  nombre  entier  indéterminé.) 

4*^  Problème.  —  Quelqu'un  achète  pour  100  écus  100 
pièces  de  bétail,  des  porcs,  des  chèvres  et  des  moutons  j 
les  porcs  coûtent  37  écus,  les  chèvres  1  \  écu,  les  moutons 
2  écu.  Combien  y  avait-il  d'animaux  de  chaque  espèce? 
(En  nommant  x  le  nombre  des  porcs ,  y  celui  des  chèvres 
et  z  celui  des  moutons,  on  a  ces  trois  solutions:  .r  =  5, 
j  =  42,  r:  —  53  ;  X  =  10  ,}=  24  ,  z  =  66  ;  .r  =  1 5,  y  =  6. 
2  =  79.) 
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5*^  Problème.  —  Troui^er  trois  nombres  entiers  x ,  y,  z, 
tels  y  qiien  multipliant  le  premier  par  3,  le  deuxième  par  5 
et  le  troisième  par  ^,  la  somme  des  produits  soit  56o:  et 
tels  aussi,  qu  en  multipliant  le  premier  par  9,  le  deuxième 
par  25  et  le  troisième  par  49,  lo.  somme  des  produits 
soit  2920.  (Solutions  :  .r=  i5,j)^  =  82,  2  =  i5;x  =  5o, 
j  =  4o,  z=r3o.) 

Résolution  en  nombres  entiers  d'une  équation  du 
second  degré  à  deux  inconnues  qui  ne  contient 
que  la  première  puissance  d'une  des  inconnues. 

273.  Les  questions  d'analyse  indéterminée  qui  dépen- 
dent des  équations  d'un  degré  supérieur  au  premier,  ne 
doivent  pas  trouver  place  dans  ce  Traité;  mais,  lorsqu'une 
équation  du  second  degré  à  deux  inconnues  ne  renferme 
pas  la  seconde  puissance  d'une  de  ces  inconnues,  la  re- 
cherche des  solutions  entières  de  cette  équation  peut  être 
regardée  comme  une  question  d'analyse  indéterminée  du 
premier  degré. 

Considérons  l'équation  générale 

(l)  7nxj-\-nx'^-\~px-\-qy-\-rz=:o. 

En  la  résolvant  par  rapport  à  y,  on  a 


7ix-  -I-  px  -h  r 


•> 


mx  -f-  q 

et,  en  effectuant  la  division  de  nx'^  -{-px  -f-  /•  par  mx  -f-  q^ 

n  nq  —  mp       mpq  —  nef- —  iii^r 

m  m-  m^[n/x  -+-  q)        ' 

d'où,  en  posant,  pour  abréger,  mpq —  uq^ — m^r=zN ^ 

N 


(3)  /w^  j  =  —  //wx  H-  nq  —  /?///  -1- 

5*  ^elîe.  , 


/nx  -+-  q 

9 
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N 

X  et  r  devant  cLie  des  nombres  entiers ,  il  faut  que 

•^  ^       7nx  -r-  q 

soit  un  nombre  entier.  D'après  cette  condition,  on  calcule 
tous  les  diviseurs  du  nombre  N ,  et  l'on  égale  successive- 
ment mx  -\-  q  B.  chacun  de  ces  diviseurs  pris  avec  le  signe  -f- 
et  avec  le  signe  — .  Si  les  équations  qu'on  obtient  ainsi 
donnent  des  valeurs  entières  de  j:  ,  on  substitue  successive- 
ment ces  valeurs  dans  l'équation  (3)^  il  faut,  pour  que 
l'équation  (i)  ait  des  solutions  entières,  qu'il  résulte  de  ces 
substitutions  des  valeurs  entières  dey. 

Il  est  évident  que  le  nombre  des  solutions  entières  esl 
toujours  limité,  et  qu'il  peut  n'en  exister  aucune. 

EXEMPLES. 

;^i)ii  a  indiqué  seulement  les  solutions  entières  positives.) 

(  ^  =  0,      7=  1; 

(  x=  3,     j  =  4. 

X=.  3,      J  :=:  2; 

•^  =  7»    y  =  ^■ 

(  a:  =:  4  >      J  =  2 1  ; 

xy  +  x^  rrr  2.r  -t-  o  J  -h  29    7 

1^  =  5,    x=z  7. 

Quand  le  reste  de  la  division  de  nx^  -^  px  -\-  r 
par  mx -\- q  est  zéro,  l'équation  (i)  est  de  la  forme 
[mx  -f-  q)  [ax  -\- hj  -\-  c)  r=  o  \  on  obtient  toutes  les  so- 
lutions de  cette  équation  en  résolvant  séparément  les  deux 
équations  mx  -\-  q  =  o ,  ax  -\-  by  -h  c  =z  o . 

^IIA.  Lorsque  l'équation  ne  contient  pas  le  terme  dépen- 
dant de  xy^  on  ne  peut  plus  faire  usage  de  la  méthode  qui 
vient  d'être  exposée.  On  a ,  dans  ce  cas,  m  =  o,  eA  l'équa- 
tion est 

nx"^  -f-  px  +  r 

(4)  /  = '- 
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Supposons  qu'une  valeur  entière  x=::.a  donne  une  valeur- 
entière  pour/.  Si  l'on  pose  x=^  a-{-qt^t  étant  un  nombre 
entier  quelconque ,  on  trouvera 

j  1= [nqt^  -\-  1  nv.t  -i-  pt); 

par  hypothèse ,  n  a^  -\-  p  a  -\-  t'  est  divisible  par  q  5  la  valeur 
de  y  correspondante  à  x  ==  a  -\-  (Jt  sera  donc  un  nombre 
entier.  Comme  cette  conclusion  a  lieu  quel  que  soit  le 
signe  de  f ,  il  en  résulte  que ,  si  l'équation  admet  des  solu- 
tions entières ,  il  en  existera  pour  lesquelles  la  valeur  de  x 
sera  comprise  entre  zéro  et  (j.  Par  conséquent ,  pour  obte- 
nir toutes  les  solutions  entières,  il  suffira  de  substituer 
pour  x^  dans  l'équation ,  les  nombres  o,  i,2,3,...,^ — 15 
et  chaque  solution  entière  correspondante  à  un  de  ces 
nombres  en  fournira  une  infinité  d'autres. 

L'équation  (4),  dans  laquelle  il  s'agit  de  trouver  des 
valeurs  de  x  qui  rendent  le  polynôme  nx^  -+-  px  -j-  7'  mul- 
tiple du  nombre  donné  ^,  est  ce  que  M.  Gauss  a  nommé 
congruence  du  second  degré  ^  de  même  que  l'équation 
ax  -h  by  =z  c,  dans  laquelle  on  cherche  à  rendre  ax  —  c 
multiple  de  b^  est  une  congruence  du  premier  degré. 
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PUISSANCES      ET      RACINES      DES      MONOMES.      RADICAUX.      EXPOSANTS 
FRACTIONNAIRES.   ÉQUATIONS  EXPONENTIELLES.    LOGARITHMES. 


Puissances  et  racines  des  monômes.—  Calcul  des 
radicaux  arithmétiques. 

275.  La  puissance  du  degré  m  d'une  quantité  étant  le 
produit  de  m  facteurs  égaux  à  cette  quantité,  on  conclut  de 
la  règle  de  la  multiplication  des  monômes  que,  pour  for- 
iner  la  puissance  m}^^^  d'un  monôme,  il  faut  élever  le 
coefficient  numérique  à  la  ni^^™^  puissance,  et  multiplier 
r exposant  de  chaque  lettre  par  m. 

Il  résulte  de  cette  règle  que,  pour  extraire  la  racine  m'^'"^ 
d'un  monôme,  on  doit  extraire  la  racine  m'^™^  du  coeffi- 
cient, et  diviser  F  exposant  de  chaque  lettre  par  m.  Ainsi , 
pour  avoir  la  racine  cubique  de  6^a^  5^,  on  prend  la  racine 
cubique  de  64 ,  qui  est  4  ->  et  l'on  divise  les  exposants  des 
lettres  a  et  h  par  3  ;  la  racine  demandée  est  donc  ^ah^.  Pa- 
reillement, pour  extraire  la  racine  5^  de  Saa^è^^c^®,  on 
prend  la  racine  5®  de  32 ,  qui  est  2 ,  et  l'on  divise  les  expo- 
sants des  lettres  «,'  ^,  c  par  5*,  on  trouve  ainsi  que  la 
racine  demandée  est  2.ab^  c^. 

Pour  que  l'on  puisse  obtenir,  au  moyen  de  cette  règle, 
la  racine  m'^'"''  d'un  monôme,  il  faut  que  le  coefficient  nu- 
mérique soit  une  puissance  m'^'"^  exacte ,  et  que  les  expo- 
sants de  toutes  les  lettres  soient  divisibles  par  m.  Quand 
ces  conditions  ne  sont  pas  remplies  ,  l'expression  de  la 
racine  se  forme  au  moyen  du  signe  radical. 

Puisque  l'on  fait  le  produit  de  plusieurs  fractions  en 
multipliant  les' numérateurs  entre  eux,  et  les  dénomina- 
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leurs    eu  Ire    eux ,   la  puissance  m"''"*'  (Vune  fraction  se 

forme  en  élevant  chacun  des  deux  termes  à  la  puissance 

jj^ièrae^.  gf  /'^^  extrait  la  racine  m''^'"'^  d'une  fraction  en 

extrayant  la  racine  m'^"^'^  de  chacun  des  deux  termes. 

276.  Nous  avons  dit,  dans  le  chapitre  VII,  qu'en  dési- 
gnant par  A  une  quantité  quelconque  et  par  m  un  nombre 
entier  positif,   il  existe  m  racines  nt^'"^'  de  A,    ou,  en 

tn 

d'autres  termes,  l'expression  V^  a  m  valeurs  (n"  214). 
Quand  la  quantité  A  est  positive ,  parmi  les  m  valeurs  de 

sfX  il  y  en  a  une  réelle  et  positive ,  et  il  n'y  en  a  qu'une  ^ 
car  deux  nombres  différents,  élevés  à  une  même  puissance, 
ne  peuvent  pas  reproduire  le  même  nombre.  Cette  valeur 
est  ce  qu'on  nomme  la  racine  arithmétique  de  A ,  ou  aussi 

m 

la  valeur  arithm.étique  du  radical  y  A. 

Nous  supposerons,  dans  ce  qui  va  suivre,  que  l'on  ne 
considère  que  les  valeurs  arithmétiques  des  radicaux. 

277.  Les  observations  que  nous  avons  faites  au  sujet  de 
l'addition  et  de  la  soustraction ,  pour  les  quantités  radi- 
cales du  second  degré  (n^  'ISQ) ,  s'appliquent  aux  expres- 
sions qui  contiennent  des  radicaux  de  degré  quelconque. 
Ainsi  l'on  a ,  par  la  réduction  des  quantités  semblables , 


5  v/3  ab^  +  3  v/3  ab-'  —  8  v/3  ab\ 


5  V'3  ab'  —  3  v/3  ab'  =  o.  s/3  ab^ 

3  a  s/cdz^b  \Jc  =  {3adzi  b  ^ç- 

Lorsque  les  indices  des  radicaux  sont  différents,  ou  lorsque, 
les  indices  étant  les  mêmes,  les  quantités  qui  se  trouvent 
sous  les  radicaux  sont  différentes,  on  dit  que  les  radicaux 
sont  dissemblables  ^  et  l'on  ne  peut  qu'indiquer  l'addition, 
et  la  soustraction  par  les  signes  +  et  — . 
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^78.  Pour  multiplier  ou  pour  diviser  Vun  par  Vautre 
deux  radicaux  de  même  indice^  il  faut  effectuer  la  multi- 
plication  ou  la  division  des  quantités  placées  sous  le  signe 
radical,  et  affecter  le  résultat  du  radical  commun.  Ainsi , 

m 

m  m  fit  /"'  I — 

fb  ^ 

En  effet,  si  l'on  formait  la  w'^'"^  puissance  du  produit 
V^XV^,   on   aurait,   d'après  les  principes   relatifs  à   la 

fm      \  m  tin      \  m 

multiplication ,  (  y  a  1    X  (  y//?  j    ou  «  X  ^  *,  donc  le  produit 


V  a  X  V  ^  est  la  racine  m'^'""  de  aych.  On  démontre  la 
seconde  égalité  de  la  même  manière. 

279.   On  conclut  de  la  règle  qui  vient  d'être  établie 

m.  m  ni  in 

si  a"*  b  r=z  sja""  y<,  yjb  =i  a  s/^ . 

Donc ,  lorsque  la  quantité  placée  sous  un  radical  du  degré 
m,  a  des  facteurs  qui  sont  des  puissances  exactes  du 
même  degré,  on  peut  prendre  séparément  les  racines  de 
ces  facteurs,  et  multiplier  leur  produit  par  la  racine  in- 
diquée du  produit  des  autres  facteurs.  C'est  ce  qu'on  ap- 
pelle faire  sortir  des  facteurs  du  radical.  Et,  lorsqu'un 
radical  est  multiplié  par  des  facteurs  rationnels ,  on  peut 
mettre  ces  facteurs  sous  le  radical,  en  les  élevant  à  la 
puissance  du  même  degré  que  le  radical.  C'est  ce  qu'on 
appelle  yi:/«re  entrer  des  facteurs  sous  le  radical. 

Quand  on  doit  ajouter  ou  soustraire  des  quantités  radi- 
cales dissemblables ,  il  faut  d'abord  examiner  si  ces  quan- 
tités ne  peuvent  pas  être  rendues  semblables  en  simplifiant 
les  radicaux.    Soient,   par  exemple,  les  deux   expressions 
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s/iôa^h  et  —zSia^b'';  on  trouvera  qu'elles  se  réduisent  a 

ad  '  * 

/— r       s  abc  " i—j 
laslib  et  — -T—  V  2  o  5  en  conséquence  on  aura 

\/i6a'b±:--z\/'ia'b'~i'2a±: — — |  s/2'b. 

280.  La  valeur  arithmétique  d'un  radical  iiesl  pas 
changée  quand  on  multiplie  Vindice  par  un  nombre  entier 
quelconque  y  pourvu  quon  élève  en  même  temps  la  quan- 
tité placée  sous  le  signe  radical  à  la  puissance  du  degré 
marqué  par  ce  nombre-^  c'est-à-dire  que  l'on  a  l'égalité 

m  mn 

\ja  =  \/«". 

/m      \  VI 

En  eiï'et,  d'après  la  définition  des  racines,  W«)  =-(1-, 
or,  en  élevant  les  deux  membres  à  la  n'""'"  puissance,  on 

(III      \  mn  m 

si  a)      =a";   donc  v/a  est  la  racine  du  degré  mn 

de  «". 

Au  moyen  de  ce  principe,  on  peut  toujours  ramener  des 
radicaux  à  un  indice  commun.  Il  suffit  de  multiplier  Vindice 
de  chaque  radical  par  le  produit  de  tous  les  autres  indices, 
en  élevant  la  quajitité  qui  est  sous  le  radical  à  la  puis^ 
sance  marquée  par  ce  produit.  On  peut  aussi  prendre 
pour  l'indice  commun  le  plus  petit  multiple  des  indices  de 
tous  les  radicaux. 

L'égalité  s/ a  =  s/a"  prouve  aussi  que ,  lorsque  l'indice 
d'un  radical  et  l'exposant  de  la  quantité  qui  est  sous  le 
radical  ont  un  facteur  commun,  on  peut  les  diviser  l'un 
et  Vautre  par  ce  facteur. 

281 .  Pour  faille  le  produit  de  plusieurs  radicaux  d& 
degrés  différents ,  ou  pour  diviser  l'un  par  Vautre  deux 
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radicaux  de  degrés  différents,  on  réduit  les  radicaux  au 
même  indice,  et  Von  applique  la  règle  du  n°  278. 
On  trouve ,  de  celte  manière , 

3 4 e 1  2 I  2 I  2 I  2 

sja'hy<  s]ab'  y^s/a'b  =z  s/a'b*  X  \/n^'  X  \la''h'~  s^la''b'\ 

1 2 4 

r=  (ib  sja^b^  —  ab  sjÔH , 

■0 3  .s ^     _ 

sja'b-'  _  \Ja''b"'  _  ^l/a 

b' 


sla^b'        sja'ob''^ 

282.  On  élè^e  un  radical  à  une  puissance  en  éleuant  à 
cette  puissance  la  quantité  soumise  à  ce  radical.  Car 

\sja)  =\/a'X\/aX)/a...  =  sJay<ay<a..,  =  \Ja". 

Lorsque  l'indice  du  radical  est  divisible  par  V exposant 
de  la  puissance  à  laquelle  on  doit  élever  la  quantité  pro- 
posée, on  peut  effectuer  V opération  en  divisant  le  premier 
de  ces  deux  nombres  par  le  second.  Car,  d'après  la  règle 
ci-dessus  et  le  principe  du  n^  280, 

finn  \n  nin  m 

\slaj    =  sj"â''=  s/a. 

283.  On  extrait  la  racine  du  degré  m  d'une  quantité 
radicale  en  multipliant  l'indice  du  radical  par  le  degré  m 
de  la  racine  qu'on  veut  extraire  j  ou  en  extrayant ,  si  cela 
est  possible ,  la  racine  du  degré  m  de  la  quantité  soumise 
au  radical.  Ainsi  : 


'"/n  nui  'n  In  l. 

Sjsfa  —  sj'a,      et      \  \l a"'P  =  sJ^p  . 
En  eftèt,  d'après  les  règles  du  numéro  précédent ,  la  puis- 

nin  n  nui 

sance  du  degré  m  de  sja  est  sja:,  par  conséquent  sa  est  la 
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n 

racine  du  degré  m  de  ^a.  Pareillement,  la  puissance  /«""'"" 

Il  n  n  n 

de  s/aP  est  s/a"'P'^  donc  \aP  est  la  racine  du  degré  m  de  va'"^. 

Observations  sur  les  radicaux  considérés 
algébriquement . 

284.  Quand  on  considère  les  radicaux  dans  toute  la  gé- 
néralité que  l'algèbre  comporte ,  les  règles  que  nous  avons 
exposées  dans  les  numéros  précédents  peuvent  conduire  à 
des  résultats  inexacts. 


Soient,  par  exemple,  les  deux  radicaux  y' —  a  et  y/ —  a  , 
en  supposant  a  positif.  Si  l'on  applique  à  ces  radicaux  le 
principe  du  n^  280 ,  en  élevant  la  quantité  sous  le  radical 
au  carré,  et  en  multipliant  l'indice  par  2,  on  trouve 

4  4   :i 6    6 

y/— «  ~  y/(—  df  =:  \la\      si  —  a  =  S^l—  a)'  =  sj'a\ 

Or,  chacune  de  ces  égalités  est  inexacte  5  car,  dans  la  pre» 

4 

mière  égalité  sj —  a  =  y «^5  le  premier  membre  est  imagi- 
naire, tandis  que  le  second  membre  a  deux  valeurs  réelles. 


Dans  la  seconde  égalité  \/^a=  v«^,  le  premier  membre 
n'a  qu'une  seule  valeur  réelle  qui  est  négative,  tandis  que 
le  second  membre  a  deux  valeurs  réelles,  dont  l'une  est 
positive. 

A  la  vérité ,  si  l'on  se  reporte  à  ce  qui  a  été  dit  dans  le 
chapitre  ^11  sur  les  racines  quatrièmes  et  les  racines 
sixièmes  d'une  quantité,  on  voit  qu'en  considérant  les  radi- 

eaux  dans  toute  leur  généralité,  les  quatre  valeurs  de  \a^ 
comprennent  les  deux  valeurs  de  y/ — «,  et  les  six  valeurs 

6  3   

de  ya^  comprennent  les  trois  valeurs  de  y — a.  Mais  les 
égalités  ci-dessus  restent  toujours  inexactes,  puisque,  dans 
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chacune  d'eU^es ,  le  second  membre  admet  plus  de  valeurs 
que  le  premier. 

285.  En  appliquant  au  produit  ,de  \ — a  par  V^ — a  la 
règle  du  n"  278  ,  on  trouve 

s/— a  X  s/^^  =  v/(— ^)X(— «)  =  \/â'\ 

Or  s/a'^  admet  les  deux  déterminations  -\-  a  et  —  a-^  ce- 
pendant il  semble  que  le  produit  y^ —  ^  X  \/ —  a  étant 
le  carré  de  \/ — a,  on  ne  peut  admettre,  sans  se  contre- 
dire, que  ce  produit  soit  autre  chose  que  — a. 

Cette  contradiction  tient  à  ce  que  l'on  attribue  au  produit 
\ —  a  X  \/ —  a    une    signification   trop   restreinte ,    en  le 

confondant  mal  à  propos  avec  le  carré  de  y/ —  <ï.  En  effet , 
lorsque  l'on  prend  les  radicaux  dans  toute  leur  généralité ,  * 

v/ — a  admet  deux  déterminations  égales  et  dç  signes  con- 
traires ,    et    si    l'on    représente   ces   deux    déterminations 

par  -\-  a  et  —  a ,  le  produit  sj —  ^  X  v^ —  ^  admet  les 
quatre  déterminations -ha X-+- a,  -f-aX — a,  — aX+a, 

—  a  X  —  a  5  les  deux  dernières  déterminations  ne  diffèrent 
pas  des  deux  premières ,  et  celles-ci ,  qui  sont  4-a^  et  — a^, 
donnent  précisément  les  deux  valeurs  de  \/a^^  puisque, 
a    désignant    une    valeur    de    v^ —  a^  on  a  a^  =  —  a    et 

—  a^  =  -f-  a.  Mais  ,  lorsqu'il  s'agit  du  carré  de  y —  ^7  cha- 
cune des  déterminations  -f-  a  et  —  a  ne  devant  être  multi- 
pliée que  par  elle-même,  on  n'obtient  qu'un  résultat 
unique,  +  a^. 

Les  observations  que  nous  venons  de  faire  sur  le  produit 
V  —  a'xs/ — a,  s'appliquent  également  au  produit  sfa'x\a'^ 
d'après  la  règle  du  n*^  278 ,  ce  produit  s'exprime  pai^V""  ? 
or  \la"  admet  les  deux  valeurs  ~\-  a  ei  —  « ,  et  lorsque  Ton 
envisage  chacun  des  facteurs  du  produit  sa  X  V«  dans  toute 
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sa  généralité,  ce  produit  comporte  en  effet  les  deux  déter- 
minations -f-  a  et  —  rt  5  mais  si  l'on  doit  multiplier  seule- 
ment chacune  des  déterminations  de  sja  par  elle-même,  le 
produit  ne  peut  être  que  -f-  a. 

286.  Les  difficultés  que  l'on  rencontre  quand  on  consi- 
dère des  radicaux  imaginaires,  ou  lorsque,  les  radicaux 
admettant  des  valeurs  réelles ,  il  faut  avoir  égard  à  leurs 
valeurs  imaginaires,  tiennent  à  ce  que  les  déterminations 
imaginaires  sont  toutes  confondues  dans  l'expression  radi- 
cale, sans  qu'on  puisse  établir  entre  elles  aucune  distinc- 
tion. Ces  difficultés  disparaissent  lorsque  l'on  considère 
séparément  les  déterminations  imaginaires  des  radicaux 
exprimées  par  des  radicaux  réels  et  positifs  combinés  avec 

le  symbole  y/ —  i . 

Supposons,  par  exemple,  que  l'on  veuille  connaître  le 

produit  de  v' —  «  par  y/ —  b.  Si  l'on  représente  par  a. 
et  b  les  racines  carrées  positives  des  nombres  a  et  b,  les 

deux  déterminations  de  y^ — a  seront  -\-oi  sj — i  et  — a  \f^i , 
et  celles  de  y/ —  b  seront  H-  ê  y/ —  i  et  —  ê  y/ —  i .  En  mul- 
tipliant chacune  des  déterminations  du  premier  radical 
par  chacune  de  celles  du  second,  on  obtient  deux  produits 
différents ,  -\-  cx.'o  et  —  aê ,  qui  sont  précisément  les  deux 
valeurs  du  radical  ^ab.  Mais,  si  Ton  doit  multiplier 
seulement  -h  a  sj —  i    par  -\-  ê  \j —  i  ,  ou  —  a  sj —  i    par 

—  ê  sj —  I  ,  en  d'autres  termes ,  s'il  faut  ne  multiplier  entre 
elles  que  les  déterminations  des  radicaux  proposés  formées 

avec  une  même  détermination  de  Sj' —  i  ,  il  n'en  résulte 
qu'un  produit  unique ,  qui  est  —  aê. 

Examinons  encore  le  cas  où  l'on  aurait  à  multiplier  ^a 
par  sj —  I .  Désignons  par  H-  ê  et  —  o  les  deux  détermina- 


lions  de  y/ —  I  ,  el   par  ol   la   valeur  arithmétique  de   s/a. 
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Les  quatre  déterminations  de  y  a  seront  (n^  210) 
-t-a,      —a,       4-aXê,       — a  X  ê. 

En  multipliant  ces  quatre  déterminations  par  les  deux  dé- 
terminations de  s/ —  I ,  -f-  ê  et  —  o ,  on  obtient  quatre  pro- 
duits différents ,  savoir  : 

H-aXê,       ~aX6,       -haXê%      —  a  X  ê^ 


Or,  ê  étant  une  détermination  de  y —  i ,  on  a  d^  =  —  i , 
et,   par   suite,    +axê^  =  —  a,    — axè^  =  -\-  a.    Les 

4  _ 

quatre  expressions  résultantes  de  la  multiplication  de  s/a 
par  y/ —  I  ne  sont  donc  autre  chose  que  les  quatre  déter- 

4    _  4    _  4 

minations  de  ya;  de  sorte  que  l'on  a  y ^  X  y —  i  =  \a. 
Mais  il  est  essentiel  de  remarquer  que  cette  égalité  n'est 
exacte  qu'autant  que  Ton  attribue  aux  radicaux  toute  leur 
généralité  :  elle  offrirait  un  sens  absurde  si  l'on  ne  considé- 

4  _ 

rait  que  la  valeur  arithmétique  de  y«,  puisque  le  premier 
membre  serait  imaginaire,  tandis  que  le  second  membre 
serait  réel. 

287.  Dans  chacun  des  trois  derniers  exemples  ,  l'expres- 
sion du  produit  des  deux  radicaux  pris  dans  toute  leur  gé- 
néralité s'accorde  avec  les  règles  des  n°*  278  et  281 5  il  faut 

seulement  observer,  au  sujet  du  produit  de  \/a  par  y —  i , 
que,  si  l'on  réduisait  les  radicaux  au  même  indice  en  mul- 
tipliant entre  eux  les  deux  indices  4  et  2,  on  obtiendrait 
une  expression  fautive;   car   cette  expression,  qui  serait 

8  8_  8 

s/a^  X  V^i  ou  V^a%  comprendrait,  outre  les  valeurs  du  pro- 


duit proposé,  les  quatre  valeurs  de  V^ — a.  En  général, 
quand  les  radicaux  doivent  être  considérés  algébriquement, 
on  peut  toujours  suivre,  pour  la  multiplication  et  la  divi- 
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sion  des  radicaux  de  même  indice,  la  règle  du  n^  278^  et 
quand  les  indices  sont  différents ,  on  peut  appliquer  la 
règle  du  n"  281 ,  en  ayant  soin  de  ramener  les  radicaux  au 
plus  petit  indice  commiui.  Pour  former  la  n''""-''  puissance 
d'un  radical  du  degré  m,  il  faut  cliercher  le  plus  grand 
commun  diviseur  d  des  nombres  netm^  diviser  l'indice  m 
du  radical  par  d^  et  élever  la  quantité  qui  est  sous  le  radi- 
cal à  la  puissance  marquée  par  le  quotient  de  n  par  d. 
Enfin ,  pour  extraire  la  racine  n'"""^  d'un  radical  du  degré 
772,  il  faut,  dans  tous  les  cas,  multiplier  l'indice  m  par  n. 
On  peut  voir  la  démonstration  de  ces  différentes  règles  dans 
les  Leçons  d'algèbre  de  M.  Lefébure  de  Fourcy. 

Des  exposants  fractionnaires . 

288.  On  a  vu  que,  pour  extraire  la  racine  du  degré  n 
de  «'",  quand  l'exposant  m  est  divisible  par  n  ,  il  suffit  d'ef- 
fectuer la  division;  de  sorte  qu'en  représentant  le  quotient 
par  p^  la  racine  est  a^.  Par  analogie,  lorsque  la  division  ne 
peut  pas  se  faire  exactement ,  on  exprime  la  racine  en  indi- 

n 

quant  cette  division  ;  de  cette  manière  le  radical  sja'"-  se 

m 

trouve  remplacé  par  l'expression  a" . 

289.  Les  règles  qu'il  faut  appliquer  aux  exposants  frac- 
tionnaires se  déduisent  de  celles  qui  viennent  d'être  établies 
pour  les  radicaux.  En  considérant  successivement  la  multi- 
plication ,  la  division ,  la  formation  des  puissances  et  l'ex- 
traction des  racines ,  on  trouve  : 

m  p  n  q  nq  nq  nq 

n~'  yC^a^  z=.  sj a'"  X  sjaP  =  sja'^i  X  ^ (i-"p  =  \la'"i-^"P 

mq-hnp  m      p 

—  a    '"I     —  fi"^^i 
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m  p  II q nq^ nq  nq 

mq—up  m        p 


=  a    ''1     =z  a''      1 


mp 


a'')   =  Vs/tt"'/    =  s/a"'P  =  a  "/' 


V  rt«  :=r  V  \ja'' 


pii 


^a""  =  a^P  ; 


p 

m\1 


On  voit  par  les  résultats  qu'on  obtient  dans  ces  différentes 
opérations,  que  les  règles  relatives  aux  exposants  fraction- 
naires ne  diffèrent  point  de  celles  qu'il  faut  suivre  pour  les 
exposants  entiers. 

290.   Quand  p  est  fractionnaire,  l'expression  a~P  doit 

toujours  être  regardée  comme  équivalente  à  —  ;  la  raison  en 

est  la  même  que  celle  qu'on  a  donnée  dans  le  n"  80  au  sujet 
des  exposants  négatifs  entiers.  Cela  se  voit  aussi  en  remar- 

m 

quant  que  l'expression  a   "  peut  ê  tre  regardée  comme  pro- 

n  n  j 

venant  de  \la~"^^  et  que  v/a~'"  =  4 /—  =  - —  =  —  • 

Quant  aux  règles  qu'il  faut  suivre  par  rapport  aux  expo- 
sants fractionnaires  négatifs,  on  reconnaît,  de  la  même 
manière  que  dans  le  n^  81 ,  qu'elles  sont  encore  les  mêmes 
que  pour  les  exposants  positifs  (*). 


(*)  277.  «  Le  calcul  des  exposants   fractionnaires,  dit   Lacroix,  est  un 
»  (les  exemples  les  plus  remarquables  de  Pulilité  des  signes  lorsqu'ils  sont 
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291 .  Les  observations  que  nous  avons  présentées  sur  les 
différentes  significations  des  radicaux  s'étendent  aussi  aux 

m 

exposants  fractionnaires  :  ainsi,  puisque  l'expression  «"  est 

n 

équivalente  à  \a"\  elle  admet,  comme  cette  dernière  ex- 
pression, n  valeurs.  Mais  on  ne  considère  habituellement 
que  celle  de  ces  valeurs  que  nous  avons  désignée  sous  le 
nom  de  valeur  arithmétique ,  ce  qui  exige  que  la  quantité  a 
soit  positive^  et  ce  que  nous  venons  de  dire  au  sujet  des 
règles  relatives  aux  exposants  fractionnaires  ne  doit  être 

m  iiip 

entendu  que  dans  ce  sens.  On  a  ainsi  a"  =  a"^,  puisque  les 

n  up 

radicaux  s/a"^  et  v<2'"p  ont  la  même  valeur  arithmétique j 
mais ,  lorsqu'on  doit  avoir  égard  à  toutes  les  déterminations 
des  expressions  irrationnelles ,  l'égalité  ci-dessus  cesse  d'être 
exacte. 

Des  équations  exponentielles. 

292.  Au  moyen  des  exposants  fractionnaires  positifs  et 
négatifs ,  on  peut  considérer  tous  les  nombres  comme  étant 
des  puissances  d'un  même  nombre  donné ,  positif  et  diffé- 
rent de  l'unité.  Pour  justifier  cette  proposition ,  désignons 
par  a  un  nombre  positif  que  nous  supposerons  d'abord  plus 
grand  que  i . 

Si  l'on  forme  les  puissances  successives  «<>  ou  i  ,  a^,  «^, 
âj^,  etc.,  on  obtiendra  une  suite  de  nombres  qui  croîtront 


))  bien  choisis.  L'analogie  qui  règne  entre  les  exposants  fractionnaires  et 
»  ceux  qui  sont  entiers,  rend  les  règles  qu'il  faut  suivre  dans  le  calcul  de 
»  ceux-ci  applicables  à  celui  des  autres,  tandis  qu'il  faut  des  règles  parti- 
»  culières  pour  le  calcul  des  radicaux,  parce  que  le  signe  \/  qui  les  exprime 
»  n'a  aucune  liaison  avec  l'opération  qui  les  engendre.  Plus  on  avance  dans 
»  l'algèbre,  plus  on  reconnaît  les  nombreux  avantages  qu'a  produits  dans 
»  cette  science  la  notation  des  exposants  imaginée  par  Descaries.  » 
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de  manière   à    pouvoir    s'élever  au  delà   de   toute   limÎK 

(n«227). 

Représentons  par  —   une  fraction  quelconque  ^   m  et  n 
désignant  des  nombres  entiers  jJositifs.  La  valeur  de  l'ex- 

m 

pression  a"  sera  plus  grande  que  i  ;  car  cette  expression  est 

n 

équivalente  à  \/a'"  :  or,  a  étant  un  nombre  plus  grand  que  i 
a'"  sera  aussi  un  nombre  plus  grand  que  i ,  par  conséquent 

n 

si  a'"  ne  pourra  être  qu'un  nombre  plus  grand  que  i .  De 

m 

plus,  la  valeur  de  l'expression  a"  sera  d'autant  plus  grande 
que  l'exposant  sera  plus  grand;  car,  en  désignantpar  a  et  ê  deux 
exposants  positifs  quelconques,  on  aura  a^"^^  =  «"  X  «^  : 
or,  a  étant  plus  grand  que  i ,  le  produit  a^  X  a  sera  plus 
grand  que  a' . 

Posons  maintenant  ê  =  -?  ji  étant  un  nombre  entier,  il 

n 

viendra  a'^'^^  —  a'^  =  a'''\oJ'  —  i  )  =  a""  \^V^  —  i  )  5  or  on  a 
vu  que  Ton  peut  toujours  donner  au  nombre  n  une  valeur 

n 

assez  grande  pour  que  ya  diffère  aussi  peu  qu'on  le  veut 
de  I  (n"  229)  ;  on  pourra  donc  faire  prendre  au  nombre  S 

une  valeur  assez  petite  pour  que  la  différence  a*~*~  —  a^ 
soit  aussi  petite  que  l'on  voudra. 

Il  suit  de  ces  explications  que,  si  l'on  désigne  par  x  cXj 
deux  quantités  variables,  et  si  l'on  pose  l'équation 

7  =  «^, 

en  donnant  à  x  une  suite  de  valeurs  très-rapprochées  les 
unes  des  autres,  depuis  o  jusqu'à  -f-  00  ,  on  obtiendra  pour 
j  une  suite  de  valeurs  très-rapprochées  les  unes  des  autres  ^ 
de  sorte  que ,  si  x  croissait  d'une  manière  continue  depuis  o 
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jusqu'à  H-  00  ,  I    passerait  par   tous  les   étals  de  grandeur 
depuis  I  jusqu'à  -\-  oo  . 

Concevons  que  Ton  donne  à  x  des  valeurs  négatives  ^  à  cet 
efiet,  posons  x=  —  x'.  L'équation  ci-dessus  deviendra 


I 

ou       V  =  — ,'^ 


et  puisqu'en  faisant  passer  x'  par  tous  les  états  de  grandeur 
depuis  zéro  jusqu'à  4-  oo  ,  on  pourra  obtenir  pour  a"'  tous 

les  nombres  depuis  i  jusqu'à  Finfini ,  on  trouvera  pour  —  > 

ou  j  ,  tous  les  nombres  depuis   i  jusqu'à  —  ou  zéro. 

Supposons  actuellement  que  a  soit  un  nombre  plus  petit 
que  I.  Représentons  ce  nombre  par  ji  b  sera  un  nombre 
plus  grand  que  i  ,  et  l'équation  y  =  a^  se  changera  dans  la 


suivante  : 


i\^  ï 


En  faisant  passer  x  par  tous  les  états  de  grandeur,  depuis 
zéro  jusqu'à  -}-  oo  ,  on  obtiendra  pour  h""  tous  les  nombres 
depuis  1  jusqu'à  -f-  co  ^  par  conséquent  on  aura  pour  j/^  tous 
les  nombres  depuis  i  jusqu'à  zéro.  Si  l'on  fait  ensuite  pas- 
ser X  par  tous  les  états  de  grandeur  depuis  zéro  jusqu'à 
—  oo  ,  il  en  résultera  pour  b^  toutes  les  valeurs  depuis  i 
jusqu'à  zéro,  par  conséquent  on  trouvera  pour  y  tous  les 
nombres  depuis  i  jusqu'à  Tinlini. 

On  conclut  de  tout  ce  qui  précède,  ^a'  en  formant  toutes 
les  puissances  d'un  nombre  quelconque  positif j,  plus  grand 
ou  plus  petit  que  i  ,  on  peut  reproduire  tous  les  nombres. 

293.  Supposons  que  dans  l'équation  «'  ^=-  Ji  1^  valeur 
de  y  soit  donnée,  et  désignons-la  par  b\  de  sorte  que  l'on 
devra  avoir  a"  =  b , 

5^  édit.  2o 
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Pour  monlrcr  comment  on  pourra  calculer  la  valeur  dex. 
considérons  d'abord  le  cas  où  l'on  a  «  >  i  et  Z>  ^  i .  Si  l'on 
met  à  la  place  de  x  les  nombres  entiers  o,  i,  2,  3,  etc.,  on 
parviendra  à  deux  nombres  consécutifs  Ji,  n-\-i  [71  pouvant 
être  zéro)  qui  seront  tels,  que  l'on  aura  a"  <^  h  et  ri"+^  >^^- 
On  devra  en  conclure  que  la  valeur  de  x  est  comprise  entre 

7^  et  71  4-  I  ;  de  sorte  que,  si  l'on  pose  x  :=  Ji  -\-  -•>  j  sera 

un  nombre  plus  grand  que  i . 

L'équation  proposée  se  changera  alors  dans  celle-ci  : 

a     y  =2  h ,    ou    a"  X  nJ  =  0  ;   d'où  (û  zz=  —  5    n  =  [—]   • 

Le  quotient  de  h  par  a"  étant  compris  entre  i  et  a,  on 
pourra  déterminer  la  valeur  entière  approchée  de  y  en 
remplaçant  successivement  j^  par  les  nombres  2,3,  etc.  En 
continuant  de  la  même  manière ,  on  obtiendra  la  valeur  de  x 
exprimée  en  fraction  continue. 
Soit,  par  exemple,  l'équation 

10"^=:  2. 
Comme  on  voil  immédiatement  que  la  valeur  de  x  est  com- 
prise entre  o  et  1  ,  on  pose  .r  =  -;  l'équation  ci-dessus  de- 

vient  alors  10'  =  2,  d'où  10  =1:  2' .  Les  puissances  succes- 
sives de  2  étant  2,  4?   8,  16,  la  valeur  de  y  est  comprise 

entre  3  et  4?  on  a  donc  j- =z  3  H En  substituant  cette 

valeur  dej^  dans  l'équation  10  =  2%  on  trouve 

1  I 

2       '  rrr   I  o  ,        OU       2  '  X  2*'  =r   I  O  ; 

d'où  l'on  conclut 

2^  =  -rr-  =   1,2.5,        et       (l,25)'—  2. 
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En  formant  les  puissances  successives  de  i  ,2.5  ,  on  voit  que 
le  nombre  2  est  compris  entre  (i,25)^  et  (i,25)'%  de  sorte 

que  Fou  a   ^  =  3  H — ;  et  en  substituant  cette  valeur  de  z 

dans  la  dernière  équation  ci-dessus,  on  trouve 


1 

,3-f-  — 


(l,25)       «  =  2, 

d'où  Toù  conclut 

I 
(''^^)'~~  774^3 '^"  ^'^^4,     et     (1,024)"  =1,25. 

On  reconnaît  par  la  dernière  équation,  que  la  valeur  de  u 
est  comprise  entre  9  et  to  ,  de  sorte  que  m  =:  9  H —  ;  etc. 
Il  résulte  de  ces  calculs ,  que  l'on  a 


X 


V- 


9-+- etc. 


En  calculant  la  quatrième  réduite  de  cette  fraction  conti- 

28 
nue,  on  obtient  pour  la  valeur  approchée  de  x  la  fraction  — • 

Cette  valeur  est  trop  forte  ^  mais  l'erreur  est  moindre  que 

ou-^(n°250). 


93  X  Jo3        9579 

Supposons  maintenant  que,  dans  l'équation  <2^=  Z>,  on 
ait  a^  I  et  h<^i.  La  valeur  de  x  devra  être  négative 
(n°  292) ,  et  si  l'on  pose  x  =  — y,  l'équation  deviendra 

a~^  z=z  b  .     ou     —  =z  ^ ,      d'où     <?/  ==  —• 

/;  étant  moindre  que  l'unité,  j  sera  un  nombre  plus  grand 

que  13  ainsi  l'on  sera  ramené  au  cas  précédent. 

Si  l'on  a  a  <^i  et  /;  ^  i  ,   la   valeui'  de  x  devra  encore 

20. 
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élvc.  iiégalive;  et  en  posant  .r  =  — y^  on  aura  l'équation 

«-•'  =  0  ,      ou     —  =  ^  ,      d'où        -  )  =1^  (^. 
Comme  -  sera  plus  grand  que  i  ,  on  sera  encore  ramené  au 


premier  cas. 

Enfin  ,  si  Ton  a  «  <I  i  et  Z>  <;  i  ,  on  pourra  écrire  l'équa- 
tion (le  cette  manière  : 


Comme  -  et  y   seront  des  nombres  plus  grands  crue  i  ,  on 

no  1  <j  i     ■      ' 

sera  encore  ramené  au  premier  cas. 

On  donne  aux  équations  que  nous  venons  de  considérer, 
vi  en  général  à  toutes  celles  où  les  inconnues  entrent  dans 
les  exposants,  le  nom  d'équations  exponentielles. 

294.  (cherchons  quelles  sont  les  conditions  nécessaires 
pour  que  la  valeur  de  x  qui  ^^^érifie  l'équation  a^  =  b  soit 
commensurable. 

Supposons  que  a  soit  un  nombre  entier,  et  b  une  quan- 
tité commensurable  plus  grande  que  i.  La  valeur  de  x 
devra  être  positive ,  et  si  elle  est  commensurable,  elle  pourra 

être  exprimée  par  —  ^   ni  et  n  étant  des   nombres   entiers. 


m 

n 

m 


En  remplaçant  x  dans  l'équation  par  —,  on  a 

tu 

a"  =  ù,      d'où     a'"  =  b". 

On  voit,  par  la  seconde  égalité,  que  b  doit  être  un  nombre 
entier;  car,  s'il  était  fractionnaire,  b"  serait  aussi  frac- 
tionnaire, et  l'égalité  n  aurait  pas  lieu,  puisqu(>  a'"  est  un 
nombre  eutiej\  On  voit,  de  plus,  que  a  et  b  doivent  être 
composés  des  mêmes  facteurs  premiers;   car  tout  facteur 


n  ~  p~  q 
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premier  qui  divise  a  divise  aussi  <2"',  par  conséquent  il  doit 
diviser  h'\  ce  qui  e^xige  qu'il  divise  h  (n"  216)  :  parla  même 
raison  ,  tout  facteur  premier  de  h  doit  diviser  a. 

Supposons  arzra^ê'/,  et  />  =  a' d%  a  et   ê   désignant  les 
facteurs  premiers  de  «  et  de  ^  ^  l'égalité  «'"  =  ^"  deviendra 

or,  pour  que  cette*  dernière  égalité  existe,  il  faut  que  Ton 
ait  mp  =:i  iij\  rriq  =  ns ^  d'où 

Ainsi ,  pour  que  la  Daleur  de  x  soit  commensurable ,  il 
faut  que  b  soit  un  nombre  entier,  que  les  facteurs  premiers 
de  b  soient  les  mêmes  que  ceux  de  a^  et  que  les  exposants 
de  ces  facteurs  dans  b  soient  proportionnels  aux  expo- 
sants des  mêmes  facteurs  dans  a. 

Ces    conditions    sont    suffisantes,    car,    en    supposant 

r        s 
a  =  a''c'',  h  =  ol''o%  -  =  -,  on  trouve 

P       7 

ni'  z=  a'"  X  ^P  =  a'ê'  =:  b. 

Si  h  était  une  quantité  plus  petite  que  i ,  la  valeur  de  x 
serait  négative-,  en  la  supposant  commensurable,  on  pour-- 

rail  la  représenter  par ^  et  1  on  aurait 


n    "  =  b,      d'où      b"  =z  — 

a" 


D'après  la  dernière  égalité,  il  faut  que  b  soit  une  fraction 
telle  que,  si  on  la  réduit  à  ses  moindres  termes,  elle  ait 
pour  numérateur  runilé  et  pour  dénominateur  un  nombre 
dont  la  puissance  n"""''  soit  égale  à  a"\  Par  conséquent,  si 
l'on  suppose,  comme  précédemment,  a  =  aPê"^,  il  faut  que 

I  on  ait  o  =  — —  et  -  =  -• 

a'  S^  p         q 

Lorsque  Ton  a  «  =:  i  o ,  et  A^  i  ,  les  conditions  précé- 
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dénies  devienneiU  h  =  2'  5',  et  /•  =  .9,  d'oiiZ>  =  10' -,  quand  b 

est  plus  petit  que  l'unité,  on  doit  avoir  b  =    ^        et  /==  5, 

d'où  b  =  — -  • 
10' 

II  suit  de  là  que,  dans  le  cas  de  a=  10,  la  valeur  de  x 
n'est  commensurable  qu'autant  qu'elle  est  un  nombre 
entier. 

On  pourrait  aussi  chercher  les  conditions  nécessaires 
pour  que  la  valeur  de  x  fût  commensurable,  en  supposant  a 
un  nombre  fractionnaire,  et  b  étant  toujours  une  quantité 
commensurable 5  mais  cette  recherche  est  sans  intérêt,  et 
elle  n'oiVre  d'ailleurs  aucune  difficulté. 

Propriétés  générales  des  logarithmes. 

295.  Lorsque  l'on  considère  tous  les  nombres  comme 
étant  produits  par  les  diverses  puissances  d'un  nombre 
constant,  les  exposants  de  ces  puissances  prennent  le  nom 
de  logarithmes.  Ainsi ,  daits  l'équation  y  =  a^  («  étant  un 
nombre  positif  quelconque) ,  cha([ue  valeur  de  x  est  le  loga- 
rithme de  la  valeur  correspondante  de  j  ,  ce  qu'on  exprime 
ainsi  :  x  =  log^'"* 

Le  nombre  constant  au  moyen  duquel  on  calcule  un  sys- 
tème de  logarithmes,  est  la  base  de  ce  système. 

296.  Soient  j  ,  y',  j".)  etc.,  des  nombres  quelconques, 
et  .r,  .t\  x" .,  etc.,  les  logarithmes  de  ces  nombres  dans  le 
système  dont  la  base  est  a\  on  aura 

y  =  a%     y'  =  n'\      >''--«'",  etc. 
On  conclut  de  là  ,  d'après  les  règles  relatives  aux  exposants, 

m  X 

/y*  

yy  'y  "  =z  a'^'''-^'=" ,      "—  =  a'   ■^' ,    y  '"  —  rt'"*,       V V  =  ^'"  J 
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(loiK 


loiï  )  >   r 


r 


X 


m  f 

par  c'on:jé(|iiont 

'"  I 

log  r'"  —  ///  X  log  > ,      lt)g  V  >  —  — ^^. 

l.cs  quatre  dornières  égalités  fournissent  les  règles 
ri-après  ': 

i".  Le  logarithme  cVuii  produit  est  égal  à  la  somme  des 
logarithmes  des  facteurs  j 

2'\  Le  logarithme  du  quotient  de  deux  nombres  est 
égal  au  logai'iîhme  du  dividende ,  diminué  de  celui  du 
dii^iseur^ 

3°.  Le  logarithme  d'une  puissance  d'un  Jiond)je  est 
égal  au  logarithme  de  ce  nombre ,  multiplié  par  le  degré 
de  la  puissance  j 

4".  Le  logarithme  d'une  racine  d'un  nombre  est  égal 
au  logarithme  de  ce  nombre,  diuisé  par  le  degré  de  la 
racine. 

11  résulte ,  de  la  seconde  règle ,  que  le  logarithme  d'une 
jraction  est  égal  au  logarithme  du  numérateur,  diminué 
du  logarithme  du  dé/ioniinateur. 

Et,  d'après  les  deux  premières  règles,  le  logcuithme  du 
quatrième  terme  d\ine  proportion  est  égal  ii  la  somme  des 
logarithmes  des  deux  moyens,  diminuée  du  logarithme  du 
premier  terme. 

^07.   Quand   on   a  iornié  un  système  de  logarithmes,    il 
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est  facile  de  passer  de  ce  système  à  un  autre.  En  effet ,  dési- 
gnons par  a  la  base  du  premier  système ,  par  h  celle  du 
second  système ,  et  par  x  le  logarithme  d'un  nombre  n  dans 
le  système  doni  la  base  est  b'^  on  devra  avoir 


En  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres  de  cette  équa- 
tion ,  dans  le  système  dont  la  base  est  a,  on  trouve 

j?  X  log  ^  =  log  n ,      d'où     jo  —  ,-^  —  k^g  n  X  -. j  ■ 

^  ^  log6>  log  t> 

Donc,  pour  obtenir  les  logarithmes  de  tous  les  nombres 
par  rapport  à  la  nouvelle  base  b  ,  il  sujjit  de  multiplier  les 
logarithmes  des  mêmes  nombres ,  dans  le  système  dont  la 

hase  est  a,  par  la  quantité  constante  - — 7-7  le  logarithme 

désigné  par  log  b  étant  pris  dans  la  base  a. 

298.  On  déduit  dç  la  définition  des  logarithmes  ,  et  de  ee 
qui  a  été  dit  dans  le  n°  292,  que,  i*^  dans  tout  système , 
le  logarithme  de  la  base  est  V unité,  et  le  logarithme  de 
Vunité  est  zéro  j  2^  lorsque  la  hase  est  un  nombre  plus 
grand  que  Vunité,  les  logarithmes  des  nombres  plus 
grands  que  Vunité  sont  positifs,  les  logarithmes  des  nom- 
bres plus  petits  que  Vunité  sont  négatifs,  et  le  logarithme 
de  zéro  est  —  00  ^  3°  lorsque  la  base  est  moindre  que  Vu- 
nité, les  logarithmes  des  nombres  plus  grands  que  Vunité 
sont  négatifs,  ceux  des  nombres  plus  petits  que  Vunité 
sont  positifs,  et  le  logarithme  de  zéro  est  -h  00  . 

299.  Comme  les  logarithmes  ne  sont  ordinairement  em- 
ployés que  pour  abréger  les  calculs  numériques ,  on  ne  con- 
sidère que  les  logarithmes  des   nombres   positifs,  et  Ton 
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suppose  toujours  que  la  base  est  un  nombre  posilii.    Les 
nombres  négatifs  n'ont  pas  de  logarithmes  {*). 

300.  On  peut  faire  usage  des  logarithmes  toutes  les  fois 
qu'il  s'agit  de  résoudre  une  équation  dans  laquelle  1  in- 
connue est  en  exposant.    Ainsi,  de  l'équation  a^^  h  on 

<mm  lOC    b 

lire,  comme  on  l'a  vu  dans  le  n"  297 ,  x  ==  t-^ — 

log  n 

Si  l'on  a  à  résoudre  l'équation  a''^  =  c ,  on  posera  /> '  ==-  >  ; 

il  viendra  a'=  c.  d'où  y  =  ,-^^  :  et  en  mettant  la  valeuf 

logrt  ' 

de  Y  dans  l'équation  Z)'=  r*.  on  en  conclura 

^  _  log  (log  6-)  —  log;iogr/j 
log  b 
Soit  encore  l'équation 

^X-i-2. __    f. 


n' 


En  posant  a'  =  z  ,  il  vient 

nb 
a-z  —  —  =  c,      ou      a-z-  —  cz  ■=z  au. 

z 

La  dernière  équation  fait  connaître  la  valeur  de  z  ;  et  si 
cette  inconnue  admet  une  valeur  positive,  on  obtient  la 
valeur  correspondante  de  x  en  appliquant  à  l'équation 
a'  =  z  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus. 

301 .  Dans  les  Traités  d'arithmétique ,  on  déduit  la  théo- 
rie des  logarithmes  de  celle  des  progressions.  K  cet  effet , 
on  conçoit  une  progression  par  quotient  dont  le  premier 
terme  est  i  ,  et  dont  la  raison  est  une  quantité  très-peu 
dillérente  de  l'unité^  afin  que  les  termes  croissent  par  des 


;  "  )  Plusieurs  géomètres  ont  pensé  qu''en  raison  des  valeurs  aljjcbriques 
dis  radicaux,  on  devrait  admettre  que  les  nombres  négatifs  peuvent  avoir 
dcb  logarithmes;  mais  rcxamen  de  ces  diflicultés  serait  tout  à  fait  déplacé- 
dans  un  Traité  clénioiUaire. 
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degrés  presqucinsensibles  ^  de  soi  le  que  la  progression  peut 
être  regardée  comme  renfermant  tous  les  nombres.  On 
prend  en  même  lemps  une  progression  par  diUerence  ayant 
pour  premier  terme  zéro,  et  dont  la  raison  est  une  quan- 
tité très-petite.  En  supposant  ces  deux  progressions  écri tes 
de  manière  que  les  termes  de  la  seconde  soient  placés  res- 
pectivement au-dessous  de  ceux  de  la  première ,  le  tei  me  o 
de  la  progression  par  dillérence  correspondant  au  terme  i 
de  la  progression  par  quotient,  chaque  terme  de  la  progres- 
sion par  diiïérence  est  ce  qu'on  appeilc  le  logarithme  du 
terme  correspondant  de  F  autre  progression. 

Les  logarithmes  formés  de  cette  manière  sont  toujours  les 
exposants  des  puissances  auxquelles  il  faut  élever  un  nombre 
constant,  pour  reproduire  les  nombres  auxquels  les  loga- 
rithmes appartiennent. 

Pour  le  démontrer,  désignons  par  q  une  quantité  qui 
pourra  être  supposée  aussi  voisine  de  1  unité  qu'on  le  vou- 
dra, par  d  une  quantité  très-petite,  et  considérons  les  deux 
progressions 


cr  : 

7  '  '' 

<r  : 

'•  • 

:  7  ; 

:  7'^  : 

V  •  • 

•  7 

3r/. 

—  1d. 

—  d 

o 

.  d  . 

2  d  . 

3d 

Si  l'on  pose  nid=  i  et  </'"  =  a,  d'où  q  =i  a'"  =^  «',  la  pro- 
gression par  quotient  pourra  s'écrire  comme  il  suit  : 


f--''^  :  n^''^  :  rt-"^  :  i  :  a'^  :  a"^  :  n^'^. 


On  voit  donc  que  les  termes  de  cette  progression  sont  les 
valeurs  qu'on  obtiendra  pour  j  ,  en  posant  l'équation  y=a-^\i 
et  remplaçant  successivement  j:  par  les  dillérents  termes  d(; 
la  progression  par  différence. 

302.  Les  logarithmes  ont  été  inventés  par  jNépeu,  sa- 
vant l'.cossais  5  et  c'est  par  les  propriétés  des  progressions 
([u'il  y  ("ni  (onduiî.  Il  a^ait  <''lé  ain<*né  à  cousidcMci  un  sys- 
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tème  particulier  de  logarithmes  qui  a  reçu  le  nom  de  sjs~ 
tèine  népérien,  et  dont  la  base  est  le  nombre  que  nous 
avons  désigné  par  e  (n^  238).  Les  logarithmes  népériens 
sont  aussi  appelés  logarilhiiies  hyperboliques,  parce  qu'ils 
mesurent  les  parties  de  l'aire  comprise  entre  une  hyperbole 
équilatère  et  ses  asymptotes.  Les  logarithmes  dont  on  fait 
habituellement  usage  dans  les  calculs  ont  pour  base  lo^  on 
les  nomme  logarithmes  'vulgaires,  et  aussi  logarithmes 
de  Briggs,  parce  que  ce  fut  Briggs  qui  publia  les  premières 
Tables  de  logarithmes  calculées  pour  cette  base. 

Dans  les  parties  élevées  des  mathématiques,  on  emploie 
fréquemment  les  logarithmes  népériens,  et  on  rapporte; 
tous  les  systèmes  de  logarithmes  au  système  népérien.  On 
appelle  alors  module  d'un  système  de  logarithmes ,  la  quan- 
tité constante  par  laquelle  il  faut  multiplier  les  logarithmes 
népériens,  pour  obtenir  ceux  du  système  désigné.  D'après 
ce  qu'on  a  vu  dans  le  n"  297,  en  indiquant  par  la  le  loga- 
rithme népérien  du  nombre  «,  le  module  des  logarithmes 

dont  la  base  a  est  —  •  Ce  module  est  aussi  le  logarithme  du 
In 

nombre  e  par  rapport  à  la  base  a-^  car,  en  exprimant  par 

l'abréviation  log  les  logarithmes  calculés  pour  celte  base, 

on  a  loge  =  leX—  ou  loge  ==  —->  puisque  /e  =  i  (*). 


(*)  Le  module  7—?  ou  loge,  est  la  limite  vers  laquelle  convci-gc  le  rap" 
la 

lOfï  (  I    H-  /i)  ,  r^  n- 

port  —^^-^-j -■)  quand  h  converge  vers  zéro,  hjti  ellet , 

lon'^'i  ~h  h)  7; 

i 

Si  Ton  pose  h  —  -  -,  Texpression  (i  -h  h)    devient     i  -h  -      •   Or,  en   sup-. 

m  y  ni/ 

posant  que  m  soit  un   nombre  entier,  et  en  développant  (  i -|- -- )     parla 
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Des  logarithmes  dont  la  hase  est   lo.  —  T^sa^e  des 

Tables. 

303.  Lorsque  l'on  prend  lo  pour  base  des  logarithmes, 
les  logarithmes  des  nombres  lo,  loo  looo.  loooo,  etc.. 
sont  les  nombres  naturels  i  ,  2,  3  ,  4?  etc. 

Les  logarithmes  des  nombres  qui  ne  sont  pas  des  puis- 
sances exactes  de  10  ne  peuvent  être  obtenus  que  par  ap- 
proximation (n"  294).  On  exprime  les  valeurs  approchées 
de  ces  logarithmes  en  décimales. 

La  partie  entière  du  logarithme  d'un  nombre  plus  grand 
que  l'unité  contient  autant  d'unités  moins  une  quil y  a 
de  chiffres  dans  la  partie  entière  de  ce  nombre.  Car  un 
nombre  dont  la  partie  entière  a  n  chilires .  est  compris  entre 
io"~*  et  10";  par  conséquent  son  logarithme  est  compris 
entre  n  —  i  et  n\  il  est  donc  composé  de  n  —  i  unités  et 
d  une  partie  décimale  moindre  que  1  unité. 


foiniiilo  du  binôme,  qui  sera  démontrée  dans  le  chapitre  suivant,  on  liouve 
/  1  \"'  m        m  [m  —  i      i  m  (m  —  i''.  [iv  —  2}    i 


w/  m  I  .J         ;;?-  i    1   j  m 

m  (m  —  I  ; . .  .  '.m  —  «  -i-  1  ^     1 

H ^^ ^ i ^  etc. 

1.1!..    n  w" 

Oi:  peut  écrir»^  ainsi  celle  formule: 

f,^  iV"=  ,-.,  ^-^  (■  -i)  ^  -:-:,(,-  i)   (,-i^)  +.. 
\  nij  i  .-2  \  m)  I    2.1   \  /?//    \  /"/ 

^ ' Ix-L\...Ik-  'LZl£\.^  etc. 

I    2 .      Il  \  m  '  \  m     J 

Lorsque  m  devient  infini ,  le  second  membre  de  la  dernière  égalité  se  re- 
<lult  à  la  série  que  nous  avons  considérée  dans  le  n"  238,  et  dont  la  somme 
et-t  le  nombre  c.  On  a  donc,  pour  dos  valeurs  de  m  qui  croissent  indéfini- 
ment ,  liintie  de  il  -i )    ;=  <";  el  |;ar  consoq  tient ,  pour  «les  valeurs  de  h  qui 

di  croissent  ju.squ'à  zéro, //;»//irf<' (i-t-A;    ='■;  Imiile  de  \()z{\-\-h)   =:\ofj;e. 
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Celte  propriété  a  fait  (Ioiiikm-  à  la  partie  entière  d'un 
logarithme  le  nom  de  caratéristique. 

304.  On  ne  trouve  dans  les  Tables  que  les  logarithmes 
des  nombres  entiers  :  pour  obtenir  celui  d'une  fraction,  il 
faut  appliquer  la  règle  qui  a  été  énoncée  dans  le  n"296. 
Lorsque  la  fraction  proposée  est  plus  petite  que  l'unité,  on 
peut  exprimer  son  logarithme,  cjui  est  négatif,  de  manière 
que  la  partie  décimale  reste  positive.  Pour  cela,  on  ajoute, 
par  la  pensée,  au  logarithme  du  numérateur,  assez  d'uni- 
tés pour  qu'on  puisse  en  retrancher  le  logarithme  du  déno- 
minateur, et  l'on  diminue  la  partie  entière  du  reste  du 
même  nombre  d'unités.  Par  exemple,  si  le  logarithme  du 
numérateur  est  1,349  586  2,  et  celui  du  dénominateur 
3,584  276  I  ,  on  retranche  le  second  logarithme  du  pre- 
mier, comme  si  celui-ci  avait  pour  caractéristique  4  ,  ce  qui 
donne  0,765  3io  i  •  et  coijime  ce  reste  doit  être  diminué 
de  3  ,  on  écri  t 

3,765  3io  I. 

Le  signe  —  se  place  au-dessus  de  la  caractéristique ,  pour 
montrer  qu'il  n'atï'ecte  cjue  cette  caractéristique. 

Si  Ton  voulait  changer  l'expression  3,765  3io  i  en  une 
autre  équivalente  entièrement  négative,  on  remarquerait 
que 

3,765310  I  =  —  3  H-  0,765  3io  I  =—  2  —  (i  —  0,765310  i) 

--  —  2,2346899. 

C^nte  transformation  se  réduit  à  diminuer  de  i  la  valeur 
absolue  de  la  caractéristique,  et  à  retrancher  le  premier 
chiffre  significatif  à  droite  de  la  partie  décimale  de  10  et 
les  autres  chiffres  décimaux- de  9. 

Pour  ramener  un  logarithme  qui  est  entièrement  négatif 
à  une  expression  dont  la  partie  décimale  soit  positive,  il 
faut  opérer   sur  la  partie  décimale   du   logarithme   négatif 
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comme  dans  le  cas  précédent,  et  augmenter  la  caracléris- 

lique  de  i  5  c^r 

—  2,234  6899=::  —  2  —  0,2346899  =  —  3  4-  (1  —  0,2346899) 

=:  3,765310  1 . 

Si  le  logarithme  3,765  3 101  doit  être  multiplié  par  un 
nombre  entier,  par  exemple  par  4i  le  produit  sera 

—  3x4  +  0,7653101x4     ^1'     9,061  2404. 

Lorsqu'un  logarithme,  formé  d'une  caractéristique  néga- 
tive et  d'une  partie  décimale  positive,  doit  être  divisé  par 
un  nombre  entier,  il  faut  prendre  le  quotient  de  la  division 
de  la  caractéristique  de  manière  que  le  reste  soit  positif. 

Par  exemple,  soit  7,329  564  ^  ^  diviser  par  3  :  le  quotient 
de  —  7  par  3  est  —  2  avec  le  reste  —  i ,  ou  —  3  avec  le 
reste  -t-  2;  on  prend  — 3,  et,  en  continuant  l'opération, 
on  trouve  pour  résultat  3,776  52 1  4. 

30o.  D'après  les  principes  qui  ont  été  établis  dans  le 
n"296,  on  a 

log  (A  X  1  o")  1=  log  A  -i-  log  I  o"  =z  log  A  --t-  w , 
—  I  =z  lo"  A  —  loiif  J  o"  =:i  loi;  A  —  n. 

lO'V  &  &  & 

Ainsi ,  le  logarillune  du  produit  ou  du  quotient  d'un 
nonihre  par  une  puissance  entière  de  10,  est  égal  au  lo- 
garitliine  de  ce  nonihre,  augmenté  ou  diminué  d^autant 
{V unités  quil  y  en  a  dans  V exposant  de  la  puissance 
de  10. 

Il  suit  de  là  que  le  logarithme  d'un  nombre  décimal  plus 
grand  que  V  unité  ^  et  le  logarithme  d'un  nombre  décimal 
plus  petit  que  r unité ^  quand  la  caractéristique  seule  est 
négati^^e ,  ont  la  même  partie  décmiale  que  le  logarithme 
du  Jiombj'e  e7itier  qui  résulte   de   la   suppression   de   la 

'iu'rs'ule, 

o 


CHAPITRE  DIXIÈME.  3u| 

(Jii  peut  facilement  connaître,  à  rinspection  d'un  nombre 

décimal  plus  petit  que  l'unité,  quelle  est  la  caractéristique 

de  son  logarithme.  En  elï'et,  si  Ton  désigne  par/.»  le  nombre 

des  zéros  qui  se  trouvent  entre  la  virgule  et  le  premier  chifFre 

significatif,  le  nombre  proposé  sera  plus  petit  que  —  et 

plus  grand  que  — :^^  ;  par  conséquent,  son  logarithme  sera 

compris  entre  — p  et  —  [p  -\-  i)  :  ce  logarithme  sera  donc 
égal  à  —  (/7  -f-  i)  avec  une  partie  décimale  positive,  ou  à 
—  p  avec  une  partie  décimale  négative.  Ainsi  : 

i".  Quand  la  pairie  décimale  du  logarithme  d'un  nom- 
bre décimal  plus  petit  que  l'unité  est  positive,  la  caracté- 
ristique est  égale  au  nombre  qui  marque  le  rang  du  pre- 
mier  chiffi^e  significatif  à  droite  de  la  virgule  dans  le 
nondire  proposé  j 

i^\  Qiiand  le  logaritlmie  est  entièrement  négatif,  la 
caractéristique  est  inférieure  d'une  unité  au  rang  du  pre- 
mier chiffre  significatif  à  droite  de  la  ^virgule. 

La  caractéristique,  positive  ou  négative ,  d'un  logarithme, 
fait  donc  toujours  connaître  l'ordre  des  plus  hautes  unités 
du  nombre  auquel  appartient  ce  logarithme. 

306.  Pour  appliquer  les  logarithmes  aux  calculs  numé- 
riques, il  faut  savoir  résoudre,  au  moyen  des  Tables,  ces 
deux  questions  :  i*^  Un  nombre  quelconque  étant  donné  ^ 
troui^er  son  logarithme  j  2"  un  logarithme  étant  donné, 
troui'er  le  nombre  auquel  il  appartient. 

1*^  Question.  —  Troui^er  le  logarithme  d'un  nombre. 

Les  Tables  de  Lalande,  et  celles  qui  ont  été  publiées  par 
MM.  Reynaud  et  Marie,  contiennent  les  logarithmes  des 
nombres  entiers  depuis  i  jusqu'à  100005  celles  de  Callet 
s'étendent  jusqu'à  108  000.  Dans  les  Tables  de  Callet,  les 
caractéristiques  sont  omises  5  mais  il  est  facile  de  les  réta- 
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blir,  puisqu'elles  sont  immédiatement  connues  par  la  règle 

du  n'^  303. 

Pour  trouver  le  logarithme  d'un  nombre  entier  qui  sur- 
passe les  plus  grands  nombres  contenus  dans  les  Tables,  on 
sépare  à  la  gauche  du  nombre  donné,  par  une  virgule,  autant 
de  chiiïVcs  qu'il  en  faut  pour  former  un  nombre  renfermé 
dans  les  limites  des  Tables ,  et  qui  soit  le  plus  grand  possible. 
Le  nombre  proposé  prend  ainsi  la  forme  d\in  nombre  déci- 
mal. Soient  72  la  partie  entière,  d  la  partie  décimale;  soient 
/  la  partie  décimale  du  logarithme  de  /z,  et  d  la  ditférence 
des  logarithmes  des  nombres  7i  et  /i  H-  i  ,  difïérence  qui  se 
trouve  toute  calculée  dans  les  Tables.  On  pose  la  proportion 
I  ',  d  y,  0  l  x^  d'où  X  =  d  Xi  0.  La  valeur  de  x  est  ce  qu'il 
faut  ajouter  à  /  pour  avoir  la  partie  décimale  du  logarithme 
de  Ti-r-d^  qui  est  aussi  celle  du  logarithme  du  nombre 
entier  donné.  Quant  à  la  caractéristique,  on  la  détermine 
comme  nou'i  'a"         dit  plus  haut. 

Quand  le  n^,  proposé  est  un  nombre  décimal  plus 

grand  ou  plus  peti.  que  Funité ,  la  caractéristique  du  loga- 
rithme est  toujours  connue  (n"  305) ,  et  la  partie  décimale 
ne  changeant  pas  par  la  suppression  de  la  virgule  dans  le 
nombre  proposé ,  on  la  détermine  de  la  même  manière  que 
dans  le  cas  précédent. 

Quand  le  nombre  donné  contient  des  entiers  et  des  frac- 
lions,  on  le  réduit  à  une  seule  fraction,  et  le  logarithme  de 
cette  fraction  s'obtient  par  la  règle  qui  a  été  établie  dans  le 
ii'>  296. 

'2^  Question.  —  Ufi  logaruhme  étant  donnée  trouver  le 
nombre  correspondant. 

La  caractéristique  du  logarithme  faisant  toujours  con- 
naître l'ordre  des  plus  hautes  unités  du  nombre  cherché 
(n°303),  on  peut  considérer  la  partie  décimale  du  loga- 
rithme indépendamment  de  la  caractéristique*,  quand  on  a 
trouvé  un  nombre  qui  correspond  à  cette  partie  décimale. 
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il  reste  seulement  à  multiplier  ou  à  diviser  ce  nombre  par 
une  puissance  convenable  de  lo. 

Lorsque  la  partie  décimale  du  logarithme  donné  se  trouve 
dans  les  Tables,  on  connaît  immédiatement  le  nombre 
correspondant. 

Lorsque  cette  partie  décimale  ne  se  trouve  pas  exactement 
dans  les  Tables ,  on  cherche  celle  qui  en  approche  le  plus 
sans  la  surpasser.  Représentons  par  /  cette  partie  décimale 
la  plus  approchée ,  par  n  le  nombre  entier  correspondant , 
par  l'  la  partie  décimale  du  logarithme  donné,  par  ù  la  dif- 
férence des  logarithmes  de  az  et  de  tz  -f-  i ,  enfin  par  à'  la 
différence  /'  —  /.  On  pose  la  proportion  d  \  d'  ',',  i  \  x^  d'où 

X  =z  —'  La  valeur  de  x  réduite  en  décimales  est  ce  qu'il  faut 

ajouter  au  nombre  n  pour  obtenir  un  nombre  dont  le  loga- 
rithme ait  la  même  partie  décimale  que  le  logarithme  donné. 
Si  le  logarithme  donné'était  entièrement  négatif,  il  fau- 
drait rendre  la  partie  décimale  positive;  on  opérerait 
ensuite  comme  nous  venons  de  l'expliquer. 

307.  Dans  les  Tables  de  Callet,  on  trouve  d'abord,  sous 
le  litre  de  Chiliade  I,  une  partie  qui  donne  les  logarithmes 
des  nombres  entiers,  depuis  i.  jusqu'à  1200,  exprimés  avec 
huit  décimales,  et  placés  respectivement  en  regard  des 
nombres  auxquels  ils  correspondent. 

La  partie- des  Tables  qui  suit  immédiatement  renferme 
les  logarithmes  de  tous  les  nombres  entiers  depuis  1020  jus- 
qu'à 108  000.  La  colonne  intitulée  N  contient  les  nombres 
depuis  1020  jusqu'à  10800,  et  la  colonne  suivante ,  mar- 
quée o,  renferme  les  logarithmes  de  ces  nombres.  Les 
nombres  isolés  qu'on  remarque  sur  la  gauche  de  cette 
colonne  sont  censés  écrits  au-dessous  d'eux-mêmes ,  de 
manière  que  chaque  ligne  soit  remplie. 

Les  parties  décimales  des  logarithmes  des  nombres  de- 
puis 1020  jusqu'à  io8oo  sont  aussi  celles  des  logarithmes 
5*  édit.  21 
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des  nombres  de  lo  en  lo,  depuis  10200  jusqu'à   108000. 

On  obtient  lex logarithmes  des  nombres  intermédiaires,  au 

moyen  des  colonnes  suivantes,  qui  sont  marquées   i,   2  .^ 

3 , .  .  . ,  9.  Ainsi ,  pour  avoir  le  logarithme  de  2.y  796,  on 

cherche  dans  la  colonne  ]N  le  nombre  2779-  on  s'avance 

dans  la  ligne  horizontale  qui  contient  ce  nombre,  jusqu'à 

la  colonne  marquée  6  5  on  y  trouve  les  derniers  chiffres  du 

logarithme  cherché ,  et  l'on  prend  pour  les  premiers  chiffres 

le   nombre   isolé  le   plus   voisin,  en  remontant   dans  la 

colonne  marquée  o.   On  obtient  ainsi,  en  rétablissant  la 

caractéristique , 

log27  796  =  4,4439823. 

En  agissant  de  la  même  manière  pour  le  nombre  27  798, 
on  ne  trouve  rien  à  la  colonne  marquée  8  ,  dans  la  ligne  qui 
répond  à  2779  ;  on  descend  alors  à  la  ligne  inférieure  qui 
donne  les  derniers  chiffres  du  logarithme,  et  Ton  prend 
pour  les  premiers  chiii'res  ceux  qui  se  trouvent  sur  la  même 
ligne  horizontale,  dans  la  colonne  marquée  o  5  on  trouve  ainsi 

log  27  798  =  4i444 1)  1 3  6. 

La  différence  des  logarithmes  de  deux  nombres  entiers 
consécutifs  se  trouve  dans  la  dernière  colonne  à  droite ,  in- 
titulée dif'.^  en  tête  de  la  petite  Table  la  plus  voisine  de 
ces  nombres.  11  faut  observer  que  cette  différence  exprime 
des  unités  décimales  du  dernier  ordre.  De  plus,  la  Table 
proportionnelle  qui  se  trouve  au-dessous  donne  les  produits 
de  cette  différence  par  les  nombres  0,1  ,  0,2 ,  o,3, .  .  . ,  0,9  ; 
on  en  déduit  aisément  le  produit  de  la  même  différence  par 
une  fraction  décimale  quelconque  ^  de  sorte  qu'on  peut ,  au 
moyen  de  cette  Table ,  se  dispenser  de  faire  les  opérations 
qui  résultent  des  proportions  dont  nous  avons  parlé  ci- 
dessus. 

Soit  le  nombre  i45  1 8469  dont  on  demande  le  logarithme. 
On  sépare  les  cinq  premiers  chiffres  à  gauche ,  ce  qui  donne 
14^  18, 4^9-  ^^ïi  trouve  que  la  partie  décimale  du  logarithme 
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de  i45i8  est  0,1619068.  La  Table  des  difïérences  la  plus 
voisine  est  celle  qui  répond  à  299-,  et,  dans  cette  Table, 
les  nombres  qui  correspondent  à  4 ,  6 ,  9,  considérés  comme 
des  dixièmes,  sont  120,  179,  269.  On  en  conclut  que 
299X0.4=120-,  299x0,06==  17,9-,  299X0,009=32,69.' 
On  obtient  le  logarithme  cherché  en  ajoutant  aux  dernières 
unités  du  logarithme  de  i45 18  les  nombres  120,  17,9,  2,69- 
Voici  le  type  du  calcul: 

log  i45i8 0,1619068 

Pour  0,4.  .  • 120 

Pour  0,06 179 

Pour  0,00g 269 

logi45i8469 0,1619209. 

Supposons  maintenant  qu'on  veuille  trouver  le  nombre 
qui  correspond  à  un  logarithme  donné.  Soit,  par  exemple, 
1619209  la  partie  décirdale  de  ce  logarithme.  On  cherche 
parmi  les  logarithmes  des  nombres  de  quatre  chiffres ,  con- 
tenus dans  la  colonne  marquée  o,  celui  qui  approche  le  plus 
du  logarithme  donné ,  sans  le  surpasser,  et  l'on  prend  le 
nombre  correspondant  qui  est  i45i.  On  avance  dans  la 
même  ligne  horizontale,  jusqu'à  ce  qu'on  rencontre  le 
nombre  qui  approche  le  plus  du  nombre  9209,  formé  par 
les  quatre  dernières  figures  du  logarithme.  Ce  nombre  le 
plus  approché  est  9068,  qui  se  trouve  dans  la  colonne  8. 
La  différence  entre  9209  et  9068  est  i4i.  On  cherche  dans 
la  Table  de  différences  la  plus  voisine  le  nombre  qui  ap- 
proche le  plus  de  i4i  sans  le  surpasser.  Ce  nombre  est 
120;  il  répond  à  4,  c'est-à-dire  0,4.  La  différence  entre 
i4i  et  120  est  21.  On  multiplie  21  par  10;  on  cherche  le 
nombre  le  plus  approché  du  produit  210^  ce  nombre  est 
209,  qui  répond  à  0,7.  On  conclut  de  ces  opérations  que 
le  nombre  demandé  est  i4i 58,47,  ^^^^  l'ordre  des  plus 
hautes  unités. 
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Ou  dispose  le  calcul  comme  on  le  voit  ci-dessous: 

log^r  =  0,161920g 

Pour         1 619068 145 18 

i*"""  reste  i4i 0,4 

1^  reste  21 0,07 

X  =  i45i8,47 

308.  La  proportion  dont  on  fait  usage  pour  résoudre  les 
deux  questions  dont  nous  venons  de  nous  occuper,  ne  donne 
qu'une  approximation  ^  mais  celle  qu'on  obtient  est  presque 
toujours  suffisante.  Pour  évaluer  les  limites  de  cette  ap- 
proximation ,  il  faut  recourir  à  l'emploi  des  séries  {voyez 
au  chapitre  XMII)^  cependant  on  peut  parvenir  à  s'en 
rendre  compte  par  des  considérations  déduites  uniquement 
de  l'inspection  des  Tables.  Il  est  clair,  en  etfet,  que,  si  à 
des  différences  égales  entre  les  nombres  répondaient  des 
différences  égales  entre  les  logarithmes,  la  proportion  dont 
il  s'agit  serait  rigoureuse.  Or,  en  examinant  les  différences 
des  logarithmes  des  nombres  entiers  qui  se  trouvent  écrites 
dans  les  Tables,  savoir,  dans  les  Tables  de  Lalande  et 
dans  celles  de  MM.  Re/ynaud  et  Marie ,  les  différences  des 
loearithmes  des  nombres  entiers  consécutifs  au-dessus  de 
1000  ,  et  dans  les  Tables  de  Callet ,  les  différences  des  loga- 
rithmes des  nombres  entiers  consécutifs  au-dessus  de  loooo, 
on  voit  que  ces  différences  ne  varient  que  d'une  manière 
peu  sensible,  et  qu'elles  approchent  d'autant  plus  d'être 
égales  que  les  nombres  sont  plus  grands.  Il  suit  de  là  que 
la  proportion  entre  les  diiférences  des  nombres  et  celles 
des  logarithmes  s'écarte  peu  de  l'exactitude,  quand  les 
nombres  sont  suffisamment  grands,  et  qu'elle  s'en  écarie 
d'autant  moins  que  les  nombres  sont  plus  grands. 

Mais  indépend^imment  de  l'inexactitude  de  cette  propor- 
tion, il  y  a  une  autre  cause  d'erreur  qui  consiste  en  ce  que 
les  Tables  ne  donnent,  pour  les  logarithmes  et  leurs  difïé- 


CHAPITRE  DIXIÈME.  325 

rences,  que  des  valeurs  approchées  qui  peuvent  être  fau- 
tives en  plus  ou  en  moins  d'une  demi-unité  décimale  du 
;-*  ordre. 

Dans  la  seconde  question  du  n"  306,  pour  laquelle  on 
calcule  le  quotient  de  deux  différences  de  logarithmes ,  que 
nous  avons  désignées  par  â  et  J',  une  unité  d'erreur  sur  le 
logarithme  donné  suffit  pour  altérer  ce  quotient  d'une  quan- 
tité exprimée  par  -•  Or,  quand  on  fait  usage  des  Tables  de 

Callet,  la  différence  c^  varie  depuis  4^5  jusqu'à  44-  H  ^n 
résulte  que ,  dans  le  cas  où  l'on  veut  trouver  le  nombre 
auquel  appartient  un  logarithme  qui  n'est  connu  qu'à 
moins  d'une  unité  du  dernier  chiffre  à  droite,  la  propor- 
tion à  laquelle  on  a  recours,  lors  même  qu'elle  serait  ri- 
goureuse, ne  donnerait  la  valeur  du  nombre  demandé  qu'à 
moins  d'une  quantité  qui"  pourrait  varier  entre  ^  et  -^  de 
l'unité  du  cinquième  chiffre  à  partir  de  la  gauche.  Par  con- 
séquent on  ne  doit  pas  espérer  que  cette  proportion  four- 
nisse jamais  plus  de  deux  chiffres  exacts ,  et  elle  peut  même 
n'en  donner  qu'un  seul. 

Quand  il  faut  ajouter  plusieurs  logarithmes  afin  d'ob- 
tenir le  logarithme  du  nombre  cherché ,  ou  quand  il  faut 
multiplier  un  logarithme  donné  par  un  nombre  entier,  le 
logarithme  que  l'on  obtient  peut  être  fautif  de  plusieurs 
unités  du  dernier  chiffre  à  droite,  et  l'erreur  que  l'on 
commet  dans  l'évaluation  du  nombre  demandé  devient  plus 
considérable. 

309.  On  appelle  complément  aiitliniétlque  d'un  loga- 
rithme ce  qu'il  faut  ajouter  à  ce  logarithme  pour  obtenii- 
une  somme  égale  à  lo.  11  suit  de  cette  définition  que  le  com- 
plément arithmétique  d'un  logarithme  s'obtient  en  retran- 
chant de  10  le  premier  chiffre  significatif  à  partir  de  la 
droite,  et  en  retranchant  les  autres  chiffres  de  9. 

On  se  vsert  des  compléments  arithmétiques  afin  d'éviter 
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les  logarithmes  négatifs ,  ou  pour  etrectuer,  au  moyen  d'une 
seule  addition ,  un  calcul  qui  exige  que  l'on  ajoute  plusieurs 
logarithmes,  et  que  de  la  somme  on  retranche  d'autres  lo- 
garithmes. A  cet  effet,  on  prend  les  compléments  des  loga- 
rithmes qui  doivent  être  soustraits ,  et  l'on  fait  la  somme  de 
ces  compléments  et  de  tous  les  autres  logarithmes.  Il  est 
facile  de  voir  que  le  résultat  de  cette  addition  surpasse  celui 
qu'on  devait  obtenir  d'autant  de  dizaines  que  l'on  a  pris  de 
compléments  ^  de  sorte  que ,  pour  avoir  le  véritable  résultat , 
il  faut  diminuer  la  somme  qu'on  a  trouvée  de  ce  nombre  de 
dizaines.  On  peut  exécuter  cette  correction  sur  la  partie 
entière  seulement  de  la  somme  ;  de  cette  manière ,  la  partie 
décimale  reste  toujours  positive. 

Si  l'on  avait  à  soustraire  un  logarithme  plus  grand 
que  lo,  il  faudrait  former  le  complément  de  ce  logarithme 
en  le  retranchant  du  nombre  de  dizaines  immédiatement 
supérieur  à  la  caractéristique^  mais  ce  cas  se  rencontre 
rarement,  et  c'est  par  cette  raison  qu'on  définit  les  complé- 
ments arithmétiques  comme  nous  l'avons  fait  ci-dessus. 

Exemples  de  calculs  effectués  par  les  logarithmes. 

^.^  239x827  x543         ,  , 

1''  Exemple,  —boit  x  =  —^ — 7^ — —\  on  demande 

76X  17 

la  valeur  de  x. 

log  209  =  2,378  397  9 

log  827  =r  2,9 r  7  5o5  5 

log  543  ==  2,734  799  8 

Compl.log    761=8,1191864 

Compl.  log    17  =8,769551  1 

log  ^  =  4,919  440  7 
Pour         9  194390.  .  .  83069 
1  '  '  reste  17...  o3 

2^  reste-  1 .  .  .  002 

x-=z  83  069,32 
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En  faisant  le  calcul  directement,  on  trouve  x=  8^069, 333  5 
de  sorte  que  l'emploi  des  logarithmes  ne  donne  exactement 
que  les  six  premiers  chiffres. 

Si  l'on  ne  faisait  pas  usage  des  compléments ,  il  faudrait 
faire  deux  additions  et  une  soustraction  ,  au  lieu  d'une  seule 
addition . 

2*  Exemple.  —  Calculer  la  64''  puissance  de  2. 

log2    =    G, Soi  o3o G 

64XÏOg2     r=:  1^,2659200 

2"*  =   18  44^  7^0  ^^^  ^^O  000  GOO. 

Le  produit  du  logarithme  de  2  par  64  pouvant  être  fautif 
de  près  de  32  unités  du  septième  ordre,  et  la  différence 
entre  les  logarithmes  de  i8446  et  de  18  447  étant  236 
unités  du  même  ordre ,  Perreur  que  l'on  commet  dans  l'é- 

32 
valuation  du  nombre  demandé  peut  s'élever  à  près  de  — ^ 

de  l'unité  du  cinquième  chiffre  en  partant  de  la  gauche 
(n"  308)  -,  on  n'est  donc  certain  que  de  l'exactitude  des 
cinq  premiers  chiffres.  Mais  on  peut  prendre  le  logarithme 
de  2  avec  deux  ou  trois  décimales  de  plus  -,  car  les  Tables 
de  Callet  contiennent,  à  la  suite  des  deux  parties  dont 
nous  avons  parlé  dans  le  n*^  307,  les  logarithmes  des 
nombres  depuis  i  jusqu'à  1200,  calculés  avec  20  décimales. 
On  aura  ainsi  le  logarithme  de  (2)^''  à  moins  d'une  unité 
du  7^  ordre,  et  l'on  en  déduira  une  valeur  plus  exacte  du 
nombre  demandé.  On  trouve  de  cette  manière 

log  2    =   0,801029995 
64log2    =19,2659197 

2^'  :r=  18  446  74o  OGO  OOG  OOG  GGG 

Ce  résultat  est  exact  dans  les  sept  premiers  chiffres. 
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3*^  Exemple.    Calculer  \/  [j- — )  • 

log  23  =  i,36i  727  8 
Comp.  log4ï7  =  713798639 

23  ~ 

log  T— =  2,7415917 

3  fois  \o'J,-, —  =  i.ii^nn^  i 
4.17 


5  Xlog^=^  1,2449550,      d'où     Y  (^-)  =0,17577 


3 

in 


La  caractéristique  —  i  du  logarithme  de  i/  1  j — 

dique  que  les  plus  hautes  unités  du  nombre  cherché  sont  des 
dixièmes^  par  conséquent,  si  l'on  veut  seulement  avoir  ce 
nombre  à  moins  de  0,00001 ,  il  suffit  d'obtenir  les  cinq  pre- 
mières figures ,  de  sorte  qu'il  n'est  pas  nécessaire  de  faire 
usage  des  parties  proportionnelles. 

On  peut  éviter  l'emploi  des  caractéristiques  négatives  ; 
car,  en  ajoutant  au  logarithme  de  23  le  complément  arith- 
métique de  celui  de  4 1 7?  on  obtient  une  somme  8 ,  74 1  69 1  7, 

23 

qui  est  le  logarithme  de  -. —  augmenté  de  10  unités^  le 

produit  de  cette  somme  par  3,  savoir:  26,2247751,  est  le 
logarithme  du  cube  de  la  même  fraction,  augmenté  de 
3o  unités;  et  la  division  de  ce  produit  par  5  donne  le  quo- 
tient 5,2449^50,  qui  est  le  logarithme  du  nombre  cherché, 
augmenté  de  6  unités.  On  obtiendra  donc  ce  nombre  en 
cherchant  le  nombre  qui  a  pour  logarithme  5,2449^50,  et 
le  divisant  par  \o^. 

/  23  \3 

Si  l'on  veut  calculer  la  racine  septième  de  (  -^ —  J  ->   la 

division  de  i6^iij\']'j^  i  par  7  donnera  un  quotient  qui 
surpassera  le  logarithme  de  la  racine  demandée  d'un  nombre 
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fractionnaire^  de  sorte  que,  si  l'on  cherche  le  nombre  qui 
correspond  à  ce  logarithme  trop  fort ,  il  faudra  le  diviser 
par  une  puissance  de  10  marquée  par  un  exposant  fraction- 
naire ,  et  ce  diviseur  sera  un  nombre  incommensurable. 
Mais  on  évite  cet  inconvénient  en  augmentant  ou  en  dimi- 
nuant le  logarithme  26,224775  i  d'un  nombre  d'unités  tel, 

/  23  \^ 
que  l'excès  de  ce  logarithme  sur  celui  de  iy — J    soit  un 

multiple  de  7.  Si  l'on  diminue,  par  exemple,  ce  logarithme 
de  2,  la  division  par  7  donne  un  quotient  qui  est  le  loga- 
rithme de  la  racine  demandée,  augmenté  de  4-  On  en  déduit 
la  valeur  approchée  de  cette  racine ,  comme  dans  l'exemple 
précédent. 

4^  Exemple.  Résoudre  l'équation  (1,001  25)^=0,89625. 


10^(0,89625) 


Iog(i,ooi  25) 
log  (0,896  25)=  1,9524292,     log(  1,001  25)  =  0,0005425, 

_  475708 
■  5425  ' 

Si  l'on  veut  avoir  la  valeur  de  x  exprimée  en  décimales,  on 
pourra  calculer  par  logarithmes  le  quotient  de  475708  par 
5425*,  on  trouve  ainsi  x  =  — 87,6881. 

Des  intérêts  composés. 

310.  On  dit  qu'un  capital  est  placé  à  intérêt  composé, 
lorsque  le  prêteur,  au  lieu  de  retirer  chaque  année  l'intérêt 
de  ce  capital,  Je  laisse  entre  les  mains  de  l'emprunteur, 
pour  le  faire  valoir  conjointement  avec  la  somme  primitive, 
pendant  l'année  suivante. 

Soit  r  l'intérêt  de  i  franc  pour  un  an,  qu'on  nomme  le 
denier  de  r  intérêt.  L'intérêt  de  100  francs,  pour  le  même 
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temps,  ou  le  taux  de  rintéiêt,  sera  loor.  L'intérêt  d'une, 
somme  a ,  pour  un  an ,  sera  «r,  et  le  capital  a  sera  devenu , 
après  un  an,  a-\-  ar-^  de  sorte  qu'en  représentant  par  a!  la 
valeur  du  capital  a^  après  un  an ,  on  a 

a'  T=z  a[\  -f-  /') . 

Si  le  capital  a'  est  placé  pendant  une  deuxième  année,  ii 
devient  pareillement ,  à  la  fin  de  cette  année , 

a"  =  «'  (i  4-  r)  =  fl  (i  H-  r)\ 

Si  le  capital  a"  reste  placé  pendant  une  troisième  année,  il 
devient ,  à  la  fin  de  cette  année , 

a'"  rrr  rt"  (  I  -h  r)  =  «  (i  +  r)\ 

ainsi  de  suite.  Donc,  après  n  années,  le  capital  primitif  c/ 
devient 

(i)  A=:  a[\  -t-r)". 

En  appliquant  les  logarithmes  à  cette  formule ,  on  trouve 

logA  =  logrt  -f-  n  log(i  -f-  r). 

Au  moyen  de  cette  relation,  on  obtient  aisément  la  valeur 
de  l'une  des  quatre  quantités  A,  <^,  r,  n,  lorsque  les  trois 
autres  quantités  sont  connues. 

311.  Supposons  que  le  prêteur  joigne  chaque  année  au 
capital  une  nouvelle  somme  qui  doit  aussi  produire  des 
intérêts  composés  jusqu'au  moment  du  remboursement. 
Désignons  par  a,  Z»,  c,  <i, .  .  . ,  /  les  sommes  qu'il  place  au 
commencement  de  la  première  année,  de  la  deuxième,  de 
la  troisième,  de  la  quatrième  ,  etc. ,  et  par  A  la  somme  qu'il 
doit  recevoir  au  bout  de  n  années. 

La  somme  «,  demeurant  entre  les  mains  de  l'emprunteur 
pendant  n  années,  deviendra  a{\  -\-  /)". 
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La  somme  è,  qui  sera  phcée  pendant  n  —  i  années , 
deviendra  b(i-\-  r)"~K 

La  somme  c,  qui  sera  placée  pendant  n  —  2  années , 
deviendra  c  (i  H-  r)"~^  \  ainsi  de  suite. 

Enfin,  la  dernière  somme  ne  sera  placée  que  pendant 
une  année,  et  donnera  l[i-\-  r). 

On  aura  donc 

A  =  fl(i  -|-r)'«-(-^(i  -!-,•)«-' -4- c(i  -f-r)"--  ...  -h /(i  -H  /•)• 


Dans  le  cas  particulier  où  l'on  a  a  =  b  =:c  =  d  .  .  .  =  /, 
le  second  membre  de  l'équation  précédente  devient  une  pro- 
gression par  quotient  dont  le  premier  terme  est  <2  (1  -H  r) . 
et  la  raison  (i  H-  /■).  On  a  donc  (n"  233) 

On  calculera  par  les  logarithmes  la  valeur  du  terme 
(i  -j-  r)",  et  l'on  achèvera  ensuite  aisément  les  calculs. 

312.  Une  annuité  est  un  payement  qu'un  débiteur  effectue 
chaque  année,  pour  rembourser,  en  un  certain  temps,  un 
capital  avec  ses  intérêts.  Nommons  A  le  capital  qu'il  s'agit 
de  rembourser,  et  a  la  somme  qu'on  doit  payer  annuelle- 
ment pendant  n  années.  Les  payements  effectués  par  le 
débiteur  avant  la  fin  du  remboursement,  peuvent  être  con- 
sidérés comme  des  avances  faites  au  prêteur  sur  ce  rem- 
boursement ,  et  dont  la  valeur  dépend  du  temps  qui  s'écoule 
entre  l'une  de  ces  époques  et  l'autre.  Ainsi,  le  premier 
payement  qui  a  lieu  n  —  i  années  avant  l'époque  du  der- 
nier remboursement,  étant  rapporté  à  cette  époque,  vaut 
a  (i  H-  r)"~"^  ^  le  second  payement,  rapporté  à  la  môme  époque, 
vaut  a(i -f- 7')""^-  et  ainsi  des  autres  jusqu'au  dernier,  qui 
vaut  seulement  a-^  mais  la  somme  prêtée  A  vaut,  entre  les 
mains  de  l'emprunteur,  après  n  années  ,  A  (1  H-  /)".  On  doit 
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donc  avoir   ^ 

A(l  -f-r)"=:f/(i-f-r)'«-'-{-rt(i  -+-r)"^»-h  •  .  .  -f- fl  ; 
d'où  l'on  conclut 

(2)  A{i  -h  ry  =  -^ ^- i. 

r 

Dans  cette  équation,  A  est  le  prix  de  l'annuité,  parce  que 
c'est  la  somme  qu'elle  représente  \  a  est  la  quotité  de  l'an- 
nuité -,  r  est  le  denier  de  l'intérêt  \  enfin  n  exprime  la  durée 
de  l'annuité.  On  peut  déterminer  l'une  de  ces  quatre  quan- 
tités quand  on  connaît  les  trois  autres.  La  détermination 
de  r  dépendrait  d'une  équation  du  degré  n.  Pour  trouver  la 
valeur  de  /z,  on  tire  de  l'équation  ci-dessus 

[a  —  Ar)  (j -f- r)'' —  rt,      d'où     (i-|-r)«=: 


a  —  A  /• 
et  l'on  en  déduit 

loga  —  log(a  —  Ar) 

~  log(i  +  /*) 

313.  Lorsqu'on  veut  comparer  les  valeurs  de  plusieurs 
sommes  payables  à  différentes  époques,  il  faut  rapporter 
toutes  ces  sommes  à  une  même  époque,  comme  on  l'a  fait 
dans  la  question  précédente-  Ainsi,  supposons  qu'un  ban- 
quier qui  doit  une  somme  a  payable  dans  n  années,  donne, 
pour  s'acquitter,  un  effet  dont  la  valeur  est  représentée  par  è, 
et  qui  est  payable  dans  p  années.  En  rapportant  les  deux 
sommes  a  et  ^  au  moment  où  s'effectue  cette  transaction , 

Il                 1                        ^                   ^  1  ., 

elles  ne  valent  que et  ;   car  la  première 

^  (1-+-^)"  (!  +  /•/  ^ 

somme,  par  exemple,  doit  être  considérée  comme  la  valeur 
primitive  d'un  capital  qui  devient  a,  après  ii  années.  Il  suit 
de  là  que ,  si  l'on  prend  la  diilérence  des  deux  fractions  ci- 
dessus  ,  cette  différence  marquera ,  suivant  qu'elle  sera  po- 
sitive ou  négative,  ce  que  le  banquier  devra  donner  ou 
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recevoir  en  retour  de  son  échange;  et,  si  ce  retour  ne  peut 
se  payer  que  dans  un  nombre  q  d'années ,  en  désignant  par  c 
sa  valeur  au  moment  de  l'opération,  il  deviendra  c  (i-h  r)', 
en  sorte  qu'il  sera  équivalent  à 

31  «i.  Les  explications  par  lesquelles  nous  avons  établi 
les  formules  (i)  et  (2)  supposent  que  71  soit  un  nombre 
entier;  mais  on  pourrait  convenir  d'étendre  la  formule  (1) 
aux  valeurs  fractionnaires  de  n.  De  cette  manière,  on  ob- 
tiendrait, dans  le  calcul  des  intérêts,  des  résultats  plus 
réguliers  qu'en  prenant,  suivant  l'usage  ordinaire,  l'intérêt 
proportionnel  au  temps  pour  lequel  le  capital  a  été  placé, 
qu'on  nomme  intérêt  simple.  Supposons,  par  exemple, 
qu'un  capital  a  ait  été  prêté,  à  intérêt  simple,  pour  un 
intervalle  de  temps  t.  L'intérêt  de  i  franc  pour  un  an  étant  r, 
l'intérêt  de  la  somme  a,  pour  le  temps  /,  est  «r/^,  et  le  prê- 
teur, à  l'expiration  de  ce  temps,  reçoit  a(r  -f-  rt).  S'il  place 
cette  somme  pendant  un  autre  intervalle  de  temps  t' ^  celle 
qu'il  reçoit  à  l'expiration  de  ce  temps  est  égale  à  cette  somme 
multipliée  par  i  -\-  rt'-^  de  sorte  qu'elle  est  a  ( i  -h  rt)  [i-\-rt'). 
Si  la  somme  a  eût  été  placée ,  à  intérêt  simple ,  pour  le  temps 
/  4-  f',  elle  n'eût  produit  que  «[i  -h  r(f  -{-  ?')],  ce  qui  est 
moindre  que  le  résultat  précédent,  puisque 

(1  +  rt)  (i  4-  rt')  =z  i  -I-  r[t  +  t')  -f-  rUt' . 

Mais,  en  calculant  les  intérêts  par  la  formule  (i)  (n*^  310), 
le  capital  a^  placé  pendant  le  temps  f ,  produit  a(i-\-  r)'; 
cette  somme  «(i-f-  r)',  placée  pendant  le  temps  i\  produit 
a(i-^-ryx[i-\-rY  ou  «(i -|- r)'+''.  La  somme  û5,  placée 
pendant  le  temps  t  -f- 1\  et  remboursée  seulement  à  la  fin 
de  ce  temps,  produit  également  a[i-\-  r)'+''. 

Si ,  dans  la  formule  (i),  on  prend  pour  inconnue  a  qui  est 
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la  valeur  actuelle  de  la  somme  A  payable  après  le  temps  //, 

ou  la  valeur*de  la  somme  A  à  une  époque  antérieure  de  7i, 

A 

on  obtient  a  =  -, —  ou  «  =  A  ( i  -+-  /')"",  ce  qui  est  encore 

la  formule  (i),  dans  laquelle  l'exposant  n  a  été  remplacé 
par  —  n. 

Considérons  actuellement  la  formule  (2) ,  et  supposons 
qu'en  prenant  n  pour  inconnue  on  obtienne  une  valeur 
fractionnaire.  Représentons  cette  valeur  par  ni-\-h^  m  étant 
un  nombre  entier,  et  A"  un  nombre  plus  petit  que  i .  On 
aura  ,  dans  ce  cas , 

a  ^-i-±_:i L  r=  A(  IH-  ry-^K 

r 

Soit  14-/'=:^,  d'où  r  =  I  —  z\  en  effectuant  la  division 
de  z"**^* —  I  par  z  —  i ,  on  trouve  que  le  quotient  est 

2      -         T 


-+-...  4-  2"  + 

'    z  —  I 


I  ^rf^''—  I 
r 


En  remplaçant  -^ — - — par  ce  quotient ,  et  remettant 

I  -h  r  au  lieu  de  z ,  on  obtient  l'égalité 

A  i  1-4- /'f^*  =  «    [i-f-r)'"+*-'  +(i  +  /-)'"^^~'-»-  +  (î4-^')*  +  ^^"*"       "-— 

Le  premier  membre  de  cette  égalité  exprime  la  valeur  du 
capital  A,  après  le  temps  m  -\-k.  Les  termes 

expriment  les  valeurs  acquises  après  le  même  temps  par  j?i 
sommes  égales  à  a  remboursées  au  prêteur,  la  premièi^  à  la 
fin  delà  première  année  depuis  le  moment  de  l'emprunt;  la 
deuxième  à  la  fin  de  la  deuxième  année;  ainsi  de  suite;  et 
la  ?n.'^'"^  à  la  fin  de  la  m"""'*  année.  Donc,  après  ces  ///  rem- 
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boursements  égaux,  d'année  en  année,  le  débiteur,  pour 
s'acquitter,  devra  payer,  à  la  fin  du  tenîps  k  compté  du 
commencement  de  la  m  -h  i'^'"^  année,  une  somme  égale  à 

^  i L ..  Cette  somme  est  moindre  que  a ,  puisque  ,  k 

étant  un  nombre  plus  petit  que  l'unité ,  (i  -h  r)'^  <:^  i  -f-  r. 
Si  le  dernier  remboursement  ne  doit  être  eiFectué  qu'à  la 

fin  de  la  m -h  i "'""'  année,  la  somme  a- devra 

r 

porter  intérêt  pendant  le  temps  i  —  A 5  par  conséquent,  elle 

deviendra 

— ^ (iH-rV    *     ou     a ■ — ^^ '- 


Cette  dernière  somme  est  encore  moindre  que  a,  car,  i —  k 
étant  positif,  on  a  (i  H-  7')^~^  >  i . 
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CHAPITRE  ONZIÈME. 

COMBINAISONS,  ARRANGEMENTS  ET  PERMUTATIONS.  BINOME  DE  NEWTON. 
PUISSANCES  ET  RACINES  DES  POLYNOMES.  NOMBRES  FIGURÉS  ET 
SOMMATION    DES    PILES    DE    BOULETS. 


Des  combinaisons ,  des  arrangements  et  des 
permutations. 

315.  On  nomme  combinaisons  ou  produits  différents 
de  m  lettres  n  k  n^  les  résultats  qu'on  peut  obtenir  en  réu- 
nissant Ji  des  m  lettres,  avec  la  condition  que  deux  de  ces 
résultats  diffèrent  l'un  de  l'autre,  au  moins  par  une  lettre. 
Ainsi,  les  combinaisons  ou  les  produits  2  à  2  des  quatre 
lettres  a,  Z>,  c,  ^,  sont  ab ^  ac ^  ad^  bc .^  bd^  cd.  Les  com- 
binaisons ou  les  produits  3  à  3  de  ces  quatre  lettres  sont 
abc  ^  abd^  acd^  bcd. 

Les  permutations  de  n  lettres  sont  les  résultats  que  Ton 
obtient  en  écrivant  ces  n  lettres  les  unes  à  la  suite  des  autres, 
de  toutes  les  manières  possibles.  Par  exemple,  les  permu- 
tations des  deux  lettres  a  et  b  sont  ab  ^  ba-^  les  permuta- 
tions des  trois  lettres  a,  b  ^  c  sont  abc ,  acb ,  cab ,  bac , 
bca^  cba. 

Les  arrangements  de  m  lettres  n  à  n  sont  les  résultais 
que  l'on  peut  obtenir  en  réunissant  n  des  m  lettres,  et  les 
disposant  entre  elles  de  toutes  les  manières  possibles.  Ainsi, 
les  arrangements  2  à  2  des  trois  lettres  «,  ^,  c,  sont  «Z>,  ba^ 
ac^  ca^  bc  ^  cb, 

ISous  allons  chercher  le  nombre  des  arrangements  de  m 
lettres  n  k  n^  celui  des  permutations  de  7i  lettres  ,  et  celui 
des  produits  de  m  lettres  nk  n. 

316.   Si  l'on  avait  à  former  les  arrangements  de  m  lettres 
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^  à  2 ,  il  suffirait  évidemment  d'écrire  successivement,  à  la 
suite  de  chaque  lettre,  chacune  des  m —  i  autres  lettres. 
On  obtiendrait  ainsi  m  (in —  i)  arrangements. 

Pour  former  les  arrangements  de  m  lettres  3  à  3 ,  il  fau- 
drait écrire  successivement,  à  la  suite  de  chacun  des  ar- 
rangements 2  cà  2 ,  chacune  des  m  —  i  autres  lettres  ; 
et  le  nombre  d'arrangements  qu'on  formerait  ainsi  serait 
m  {pi  —  I  )  [m  —  2) . 

On  voit  de  la  même  manière  que  le  nombre  des  arrange- 
ments de  m  lettres  4  à  4  est  m  (jn  —  1)  (in  —  2)  (m  —  3) . 

On  doit  conclure  de  là  ,  par  analogie ,  que  le  nombre  des 
arrangements  de  m  lettres  n  à  n  est 

m  (m  —  I  )  ('''  —  ^)  •  •  •  (''^  —  ^  ~^  0- 

On  peut  aussi  parvenir  à  cette  formule  sans  induction , 
en  présentant  le  raisonnement  comme  il  suit  : 

Si  Ton  avait  formé  tous  les  arrangements  de  m  lettres 
n  —  I  à  n  —  I  ,  on  obtiendrait  les  arrangements  de  ces 
lettres nknen  écrivant  successivement,  à  la  suite  de  cliaque 
arrangement  àan  —  i  lettres ,  les  m  — (ri  —  i)  autres  lettres. 
Par  conséquent,  le  nombre  des  arrangements  de  m  lettres 
n  à  n  est  égal  à  celui  des  arrangements  de  m  lettres  n  —  t 
an  —  I ,  multiplié  par  m  —  (n  —  i)  ou  m  —  n-f-i.  Mais 
le  nombre  des  arrangements  de  m  lettres  i  à  i  est  évi- 
demment m-,  le  nombre  des  arrangements  de  m  lettres  2 
à  2  est  donc  m  (m —  i)^  celui  des  arrangements  3  à  3  est 
m  {in  —  i)  (m  —  2)  5  ainsi  de  suite  5  et  le  nombre  des  arran- 
gements nknestm{m  —  i)  (in  —  2) .  .  .  (in  —  n  -h  i  ) . 

317.  Pour  obtenir  le  nombre  des  permutations  de  n 
lettres ,  il  suffit  de  faire  dans  la  formule  précédente  m=:  n  ^ 
ce  qui  donne  n  [n  —  i)  (n  —  2) .  .  .  2  X  i ,  ou ,  en  renver- 
sant l'ordre  des  facteurs, 

'   1.2  3 .  .  .  (/?  —  I  )  // . 
S*'  édit.  i>.2 
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On  peut  aussi  parvenir  à  cette  dernière  formule  sans  la 
faire  dépendre  de  celle  qui  exprime  le  nombre  des  arran- 
gements. En  effet,  deux  lettres  a  ^  h  ne  donnent  que  deux 
permutations  ab^  ba.  Pour  former  les  permutations  de 
trois  lettres ,  il  suffit  d'écrire  successivement,  à  la  suite  de 
chacune  de  ces  trois  lettres,  les  deux  permutations  des  deux 
autres*,  on  obtiendra  donc  2X3  permutations.  Pour  for- 
mer les  permutations  de  quatre  lettres,  il  suffit  d'écrire 
successivement  à  la  suite  de  chacune  de  ces  lettres  les  2  X  3 
permutations  des  trois  autres  lettres^  on  obtiendra  ainsi 
2X3x4  permutations.  Ce  raisonnement  pouvant  être 
continué  indéfiniment,  il  en  résulte  que  le  nombre  des 
permutations  de  n  lettres  est ,  comme  on  Fa  trouvé  ci-dessus, 

I  .  2  .  3  .  .  .  72 . 

318.   Soit  C  le  nombre  des  combinaisons  ou  des  produit  s 

différents  de  m  lettres  n  h  n.  Représentons  par  A  le  nombre 

des  arrangements  de  m  lettres  n  k  n^  et  par  P  le  nombre 

des  permutations  de  n  lettres.  Il  est  clair  que,  si  l'on  avait 

formé  les   combinaisons  ou   les  produits   différents   de  m 

lettres  n  h  n  ^  on  obtiendrait  les  arrangements  de  ces  ni 

lettres  7i  à  n  en  faisant,  dans  chacun  des  produits  différents , 

toutes  les  permutations  des  n  lettres.  Il  suit  de  là  que  le 

nombre  des  arrangements  est  égal  au  produit  du  nombre 

des  combinaisons  par  celui  des  permutations ,  de  sorte  qu'on 

A 
a  C  X  P  =  A ,  d'où  C  =  —  ;  et  en  remplaçant  A  et  P  par 

les  valeurs  qu'on  a  obtenues  précédemment, 

in  (m  —  i)  (m  —  2) .  .  .  (w  —  «-j-  i ) 
I   .  2  .   3  .  .  .  /2 

349.  On  peut  aussi  parvenir  à  la  dernière  formule  sans 
la  faire  dépendre  de  celles  qui  donnent  le  nombre  des  arran- 
gements et  le  nombre  des  permutations.  A  cet  effet,  dési- 
gnons,  avec  M.  Cauchy,  par  (m)„  le  nombre  des  combi- 
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naisons  de  m  lettres  a^  Z>,  c,  r/,  etc.,  prises  n  à  n.  Parmi 
ces  combinaisons,  celles  qui  renferment  la  lettre  a  sont  évi- 
demment en  nombre  égal  au  nombre  des  combinaisons  des 
tn  —  I  autres  lettres  prises  Ji  —  i  à  /z  —  i ,  ou  (in  —  i)„_i . 
Le  nombre  des  combinaisons  qui  renferment  la  lettre  b  est 
pareillement  (in  —  i)„_i  ^  el  de  même  pour  chacune  des 
autres  lettres.  Mais  en  formant  toutes  les  combinaisons  qui 
renferment  la  lettre  «,  puis  celles  qui  renferment  la  lettre 
è,  etc.,  on  obtient  n  fois  chaque  combinaison  5  car,  si  /z  =  3 
par  exem.ple,  la  combinaison  abc  se  trouve  parmi  celles 
qui  renferment  a ,  parmi  celles  qui  renferment  b ,  et  parmi 
celles  qui  renferment  c.  On  conclut  de  là  l'égalité 

n   ^ 

En  remplaçant  successivement  dans  cette  égalité  m  et  n 
par  m — i  et  tz — i,  puispar  m  —  1  et  n  —  2,  etc.,  on  trouve 


[m 


[m  —  2\,_ 


m 
n 

m 
n 

[m        2)„_o, 
[m  —  3)„_3, 

m 

—  «  -h2  , 

im  —  n  ~\-  \ 

(m  —  n  -\-  2)..  ■=z 

La  valeur  de  (m)„  se  déduit  de  ces  diverses  relations,  en 
les  multipliant  membre  à  membre,  et  remarquant  que 
[m  —  n-\-  1)1  n'est  autre  que  m  —  n-\-\. 

320.  Le  nombre  des  combinaisons  de  m  lettres  tz  à  7z  ne 
pouvant  être  qu'un  nombre  entier,  il  résulte  de  la  for- 
mule du  n'^  318  que  le  produit  de  m  nombres  entiers  con- 
sécutifs est  divisible  par  le  produit  des  n  premiers  nombres 
entiers.  Cette  proposition  est  d'ailleurs  une  conséquence 
de  celle  qui  a  été  démontrée  dans  le  n°  220 5  car,  si   l'on 

22. 
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multiplie  les  deux  termes  de  l'expressiou  qui  représente 
le  nombre  des  •  combinaisons  de  m  lettres  n  à  n  par 
X .  2 .  3 .  .  .  (m  —  n) ,  cette  expression  devient 

1.2.3. . .m 
I  .  2 .  .  .  //  X  i  1 .  .  .{m  —  n) 

Celle-ci  est  comprise  dans  celle  que  Ton  a  considérée  dans 
le  n^  220. 

321 .  Le  nombre  des  combinaisons  de  m  lettres  m  —  n 
^  m  —  n  est  égal  au  nombre  des  combinaisons  de  m  lettres 
n  à  n.  Car,  si  l'on  divisait  successivement  le  produit  des 
m  lettres  par  chacun  de  leurs  produits  n  à  7i ,  on  obtien- 
drait évidemment  tous  les  produits  m  —  n  k  m  —  n  de  ces 
lettres.  On  peut  aussi  démontrer  cette  proposition  par  l'ex- 
pression générale  du  nombre  des  combinaisons  de  m  lettres 
n  k  n-^  car,  en  la  mettant  sous  la  même  forme  que  dans  le 
numéro  précédent,  on  voit  qu'elle  ne  change  pas  quand  on 
y  remplace  n  par  w,  —  n. 

322.  Si  l'on  veut  former  toutes  les  combinaisons  n  à  n 
des  m  lettres  «,  è,  c,  etc. ,  on  pourra  opérer  comme  il 

suit  : 

Les  combinaisons  i  à  i  sont  les  lettres  elles-mêmes.  On 
obtiendra  toutes  les  combinaisons  2  à  2  en  écrivant  succes- 
sivement, à  la  droite  de  chaque  lettre,  chacune  des  lettres 
suivantes.  Au  moyen  des  combinaisons  ik  2,  on  formera 
les  combinaisons  3  à  3 ,  en  mettant  successivement,  à  la 
droite  de  chacune  des  combinaisons  2  a  2,  chacune  des 
lettres  qui  suivront  la  dernière  lettre  de  cette  combinaison. 
On  passera  de  la  même  manière  des  combinaisons  3  à  3 
aux  combinaisons  /\k  \\  ainsi  de  suite.  Il  est  clair  que  l'on 
trouvera  de  cette  manière  toutes  les  combinaisons  deman- 
dées ;  car,  si  l'on  considère  une  de  ces  combinaisons,  bef. .  .A, 
les  lettres  étant  disposées  suivant  l'ordre  alpliabétique ,  on 
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aura  formé  la  combinaison  /;<?,  au  moyen  de  celle-ci,  on 
aura  obtenu  la  combinaison  hcj\  ainsi  de  suite.  De  plus, 
aucune  combinaison  ne  se  trouvera  répétée;  puisque,  les 
lettres  se  succédant  toujours  dans  l'ordre  alphabétique, 
chaque  combinaison  contenant/;  lettres  n'aura  pu  résuUei 
que  d'une  seule  des  combinaisons  p  —  i  à  /?  —  i . 

323.  Nous  avons  supposé,  dans  ce  qui  précède,  que 
chaque  combinaison  ne  devait  pas  contenir  deux  fois  la 
même  lettre.  Supposons  actuellement  que  chaque  lettre 
puisse  être  combinée  avec  elle-même  et  avec  toutes  les 
autres,  et  désignons  par  (M)„  le  nombre  des  combinaisons 
n  à  n  que  Ton  pourra  former  ainsi  avec  m  lettres.  Puisque 
chaque  combinaison  contient  n  lettres ,  le  nombre  total  des 
lettres,  dans  l'ensemble  des  combinaisons,  est  «x(M)„; 
et  puisque  le  nombre  àts  lettres  diiTércntes  est  m,  chaque 

lettre  est  répétée  un  nombre  de  fois  égal  à   -  X  (M)„.  Mais 

si,  dans  chacune  des  combinaisons  qui  contiennent  la  lettre  a , 
on  supprimait  une  fois  cette  lettre ,  on  devrait  obtenir  toutes 
les  combinaisons  des  m  lettres  n  —  i  à  Ji  —  i .  Dans  ces 
combinaisons  n  —  i  à  n  —  i ,  la  lettre  a  est  répétée , 
d'après  la  formule  précédente,  un  nombre  de  fois  égal  à 

X  (M)„_i -,    et    puisqu'on  a   supprimé    une   fois  la 

lettre  a  dans  chaque  combinaison ,  cette  lettre  était  d'abord 

écrite  un  nombre  de  fois  ésfal  à  X  (M)„_i  -f-  (M)„_i 

On  a  donc  l'équation 


ou 


bien 


-  X  (M)„  = '  X  fM)„_.  -h  (M),. 

m  m 


;M)„  =  'ii  +  Zi^(M)„_,. 


Kn  remplaçant  successivement   n   par    // —  i ,    puii>    par 
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n  —  2,  etc.,  oix,obtient 

(M)„_,  =  _— __  (M)._„     ■ 

/»«N  m  ~h  n  —  3,    , 


(M),  =  "i4:i(M),. 


On  conclut  de  ces   équations,   en  multipliant  membre  à 
membre,  et  en  observant  que  (M)i  =  m^ 

m  {m  4-  1  )  (/w  +  2)  . .  .  (/w  -f-  /z  —  i  ) 


(M)„=. 


1 .2. 3  ...  « 


Il  résulte  de  cette  formule  que  le  nombre  des  combinai- 
sons de  m  lettres  n  k  n^  quand  chaque  lettre  peut  entrer 
plusieurs  fois  dans  la  même  combinaison,  est  égal  au  nombre 
des  combinaisons ,   sans  répétition ,   de  m  -\-  ji  —  i  lettres 

324.  Si  Ton  avait  à  former  les  combinaisons  de  m  lettres 
n  à  n  en  admettant  la  répétition  des  lettres ,  on  suivrait 
une  marche  semblable  à  celle  qui  a  été  indiquée  dans  le 
n°  322.  Mais  alors,  pour  obtenir  les  combinaisons  2  à  2,  il 
faudrait  mettre  successivement,  à  la  suite  de  chaque  lettre, 
cette  lettre  elle-même  et  chacune  des  lettres  suivantes  ;  pour 
obtenir  les  combinaisons  3  à  3,  on  écrirait  successivement, 
à  la  suite  de  chacune  des  combinaisons  2  à  2 ,  la  dernière 
lettre  de  cette  combinaison  et  chacune  des  lettres  suivantes  ; 
ainsi  de  suite. 

325.  Si  l'on  permutait  les  lettres  de  toutes  les  manières 

(*)  On  aurait  pu  remplacer  l'explication  du  n^  519  par  une  autre  sem- 
blable à  celle  du  no52o.  Mais,  malgré  Tavantagc  de  plus  d'uniformité,  on 
a  préféré  conserver,  à  l'égard  des  combinaisons  sans  répétition,  l'explica- 
tion la  plus  simple  et  la  plus  directe. 
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possibles,  clans  chacune  des  combinaisons  dont  nous  venons 
de  nous  occuper  en  dernier  lieu,  on  n'aurait  pas  le  même 
nombre  de  permutations  pour  une  combinaison  formée  de 
?i  lettres  différentes  et  pour  une  combinaison  dans  laquelle 
une  ou  plusieurs  lettres  se  trouveraient  répétées ,  en  sorte 
que  le  nombre  total  des  permutations  et  le  nombre  des  com- 
binaisons ne  peuvent  plus  se  déduire  Tun  de  l'autre-,  mais 
il  est  facile  d'obtenir  directement  le  nombre  des  permu- 
tations de  toutes  les  combinaisons ,  ou  le  nombre  des  arran- 
gements Ji  à  n  de  in  lettres  dans  lesquels  chaque  lettre  peut 
être  répétée 

Le  nombre  des  arrangements  i  à  i  est  évidemment  le 
nombre  même  des  lettres.  Si  Ton  voulait  former  les  arran- 
gements des  in  lettres  2  à  2,  il  suffirait  d'écrire  successive- 
ment, à  la  suite  de  chaque  lettre ,  cette  lettre  et  chacune  des 
autres  5  car,  en  faisant  suivre  la  lettre  a  de  cette  lettre  elle- 
même  et  de  chacune  des  autres ,  on  a  tous  les  arrangements 
dans  lesquels  la  lettre  a  occupe  le  premier  rang.  De  même, 
en  écrivant,  après  la  lettre  b^  cette  lettre  et  chacune  des 
autres,  on  a  tous  les  arrangements  dans  lesquels  la  lettre  b 
occupe  le  premier  rang  5  on  obtiendra  ainsi  nf'  arrangements 

2  à  2.  Si  l'on  veut  former  les  arrangements  des  m  lettres 

3  à  3,  il  faudra  écrire  successivement,  à  la  suite  de  chacun 
des  arrangements  2  k  2^  chacune  des  m  lettres 5  par  là,  on 
aura  ni^  arrangements.  On  verra  de  même  que  le  nombre 
des  arrangements  4^4  sera  m''-^  etc.  Le  nombre  des  arrange- 
ments Il  à  11  sera  donc  in'\ 

Développement  des  puissances  entières  et  positives 
d'un  binôme j,  ou  binôme  de  Newton. 

326.  On  a  nonim.é  formule  du  binôme  de  JN'ewtojx,  ou 
simplement  binôme  de  Newton,  une  formule  découverte 
par  Newtojv,  au  moyen  de  laquelle  on  obtient  une  puis- 
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sance  quelconque  d'un  binôme  x  -h  a^  sans  passer  par  les 

puissances  précédentes. 

En  formant  par  la  multiplication  les  puissances  succes- 
sives de  x  ^-  «,  on  trouve 

(x  -f-  ay-  =  x"^  -4-  2.  ax  -h  «', 

[x  +  af  =  x^-h3ax^  -h3 a'x  -f-  «■% 

(x  -j-ay  =  x^  -+-  ^ax^  4-  Qa'x'^  -^  ^a^x  -{-  a'. 

La  loi  des  exposants  de  x  et  de  a,  dans  ces  résultats,  est  évi- 
dente. A  l'égard  des  coefficients,  on  voit  que  ceux  du  pre- 
mier terme  et  du  dernier  terme  sont  Funité,  que  celui  du 
second  terme  est  l'exposant  de  la  puissance ,  et  que  les  coef- 
ficients des  termes  équidistants  des  extrêmes  sont  égaux; 
mais ,  à  partir  de  la  quatrième  puissance  ,  on  n'aperçoit  pas 
la  loi  d'après  laquelle  se  forment  les  coefficients  des  termes 
qui  suivent  les  deux  premiers. 

Pour  rendre  la  composition  des  produits  plus  manifeste, 
en  évitant  les  réductions  qui  donnent  naissance  aux  coeffi- 
cients, il  suffit  de  multiplier  entre  eux  des  binômes  dont 
les  seconds  termes  soient  différents,  comme  on  le  voit  ci- 
dessous  : 


{x-f-a)  (.r H- ^ )  =  X- -\-a 

X  +ab 

-^b 

[x-{~a)  [x-hb)  (x-hc)  =x^-ha 

x^-\-ab 

X  -\-abc 

~^b 

-\-nc 

4-c 

~\-bc 

{x-\-a)  {x-i-b)  (.r+c)  (.r-H<r/)  r=x^+« 

x^-i-ab 

x'^-habc 

^b 

-+-ac 

-habd 

~{-c 

-+-  bc 

-h  ficd 

-i-d 

-[-ad 
-^bd 
-hcd 

-\-  bcd 

x-r-cibfd 


Dans  chacun  de  ces  produits,  1  exposant  de  x  va  en  diini- 
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nuant  d'une  unité  depuis  le  premier  terme ,  où  il  est  égal  au 
nombre  des  facteurs  binômes ,  jusqu'au  dernier  terme,  où  il 
est  nul.  Le  coefficient  du  premier  terme  est  l'unité^  le  coef- 
ficient du  second  ternie  est  la  somme  des  seconds  termes  des 
binômes  ^  celui  du  troisième  terme  est  la  somme  des  pro- 
duits de  ces  mêmes  seconds  termes  pris  deux  à  deux  5  ainsi 
de  suite.  Le  dernier  terme  est  le  produit  des  seconds  termes 
des  binômes. 

On  démontre  que  cette  loi  est  générale,  en  faisant  voir 
que ,  si  elle  est  vraie  pour  le  produit  de  m  binômes ,  elle  sera 
vraie  aussi  pour  le  produit  de  m  -h  i  binômes. 

Supposons  donc  qu'on  ait  formé  le  produit  de  m  binômes 
X  ■+■  a^  X  -\-h^.  .  .  ^  X  -hk.  Désignons  par  Pi  la  somme  des 
seconds  termes  des  binômes,  par  P2  la  somme  des  produits 
différents  de  ces  seconds  ternies  pris  deux  à  deux,  par  P3  la 
somme  de  leurs  produits  trois  à  trois ,  ainsi  de  suite ,  enfin 
par  P„i  le  produit  de  tous  ces  seconds  termes ,  et  admettons 
que  le  produit  des  binômes  proposés  soit 

En  multipliant  ce  polynôme  par  un  nouveau  binôme 
X  -\-lf  on  obtient  le  produit  ci-dessous  : 


^'"-1-  P2 
-f-/P. 


.r"'T'  -f-   P3  I  ^'"~-' .  .  .  H-  Pm     Uc 

.-+-/P2I  +/P..-,       +/P.,. 


La  loi  des  exposants  de  x  n'a  pas  changé.  Quant  aux 
coefficients ,  celui  du  premier  terme  est  toujours  égal  à 
l'unité ,  et  celui  du  second  terme  est  évidemment  formé  de 
la  somme  des  seconds  termes  des  m  -h  i  binômes.  Le  coef- 
ficient du  troisième  terme  se  compose  de  la  somme  des 
produits  deux  à  deux  des  seconds  termes  des  m  facteurs 
binômes  du  premier  produit,  augmentée  de  la  somme  de 
ces  mêmes  seconds  termes  multipliée  par  /;  ce  qui  forme 
évidemment  la  somme  âvs  procluils  dilîérenfs  des  seconds 
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termes  des  r^-h  i  binômes  pris  deux  à  deux.  Le  coefficient 
du  quatrième  terme  se  compose  de  la  somme  des  produits 
trois  à  trois  des  seconds  termes  des  m  facteurs  du  premier 
produit,  augmentée  de  la  somme  des  produits  deux  à  deux 
de  ces  seconds  termes  multipliés  par  /^  ce  qui  forme  évi- 
demment la  somme  des  produits  différents  des  seconds 
termes  des  m-f-  i  binômes  pris  trois  à  trois;  ainsi  de  suite. 
Enfin,  le  dernier  terme  est  égal  au  produit  des  seconds 
termes  des  m  premiers  facteurs  binômes  multiplié  par 
l\  il  est  donc  le  produit  des  seconds  termes  des  m-f-i 
binômes. 

De  ce  que  la  loi,  supposée  vraie  pour  m  facteurs,  est 
vraie  aussi  pour  m  -f-  i  facteurs ,  on  conclut ,  puisqu'ellf 
est  vérifiée  pour  deux  facteurs,  qu'elle  est  vraie  pour  trois; 
étant  vraie  pour  trois  facteurs,  elle  est  vraie  pour  quatre; 
ainsi  de  suite;  donc  elle  est  générale  ('*'). 

327.  Supposons  actuellement  que  les  seconds  termes  des 
m  binômes  x-hrt,  x-{-b  ,...^  x-\-k^  soient  tous  égaux  à  a. 
Le  produit  de  ces  binômes  deviendra  la  m'^'"^  puissance  de 
X  ->r  a.  Le  coefficient  Pj  du  second  ternie  de  ce  produit  dé- 
veloppé sera  égal  à  a  multiplié  par  le  nombre  m  des  fac- 
teurs, c'est-à-dire  à  ma.  Le  coefficient  Pa  du  troisième 
terme  sera  égal  à  a"  répété  autant  de  fois  qu'on  peut  former 
de  produits  différents,  avec  m  lettres  prises  deux  à  deux, 


(*)  On  peut  reconnaître  la  loi  des  coeflicients  des  puissances  de  or,  dans 
le  produit  (x  -h  a)  (a:  -h  J) . . .  (x  h-  k) ,  d'un  nombre  quelconque  de  binômes, 
sans  procéder  par  induction.  En  effet,  ce  produit  est  la  somme  de  tous  ceux 
que  Ton  peut  former  en  prenant  un  terme  dans  chacun  des  binômes  et  mul- 
tipliant entre  eux  tous  ces  termes.  Le  produit  des  premiers  termes  des 
binômes  est  a"»;  celui  de  leurs  derniers  termes  est  ai. .  .A  ;  et  pour  obtenir 
un  terme  dans  lequel  x  ait  l'exposant  m  —  n,  il  faudra  prendre  les  premiers 
termes  àem  — n  binômes  avec  les  seconds  termes  des  n  autres  binômes.  Le 
cociiicient  de  .r"'-«  d;ins  le  produit  total  sera  donc  la  somme  de  tous  le? 
produits  difl'ércnts  n  à  n  des  seconds  termes  des  binômes. 
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c'est-à-dire  à  — -a^.   Le  coefficient  P3  du  quatrième 

1 .2  ^ 

terme  sera  égal  à  a^  répété  autant  de  fois  qu'on  peut  former 

de  produits  différents  avec  m  lettres  prises  trois  à  trois,  c'est- 

,   j.       ^  m(m  —  i){m  —  2)    „      .      .    ,  .        ^    r.      1      j 

a-dire  a  — ^ —^ -cr\  ainsi  de  suite,  hntin  le  aer- 

I  .2.3 

nier  terme  sera  a'".  Donc 

/  ^  mim — 1)    ,  m(m—\){m  —  2)    ,         , 

(a:-ha)'»r=x'"-+-max"--'-i a^x"'-»H ^^ --: -ar  x">^-^, ,  .-^a"> 

1.1  I.2.D 

328.  Si  l'on  désigne  par  T„+i  le  terme  qui  occupe  le 
rang  n-\-  1  dans  le  second  membre  de  la  formule  qu'on 
vient  d'écrire,  c'est-à-dire  le  terme  qui  en  a  /z  avant  lui, 
on  aura 

_  m(m  —  i){m  —  2)  (m  —  3) ...  (m  —  n  -\-  i\ 

I      .     2     .     D  ,.     4-  •  '^ 

Cette  expression  de  T„^,  est  appelée  le  terme  général  du 
développement  de  (^-f-a)'",  parce  qu'on  peut  en  déduire 
tous  les  termes  de  ce  développement  à  partir  du  second ,  en 
faisant  successivement  n  =  i  ^  ji  =  2..,  /z=z3,  etc. 

Supposons ,  par  exemple ,  qu'on  demande  le  5*^  terme  de 
la  1 2^  puissance  de  x  -h  a  ^  on  aura  m  =  1 2 ,  tz  =  4  ?  d'où 
m  —  /2  4-  I  =  g,  et  la  formule  précédente  donnera  pour  le 

terme  cherché  — '      \     >  a^.x^,  ou  Aq^a'^x^. 
1.2.3.4 

329.  On  voit,  à  l'inspection  du  développement  de  [x-i-a)"\ 
qu'oTZ  obtient  le  coefficient  cl' un  terme  quelconque  en  mul- 
tipliant celui  du  terme  précédent  par  V exposant  de  x  dans 
ce  terme  précédent ,  et  divisant  le  produit  par  V  exposant 
de  a  dajis  le  même  terme,  augmenté  d'une  unité ,  ou  par 
le  nombre  des  termes  qui  précèdent  celui  quon  "veut  for- 
mer. Quant  aux  exposants,  celui  de  x  diminue  d'une  unité 
dun  terme  au  suii^ant,  et  celui  de  a  augmente  d'une  unité. 

Si  l'on  veut  démontrer  cette  règle  d'une  manière  gêné- 
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raie ,  on  foi  jaera  Je  terme  qui  en  a  /i  -f- 1  avant  lui ,  en  chan- 
geant n  en  n  H-  t  dans  Fexpression  de  T„_,.i  -,  il  viendra 

m(m  —  i)  (m  —  2) .  .  .  (m  —  /z  +  t)  (m  —  n] 

T„+2  =  — ^ ^^ ^ : ^  rt«+'  JT""-"--. 

1 .  2 .  a .  .  .  w  (/z  -f-  I  j 

Le  terme  T„+,  se  déduit  donc  de  T„+i  suivant  la  régir 
énoncée. 

Au  moyen  de  cette  règle,  on  peut  former  successivement 
tous  les  termes  du  développement  de  (x  -h  a)'",  en  partant 
du  premier  terme  x'"-^  et  on  est  averti  que  le  développement 
est  terminé  quand  on  a  obtenu  le  terme  «'",  car  l'exposant 
de  X  par  lequel  il  faudrait  multiplier  «'",  pour  avoir  le 
terme  suivant,  est  zéro. 

En  formant  ainsi  la  septième  puissance  de  x-ha,  par 
exemple,  on  trouve  qu'elle  est 

.v'  -{-'j ax^ -i-  i\  «-.r^-f-  35fl'jr'  +  35«*A-^-f-  21  «^x-  +  7  a^x-i-  a'. 

330.  Les  termes  du  développement  de  (x  H-  a)™  égale- 
ment éloignés  des  extrêmes  ont  des  coe£i:cients  égaux. 

Cette  propriété  ,  que  l'on  reconnaît  par  l'inspection  des 
puissances  successives,  est  une  conséquence  de  la  proposi- 
tion du  n°  32i.  Le  coefficient  du  terme  qui  en  a  n  avant 
lui  est  le  nombre  des  produits  différents  de  m  lettres  n  à  n. 
Le  développement  contenant  m  -\-  1  termes ,  le  terme  qui 
en  a  71  après  lui ,  en  a  m  —  ji  avant  lui ,  et  son  coefficient 
est  le  nombre  des  produits  de  7?i  lettres  m  —  Ji  à  m  —  n. 
Or,  ces  deux  nombres  sont  égaux  (n^  321  ). 

La  démonstration  suivante  conduit  plus  directement  à  la 
même  conclusion.  Le  binôme  x  -h  «  ne  changeant  pas 
quand  on  échange  entre  elles  les  lettres  x  et  a,  il  doit  en 
être  de  même  du  développement  de  (x  4- «)'"•,  or,  si  l'on 
désigne  par  R  le  coefficient  du  terme  qui  en  a  n  avant  lui , 
ce  terme  sera  Ka".r"'~"-,  et  par  le  changement  de  x  en  a  cl 
de  a  en  X,  il  deviendra  K^''^""".  Le  terme  Kx'a"'-"  devra 
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clone  se  trouver  aussi  dans  le  développement.  Mais  ce  terme 
en  aura  n  après  lui.  Le  coefficient  du  terme  qui  en  a  n  après 
lui  est  donc  le  même  que  celui  du  terme  qui  en  a  «  avant  lui . 

331.  Pour  obtenir  le  développement  de  (.r  —  a)'",  il 
suffît  de  changer  a  en  — «,  dans  le  développement  de 
[x  -\-  «)'"j  par  ce  changement,  les  termes  de  rang  pair,  qui 
contiennent  des  puissances  impaires  de  a,  prennent  le 
signe  — ,  et  les  termes  de  rang  impair  ne  changent  pas  de 
signe;  on  a  donc 

.  m  (tn  —  I  )    „  IV  (m  —  \)  (m  —  "2)    . 

X  —  rt)'"=  X'"  —  max'»-'  H !: a'x'"-'  —  - — ^ —^ û^jt'»  -3_i.  ^  ,  ,, 

r .  '2  I    '2  3 

332.  En  supposant  .r  =  i  et  «  =  i  ,  dans  la  formule  qui 
donne  le  développement  de  (x+a)"',  on  voit  que  la  somme 
des  coeJfÎ£ients,  enj  comprenant  les  coefficients  des  deux 
termes  extrêmes,  est  égale  à  i^. 

En  faisant  les  mêmes  suppositions  dans  la  formule  qui 
donne  le  développement  de  (x  —  «)'",  on  reconnaît  que  la 
somme  des  coefficients  des  termes  de  rangs  impairs  est 
égale  à  la  somme  des  coefficients  des  ternies  de  rangs  pairs . 

333.  Pour  développer  une  puissance  d'un  binôme  quel- 
conque ,  on  peut  développer  d'abord  la  puissance  de  même 
degré  de  x  H-  «  ou  de  x  —  a\on  remplace  ensuite  les  lettres 
X  et  a  par  les  termes  du  binôme  proposé.  Ainsi ,  pour  obte- 
nir le  développement  de  (2X^  —  3<2^j^)%on  fera  d'abord 
celui  de  (.r  —  a)%  qui  est 

x^  —  5  ax'  -h  10  a- x^  —  lo  a^x^  -\-  5  a^ x  -\-  a'"", 

on  remplacera  ensuite  x  par  2X%  et  a.  par  3rt*j^,  ce  qui 
donnera 

'  —  3  a'jy  =  32  x'»  —  240  a'jx^'  -h 720  n'y'  x''  —  1 080  rt V  x"  H-  81  o  rt^>* x^—  248 a' V 
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On  peut  disposer  le  calcul  comme  on  le  voit  ci-dessous 

5     •  4  3  2  1 
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1 

5 

10 

1(1 

5 

l 

32  x'' 

16a'"- 

Hx' 

4-' 

2x^ 

! 

I 

3a-j 

9«V- 

27  a«j' 

81  a'y* 

24:î«'V' 

32  j:'^  —  2j|0  a"-j'x'"-  H-  720  a*y-x^  —  \ oSo  a'^ y^  x'^ -i-  8lo  a^j^x"^  —  5>^3  ^'"7*. 

La  première  ligne  se  forme  en  écrivant  une  suite  de  frac- 
tions dont  les  numérateurs  sont  les  nombres  naturels  dé- 
croissants ,  depuis  l'exposant  5  de  la  puissance  que  l'on  veut 
former,  jusqu'à  l'unité,  et  dont  les  dénominateurs  sont  les 
nombres  naturels  croissants  à  partir  de  i. 

La  deuxième  ligne  comprend  les  coefficients  numériques 
du  développement  de  (x  -\-  aY.  Pour  former  ces  coefficients, 
on  écrit  d'abord  le  premier  d'entre  eux  qui  est  1 5  on  mul- 
tiplie ensuite  i  par  la  première  fraction  ~  de  la  première 
ligne;  puis  on  multiplie  5  par  la  seconde  fraction  j  de  la 
première  ligne*,  ainsi  de  suite. 

La  troisième  ligne  se  forme  en  écrivant,  de  droite  à 
gauche,  les  diverses  puissances  de  q.x^^  depuis  la  puissance 
dont  l'exposant  est  zéro  et  qui  est  égale  à  i  ,  jusqu'à  la 
cinquième  puissance. 

La  quatrième  ligne  se  forme  en  écrivant,  de  gauche  à 
droite,  les  puissances  de  3  à^y^  depuis  la  puissance  dont  l'ex- 
posant est  zéro,  jusqu'à  la  cinquième. 

Enfin,  on  obtient  la  cinquième  ligne,  qui  est  le  déve- 
loppement de  {2x^  —  3a^y)^,  en  multipliant  entre  eux  les 
termes  placés  les  uns  au-dessous  des  autres  dans  les  trois 
lignes  précédentes.  On  donne  alternativement  aux  produits 
les  signes  -|-  et  — ,  parce  que  le  second  terme  du  binôme 
proposé  a  le  signe  — . 

334.  En  appliquant  la  formule  du  binôme  au  développe- 
ment de  la  puissance  m'^'"^  de  chacune  des  expressions  ima- 
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ginaires  a  H-  ê  sj — i ,  a  —  §  y/ —  i  ,  et  en  ayant  égard  à  ce 

qui  a  été  dit  sur  les  puissances  de  y/ — i  (n*^  206),  on  trouve 
les  deux  formules  ci-après  : 


v'37)..-. 


m  (m  —  I  )  ^„       m  (m  —  i  )  fm  —  2)  (m  —  3) 

J     -i  1.2.3.4 

tm  (m  —  0  (m  —  2)  ,  „„  1  „    / 

n,K'"-' !^ -^- '  «'"-5  ê-  +  ...  I  S  V— ' , 

m  (/?î — 1)  ^        m  (m  —  i)  (m — 2)  (m — 3) 

, \  I  l   .  'X  1.2.3.4 

g  \j-xy^l 

[m  {m.  —  \^  [ni  —  2)  ,  1        , 

mcc"^-' ^ '-^—^ '  ar-^^'-^  ...       êV— T. 

Puissances  des  polynômes. 

335.  Soit  le  polynôme  a-{-h-\-c-+-d-^  etc.,  qu'on  doit 
élever  à  la  m'^'"^  puissance,  si  l'on  fait  b-\-c-\~d-\~ .  .  .=x., 
on  aura  à  développer  [a-\-xY\  Si  l'on  fait  ensuite 
c  -{-  d-\- .  .  .  =='-y,  les  puissances  de  x  seront  celles  du  bi- 
nôme b~^j'^  ainsi  de  suite.  On  parviendrait  ainsi  au  dé- 
veloppement de  {a-i-  b  -jr  c  -\-d~\-.  .  . )"*•  et  on  pourrait . 
trouver,  par  ce  moyen,  l'expression  d'un  terme  quelconque, 
ou  le  terme  général  du  développement.  Mais  on  parvient 
aussi  à  reconnaître  la  composition  des  puissances  d'un  po- 
lynôme par  une  autre  considération  fort  simple,  et  sans 
passer  par  les  puissances  d'un  binôme. 

Si  l'on  formait ,  par  la  multiplication ,  le  produit  de  m 
polynômes  égaux  à  a-{-b-\-c-i-d-h  etc.,  sans  faire  aucune 
réduction  de  termes  semblables,  les  termes  du  produit 
seraient  tous  les  produits  formés  avec  un  terme  quelconque 
du  premier  facteur,  un  terme  quelconque  du  second  fac- 
teur; ainsi  de  suite  jusqu'au  m'^'"''  facteur;  c'est-à-dire,  tous 
les  arrangements  m  à  m  des  lettres  a^  b^  c^  d^  etc.,  avec 
répétition  des  lettres  ,(n°  325) .  Après  la  réduction  des  termes 
semblables,  les  termes  du  produit,  abstraction  faite  des 
coefficients ,  seront  les  combinaisons  m  km  des  lettres  fl ,  /^ , 
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c,  d^  etc.,  prises  chacune  une  ou  plusieurs  fois^  et  le  coef- 
ficient de  cliaque  combinaison  sera  le  nombre  des  permuta- 
tions qui  pourront  être  effectuées  entre  toutes  les  lettres  qui 
s'y  trouveront  contenues.  Il  ne  s'agit  donc  que  de  trouver 
Texpression  de  ce  nombre  de  permutations. 

Considérons  à  cet  effet  un  produit  quelconque  a'^hJ'c'i .  .  . 
de  m  facteurs.  Si  les  facteurs  étaient  tous  différents,  le 
nombre  des  permutations  serait  P  =  i .  2 . 3 .  .  .  m .  Quand  n 
facteurs  deviennent  égaux,  les  permutations  qui  ne  diffé- 
raient entre  elles  que  par  la  disposition  de  ces  facteurs 
sont  rendues  identiques.  Or,  le  nombre  des  permutations 
différentes  seulement  les  unes  des  autres  par  la  disposition 
de  n  facteurs,  est  celui  des  permutations  de  ces  n  facteurs^ 
donc  il  est  1.2  3...7Z.  Donc,  en  nommant  P' le  nombre 

des  permutations  dans  le  cas  de  l'égalité  de  n  facteurs ,  tous 

p 
les  autres  étant  différents,  P' = Si  d'autres  fac- 

teurs ,  en  nombre  /?,  deviennent  égaux  entre  eux ,  sans  être 
égaux  aux  premiers ,  le  nombre  des  permutations  se  réduira 

de  la  même  manière,  de  sorte  qu'il  deviendra ,  ou 

'  ^  1 . 2 .  .  .  y> 

-,  ainsi  de  suite.  Le  nombre  des  permu- 


1.2   .  .ny^  i  .1.  .  .p 

tations  qui  pourront  être  effectuées  dans  le  produit  proposé 

a'^bP  c'^ .  .  .  est  donc 

I-2.3...W  


1.2.../2XÏ-2..     /3X12 


C*  )  Si  l'on  prend  pour  exemple  le  produit  a^h-^  ou  aaabb  y  le  nombre  des 

2.3  4.5 
permutations  différentes  de  ce  produit  sera    -^-r; ou   10    On   peut  le 

vérifier,  en  formant  ces  permutations.  A  cet  effet,  on  écrira  d'abord  la 
lettre  i  à  toutes  les  places,  dans  le  produit  fla<i;  on  mettra  ensuite,  dans 
tous  les  résultats,  la  seconde  lettre  i  à  la  gauche  de  la  première,  et  on  la 
l'era  successivement  avancer  jusqu  à  la  première  place. 
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11  suit  de  là  que  le  terme  général  de  (a-\-h-\-c-hd-h  .  .  .  )'"  est 

I  .  2  . 3 .  . .  /« 

(i;  _ a^hPc^..., 

^  '  I  .  2  .  .  .  /?  X  1  .  2 .  .  .  />  X  I  .  2 .  .  .  y .  .  .  ' 

avec  la  condition 

(2)  n -{-p -h  q -{-...=:  m. 

Pour  obtenir  tous  les  termes  de  (<2  +  ^  -f-  c  -f-  c^-f- .  .  .)'", 
on  devra  donner  aux  exposants  w,  p^  q,  etc.,   dans  la  for- 
mule (i),  toutes  les  valeurs  entières  positives,  y  compris 
zéro ,    qui    vérifieront  l'équation   (2)  \    et  si    72  =  o ,    par 
exemple ,  il  faudra  ne  pas  tenir  compte  de  la  suite  i .  2 . 3 . . .  72  ; 
car  les  nombres  par  lesquels  on  doit  diviser  i.2.3...w 
sont  seulement  les  nombres  de  permutations  correspon- 
dants aux  différents  groupes  de  facteurs  égaux  contenus 
dans  le  produit  a^h^ c"^ .  .  . .  On  pourra  aussi  former  toutes 
les  combinaisons  dilférente's  in  à  in  des  lettres  a,  Z>,  c,  etc., 
prises  chacune  une  ou  plusieurs  fois,  comme  cela  a  été 
expliqué  dans  le  n^  324-,  et  donner  ensuite  à  chacune  de 
ces  combinaisons  le  coefficient  déterminé  par  la  formule  (i). 
Si   N  est  le   nombre  des   termes    différents    du    poly- 
nôme a  -\-h  -\-  c  -^-  d-\r  etc.,    le  nombre   des   termes  de 
(a-\-h-\-c-\-d-\- .  .  .)'"  sera  donné  par  la  formule  du  n^  323, 
dans  laquelle  il  faudra  remplacer  m  par  N  et  n  par  m.  La 
somme  de  tous  les  coefficients  sera  N'". 

336.  Si  Ton  avait  à  former  une  puissance  d'un  polynôme 
ordonné  suivant  les  puissances  de  x 

a  -\-hx  -\-  cx'^  -f-  dx'^  +  .  .  . , 

le  terme  général  deviendrait 


I    2.3.  .  .m  X  a^bPci 


1.2. ../zX  12. ../>X  1.2. ..(/X... 


rf-p+7q+Zr-h. 


Pour  obtenir  tous  les  termes  dans  lesquels  x  aurait  un 
5*"  édit.  23 
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même  exposant  /e,  il  faudrait  déterminer  les  exposants  72, 

/;,  //,  7',  etc.,  an  moyen  des  deux  équations 

Mais,  si  l'on  voulait  avoir  tous  les  termes  de  la  puissance, 
ou  même  seulement  tous  ceux  dans  lesquels  l'exposant  de  x 
ne  surpasserait  pas  une  limite  donnée,  il  y  aurait  peu  d'a- 
vantage à  se  servir  des  formules  générales  que  nous  venons 
d^établir^  et  il  serait  plus  commode  d'opérer  par  la  multi- 
plication. 

Extraction  des  racines  des  polynômes. 

337.  On  a  vu ,  dans  l'Arithmétique ,  comment  la  compo- 
sition du  carré  et  du  cube  de  la  somme  de  deux  nombres  con- 
duit aux  règles  relatives  à  l'extraction  de  la  racine  carrée  et 
de  la  racine  cubique  des  nombres.  On  déduit  pareillement 
de  la  connaissance  des  deux  premiers  termes  x'"  -h  max 
du  développement  de  (x  +  a)'^,  les  procédés  qu'il  faut  suivre 
pour  extraire  les  racines  de  degrés  quelconques  des  nombres  ; 
et  l'on  parvient  à  des  règles  analogues  à  celles  qui  concer- 
nent les  racines  carrée  et  cubique  5  mais  comme  ces  règles 
trouvent  peu  d'applications ,  nous  passerons  immédiate- 
ment à  l'extraction  des  racines  des  polynômes.. 

338.  Supposons  qu'on  ait  à  extraire  la  racine  m'^""'  d'un 
polynôme  P. 

Le  polynôme  P  étant  le  produit  de  m  facteurs  égaux  à  la 
racine  cherchée,  si  l'on  conçoit  que  ce  polynôme  et  la 
racine  soient  ordonnés  suivant  les  puissances  décroissantes 
d'une  lettre  x ,  le  premier  terme  du  polynôme  P  sera  le 
produit  de  m  facteurs  égaux  au  premier  terme  de  la  racine  ; 
par  conséquent,  le  premier  terme  de  la  racine  sera  la 
r^acine  77?"'"''  du  premier  terme  de  P. 

Afin  de  ne  pas  avoir  à  faire  plusieurs  explications  sem- 


m—l 
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blables,  supposons  que  l'on  ait  obtenu  un  nombre  quel- 
conque de  termes  de  la  racine ,  et  cherchons  comment  on 
pourra  obtenir  le  terme  suivant. 

Soient  A  la  somme  des  termes  connus  de  la  racine,  et  B 
la  somme  des  autres  termes  ^  on  aura  P  =:  (A  -h  B)'",  d'où, 
en  nommant  R  le  reste  P  —  A'", 


m  [m  —  I 
R  —  m  A'"  -  '  B  H ^ ^  A"'-^  B' 

I  .2 


Désignons  par  a  le  premier  terme  de  la  racine,  et  par  X 
le  terme  de  B  qui  contient  le  plus  fort  exposant  de  x,  et  qui 
est  celui  que  l'on  veut  trouver.  Le  terme  qui  contient  le 
plus  haut  exposant  de  j',  dans  le  produit  /?zA'"~^B,  sera 
/72a'"~^X.  Les  termes  de  plus  fort  exposant,  dans  les  pro- 
duits A'"-^B%  A'"-'B%  etc.,  seront  a'"-^X%  a'"-^;^^  etc. 
Or,  l'exposant  de  x  dans  a"'~^  a  surpasse  celui  de  cette  lettre 
dans  a'"~^X'%  puisque  l'un  des  facteurs  a.  du  premier  pro- 
duit est  remplacé  dans  le  second  par  /  qui  contient  x  à  une 
moindre  puissance  que  a.  Par  une  raison  semblable,  l'ex- 
posant de  X  dans  a'"~^X^  est  moindre  que  dans  a'"~^X^  ;  ainsi 
de  suite. 

Il  suit  de  là  que  le  terme  de  R  qui  contient  le  plus  fort 
exposant  de  x  est  égal  à  ina'''~^l.  Par  conséquent,  pour 
obtenir  le  terme  X ,  il  faut  diviser  le  premier  terme  de  R 
par  77ïa'"~*. 

D'après  ces  explications ,  qui  ne  changeraient  pas  si  le 
polynôme  P  et  sa  x^acine  étaient  ordonnés  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  x ,  on  est  conduit  à  la  règle  suivante  : 

Pour  extraire  la  racine  -m^^^^  d'un  polynôme  P,  ordon- 
nez-le^suii^ant  les  puissances  décroissantes  ou  croissajites 
d'une  lettre.  Prenez  la  racine  m'^™^  du  premier  terme ^ 
Dous  aurez  le  premier  terme  de  la  racine.  Divisez  le 
2*^  terme  de  V  par  m.  fois  la  (m —  ijième  puissance  du  pre- 
mier terme  de  la  racine ,  vous  aurez  le  i^  terme  de  cette 

23. 
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racine.  Bclrnnchez  de  P  la  iii'*^^"^*^  piussance  de  la  somme 
des  deux  termes  trouK^és,  et  dwisez  le  premier  terme  du 
reste  par  va.  fois  la  (m  —  ^y^^^  puissance  du  prender  terme 
de  la  racine,  "vous  aurez  le  3*^  terme.  Ainsi  de  suite . 

Lorsque  le  polynôme  proposé  est  une  puissance  m'^""' 
exacte,  ces  opérations  conduisent  à  un  reste  nul.  Réci- 
proquement, quand  on  parvient  à  un  reste  nul,  le  poly- 
nôme proposé  est  une  puissance  m'^'""  exacte-,  et  la  quantité 
qu'on  a  trouvée  est  la  racine  m"'""'  de  ce  polynôme. 

339.  Quand  le  polynôme  proposé  n'est  pas  une  puissance 
m"'""'  exacte,  on  doit  continuer  l'opération  jusqu'à  ce  qu'il 
en  résulte  un  caractère  qui  fasse  reconnaître  qu'elle  ne  se 
terminera  pas.  Or,  si  l'on  a  ordonné  suivant  les  puissances 
décroissantes  d'une  lettre,  les  degrés  des  restes  successifs 
iront  constamment  en  diminuant.  En  effet,  en  considérant 
seulement  l'opération  pour  les  polynômes  qui  ne  con- 
tiennent que  des  puissances  entières  de  la  lettre  principale, 
supposons  le  polynôme  P  du  degré  mp.  L'extraction  de  la 
racine  /ri'^"""  du  premier  terme  donnera  un  terme  a  du  degré 
p.  Le  reste  P  —  a'"  sera  au  plus  du  degré  mp  —  i  •  et  la 
division  du  premier  terme  de  ce  reste  par  m  a'"~^  donnera  un 
terme  dont  le  degré  sera  au  plus  mp  —  i  —  {in  —  i)  ^,  ou 
p  —  I.  Désignons,  comme  ci-dessus,  par  A  la  somme  d'un 
nombre  quelconque  de  termes  consécutifs  résultant  de  l'o- 
pération ,  par  R  le  reste  P  —  A'",  et  par  \  le  terme  qui 
proviendra  de  la  division  du  premier  terme  de  R  par 
ma!'*~^ .  La  quantité  qu'on  devra  soustraire  de  R  sera 
(A  H- X)'" — A'",  ou  mA"'~^A -f- etc.  Cette  quantité  con- 
tiendra le  terme  moC"''^!^  qui  sera  égal  au  premier  terme 
de  R-,  et  ses  autres  termes,  d'après  les  explications  précé- 
dentes, auront  des  degrés  moindres.  Donc,  après  la  sous- 
traction, le  degré  du  reste  sera  inférieur  à  celui  de  R.  II 
suit  de  là  que,  si  l'on  ne  peut  obtenir  un  reste  nul,  on 
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parviendra  à  un  rcslo  après  lequel  on  aura  un  lernio  dont 
Texposant,  multiplié  par  m,  donnera  un  produit  moindre 
que  l'exposant  du  dernier  terme  du  polynôme^  on  sera 
alors  assuré  que  le  polynôme  n'est  pas  une  puissance  m'"^'"' 
exacte,  et  que  l'opération  ne  peut  pas  être  terminée;  car 
lorsqu'elle  se  termine,  le  dernier  ternie  du  polynôme  est 
la  puissance  zri"  ""  du  dernier  terme  de  la  racine  ;  par  consé- 
quent l'exposant  d'aucun  terme  de  la  racine  nest  inférieur 
à  celui  de  la  racine  m""""  du  dernier  terme  du  polynôme. 

Quand  le  polynôme  P  est  ordonné  suivant  les  puissances 
croissantes  de  la  lettre  principale,  on  est  averti  que  l'opé- 
ration ne  se  terminera  pas ,  lorsqu'on  est  conduit  à  mettre 
à  la  racine  un  terme  dans  lequel  l'exposant  de  cette  lettre, 
nmlliplié  par  m,  donne  un  produit  plus  grand  que  l'expo- 
sant de  la  même  lettre  dans  le  dernier  terme  du  polynôme. 

Dans  le  cas  où  le  polynôme  proposé  ne  contient  aucun 
dénominateur  littéral  ou  numérique,  s'il  est  une  puissance; 
m'^'"'',  sa  racine  ne  peut  pas  être  fractionnaire  ;  par  consé- 
quent on  est  assuré  que  l'opération  ne  se  terminera  pas 
lorsqu'on  parvient  à  un  reste  dont  Je  premier  terme  n'est 
pas  divisible  par  m  fois  la  (m  —  ij"""^  puissance  du  premier 
terme  de  la  racine. 

340.  Quand  le  premier  terme  du  polynôme  proposé  n'est 
pas  une  puissance  exacte  du  degré  ni ,  la  racine  m"'""'  de 
ce  polynôme  n'est  pas  une  quantité  rationnelle;  mais  on 
peut  encore  appliquer  la  règle  ci-dessus  en  exprimant  la 
racine  m'^'""  du  premier  terme ,  au  moyen  du  signe  sj  ,  ou 
avec  des  exposants  fractionnaires.  On  peut  aussi  multiplier 
le  polynôme  par  un  facteur  a  tel ,  que  le  premier  terme 
devienne  une  puissance  //i'^'"'';  si  le  polynôme  qui  en  résulte 
a  une  racine  m''""'  exacte  Q,  la  racine  ni''""'  du  polynôme 

j         '         Q 
donne  est  — 

m 

fa 
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Lorsque  le  p.remier  terme  du  polynôme  est  une  puissance 
jj^ième  exacte,  les  termes  qu'on  obtient  à  la  racine  sont  tous 
rationnels  -,  par  conséquent ,  pour  que  l'opération  puisse  se 
terminer,  il  faut  que  le  dernier  terme  du  polynôme  soit 
une  puissance  m'^'"''  exacte. 

341 .  Le  polynôme  P  étant  A x'"^  -f-  B  j:'"^"~*  -f-  etc. ,  l'opé- 
ration fait  trouver  des  termes  entiers  par  rapport  à  x,  jus- 
qu'à ce  que  Ton  soit  parvenu  à  un  reste  R  du  degré 
mp  —  p —  I  ,  ou  d'un  degré  moindre.  Ainsi,  on  peut  dé- 
composer un  polynôme  du  degré  mp  en  deux  parties,  dont 
l'une  est  la  puissance  m'"""  d'un  polynôme  entier  par  rap- 
port à  X ,  et  l'autre  est  du  degré  nip  —  p  —  i ,  ou  de  degré 
moindre.  On  ne  peut  obtenir  qu'une  seule  décomposition 
semblable  d'un  polynôme  donné  \  car  les  termes  qui 
résultent  de  l'opération,  jusqu'à  ce  que  l'on  soit  parvenu 
au  reste  R,  ne  dépendent  pas  des  termes  du  polynôme  P 
dont  le  degré  est  moindre  que  mp  —  p-^  par  conséquent,  si 
Q  est  l'ensemble  des  termes  qu'on  a  trouvés,  et  si  Z  est  un 
polynôme  d'un  degré  moindre  que  mp  — /?,  et  tel,  que  P  —  Z 
soit  une  puissance  m'^"'%  la  racine  m'''"^  de  P  —  Z  sera  Q  : 
et,  par  suite,  on  aura  Z=R. 

342.  On  n'a  pas  eu  égard,  pour  l'extraction  de  la  racine 
jy^ième  j^j.  polyuômcs ,  à  ce  qui  a  été  dit  des  diverses  racines 
d'un  même  degré  d'une  quantité  quelconque  (n°  2J4); 
mais  ou  verra  dans  la  suite  que  ces  racines  se  déduisent  de 
l'une  d'entre  elles  \  et  on  les  trouverait  toutes  par  la  règle 
ci-dessus,  si  Ion  considérait  successivement  toutes  les  racines 
j^icmes  j^  premier  terme  du  polynôme. 

Triangle  arithmétique  et  nombres  Jigurés. 

343.  D'après  la  loi  des  exposants  de  x  et  de  a  dans  le 
développement  de    [x-\-a)"\   et  sans   connaître  celle  des 
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coefficients,  ou  peut  poser 

(x  H-  a)'"  =  X"'  4-  Aax"'~'  H-  Ba''x'"---h  Ca^af'-^-h  .... 
En  multipliant  par  x  -\-  a,  il  vient 

{x  ■+-  «)"'+'  =  x'«+'  +  Aax"*  +  Ba^x"'~'  -+-  Ca^x'"-^~h-  .  . 
+     ax"*  H-  Aa'x'"-'  +  Brt!^r'"-^  -f- .  .  .  . 

On  conclut  de  là  que  /e  coefficient  cViui  terme  de  la 
(m  -f-  i)>'^™e  puissance  ^e  x  H-  a ,  e^f  /a  somme  du  coejfficient 
du  terme  de  même  rang  et  de  celui  du  terme  précédent 
dans  la  puissance  m^*^™®. 

344.  En  se  fondant  sur  cette  proposition ,  on  peut  former 
les  coefficients  des  puissances  successives  de  x  -{-  a  ,  comme 
on  le  voit  dans  le  tableau  suivant  : 


' ,     1 5 

'  V 

.'  i , 

I , 

1 , 

i  , 

1,.  . 

1  ,        2, 

3, 

4, 

5, 

6, 

rr 

8,.. 

î  , 

3, 

<s 

ÎO, 

»5, 

21, 

2.8,.. 

I, 

4, 

lO, 

20, 

35, 

56,    . 

j , 

5, 

i5, 

35, 

70,    , 

1 , 

6, 
1  , 

21, 

7. 

28,  .. 
( ,.  . 

La  première  colonne  est  formée  d'un  seul  terme  qui  est  i . 
La  deuxième  colonne  est  formée  du  nombre  i  écrit  deux 
fois.  On  forme  la  troisième  colonne  en  plaçant,  à  coté  de 
chaque  terme  de  la  deuxième  colonne,  le  nombre  qu'on 
obtient  en  ajoutant  à  ce  terme  celui  qui  est  au-dessus  :  on 
trouve  ainsi ,  pour  le  premier  terme  de  la  troisième  colonne, 
I  -4-  G  ou  I  ^  le  deuxième  terme  est  i  H-  i  ou  2  ;  et  le  troi- 
sième terme  est  o  4-  i  ou  1 .  La  quatrième  colonne  se  déduit 
de  la  troisième,  comme  celle-ci  de  la  deuxième.  Ainsi  de 
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suite.  Les  deux  termes  de  la  deuxième  colonne  pouvant  être 
considérés  comme  les  coefficients  de  la  première  puissance 
de  X  H-  « ,  il  résulte  de  la  règle  ci-dessus  que  les  termes  de 
la  troisième  colonne  sont  les  coefficients  du  développement 
de(.r-f-a)^^  que  ceux  de  la  quatrième  colonne  sont  les 
coefficients  du  développement  de  (xH-^)^,  elc. 

Ce  tableau ,  inventé  par  Pascal ,  a  reçu  le  nom  de  triangle 
arithmétique  -,  il  peut  être  prolongé  indéfiniment. 

345.  Il  suit  de  la  composition  du  triangle  arithmétique, 
que  le  jt?'^'"^  terme  d'une  ligne  horizontale  quelconque  est  la 
somme  des/^  premiers  termes  de  la  ligne  horizontale  précé- 
dente. Car,  si  Ton  considère ,  par  exemple ,  le  sixième  terme 
de  la  quatrième  ligne,  qui  est  56;  il  a  été  formé  en  ajou- 
tant les  deux  nombres  21  et  35  ,  qui  sont  placés  à  sa  gauche 
dans  la  troisième  ligne  et  dans  la  quatrième;  mais  35  est  la 
somme  des  termes  i5  et  20  de  ces  deux  lignes;  20  est  la 
somme  des  termes  10  et  10  des  mêmes  lignes:  le  terme  10 
de  la  quatrième  ligne  est  la  somme  des  termes  6  et  4i 
enfin ,  4  *^st  la  somme  des  termes  3  et  i  ;  on  a  donc 
56=2i-hi5H-io  +  6-l-3-hi. 

346.  Le  principe  sur  lequel  est  fondée  la  construction  du 
triangle  arithmétique ,  et  la  propriété  que  nous  venons  de 
faire  remarquer,  peuvent  se  déduire  de  la  théorie  des  com- 
binaisons. En  effet,  le  coefficient  du  (/z  H-  i)'^""^  terme  de 
la  (m  -\-  i)'^'"^  puissance  à^  x  -\-  a  est  égal  au  nombre  des 
combinaisons  de  772  -j-  i  lettres  prises  n  h  n.  Or,  ces  combi- 
naisons peuvent  être  considérées  comme  composées  de  deux 
parties,  savoir:  des  combinaisons  qui  ne  renferment  pas 
une  des  lettres,  a  par  exemple,  et  dont  le  nombre  est  celui 
des  combinaisons  de  m  lettres  n  à  /i;  et  des  combinaisons 
qui  renferment  la  lettre  rt ,  et  dont  le  nombre  est  celui  des 
combinaisons  de  m  lettres  n  —  i  à  Ai  —  i.  D'après,  cela,  en 
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faisant  usage  de  la  même  notation  que  dans  le  n*'  319,  on  a 

(l)  {m-hl)r^=  (w)„  -h  (m\_,  ; 

cette  égalité  démontre  la  proposition  qui  a  été  établie  dans 
len«343. 

Pour  démontrer,  par  la  théorie  des  combinaisons  ,  que  le 
jyieme  jg^jn^  d'uuc  liguc  horizontale  du  triangle  arithmétique 
est  la  somme  des  p  premiers  termes  de  la  ligne  horizontale 
précédente,  il  faut  remarquer  que  le  premier  terme  de  la 
[n  -{-  lY"""'  ligne  horizontale  du  triangle  arithmétique  appar- 
tenant à  la  (/z  4- i)"'"^  colonne  verticale,  il  s'ensuit  que 
\q  pièm^  terme  de  la  (zz -f-  i)"^""'  ligne  horizontale  est  dans 
\n.  [n -\- p)'^'"'^  colonne  verticale ,  de  sorte  qu'il  est  l'un  des 
coefficients  du  développement  de  (x -+- a)"'^P~'^ \  et  il  est  le 
coefficient  du  [n  -f-  i)'^'"''  terme  de  ce  développement,  puis- 
qu'il occupe  dans  la  colonne  verticale  le  [n  4-  i )'"""*  rang. 
Ce  terme  est  donc  le  nombre  des  combinaisons  de  n-\-p — i 
lettres  prises  n  à  Ji  ^  ou  [ji -\- p —  i)„. 

Cela  posé,  si,  dans  la  formule  (i),  on  remplace  m  par 
n-\-p  —  2,  on  obtient  la  suivante  : 

{n  -{-  p  —  i)„  —  (/2  -f-  p  —  2)„  -f-  (/z  -h  j»  —  2)«_,  ; 

et  en  remplaçant  successivement  dans  celle-ci  /?  par  p  —  i  , 
par  p  —  2  , .  .  . ,  par  p  —  i^p  —  2)  ou  2 ,  on  forme  une  suite 
d'égalités  desquelles  on  conclut,  en  observant  que  ('^),i=  i , 

[n  -f-/?  —  I  )„  =  [n  -hjj  —  2)„_,  -f-  {/i  -\-p  —  3)„-_,  +  .  .  .  H-(«)„_,  -h  I . 

Cette  égalité  démontre  le  principe  qu'il  s'agissait  d'établir^ 
car  le  p'^"'"  terme  de  la  (/z  -t-  i)"""'  ligne  étant  [?i  -\-  p  — 1)„, 
les  p  premiers  termes  de  la  /z"^^'""  ligne  sont,  dans  l'ordre 
décroissant,  (/z+p  —  2)„_i,  (n -\- p  —  3)„_i,...,  i. 

347.   Les  nombres  qui  composent  les  dilférentes  lignes 
du  triangle  arithmétique,  à  partir  de  la  2S  ligne,  ont  reçu 
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le  nom  de  nombres  figurés.  Les  nombres  de  la  Ql^  ligne ,  ou 
les  nombres  naturels,  sont  les  nombres  figurés  du  i'^'^  ordre  ; 
les  nombres  de  la  3*^  ligne  sont  les  nombres  figurés  du 
2^  ordre;  les  nombres  de  la  4^ ligne  sont  les  nombres  figurés 
du  3*^  ordre;  ainsi  de  suite.  Les  nombres  figurés  du  i"  ordre 
sont  aussi  appelés  nombres  triangulaires^  et  les  nombres 
figurés  du  3*"  ordre  sont  appelés  nombres  pyramidaux  tri- 
angulaires. On  appréciera  bientôt  la  raison  de  ces  dénomi- 
nations (■*'). 

D'après  ce  qui  a  été  dit  dans  les  n"^  34o  et  346 ,  la  somme 
des  p  premiers  nombres  figurés  de  Tordre  n  est  égale  au 
j^ème  jiQnibre  figuré  de  l'ordre  n  -\-  i-^  celui-ci  est  le  nombre 
des  combinaisons  de  n  H-  p  lettres  w  -h  i  à  /i  +  i ,  et  son 
expression  est,  d'après  la  formule  du  n'^BlS, 

^^^  1  .  2  .  3  ...(//  -h   I  j 

Pour  obtenir  la  somme  des  j)  premiers  nombres  naturels  . 

on  fera  ?i  =  i  dans  la  formule  (2)  :  elle  deviendra , 

^  '  2 

ce  qui  s'accorde  avec  ce  que  nous  avons  vu  en  nous  occu- 
pant des  progressions  par  différence. 

Sommation  des  piles  de  boulets. 

3 18.  Les  piles  de  boulets  sont  composées  d'une  suite  de 
tranches  horizontales  disposées  de  telle  sorte,  que  les  boulets 
de  chaque  tranche  se  trouvent  placés  au-dessus  des  vides  des 


(  *■')  La  dénomination  de  nombres  figurés  ne  s''appii(|ue  pas  seulement 
aux  nombres  qui  composent  le  triangle  arithmétique  de  Pascal;  elle  a  été 
étendue  à  beaucoup  d''autres  suites  de  nombres,  parmi  lesquelles  sont 
comprises  la  suite  des  carrés  des  nombres  naturels,  qu'on  nomme  les 
nombres  carrés,  et  la  suite  des  nombres  qui  se  forment  par  Faddition  de 
plusieurs  termes  consécutifs  de  la  suite  des  carrés  des  nombres  naturels 
à  partir  de  1.  Mais  la  théorie  de  ces  diverses  suites  de  nombres  figurés  n'est 
qu'un  simphî  objet  de  curiosité. 
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boulets  de  la  tranche  immédiatement  inférieure  ^  tous  les 
boulets  se  touchent  et  sont  de  môme  calibre. 

ha.  pile  triangulaire  a  la  forme  d'une  pyramide  triangu- 
laire dont  la  base  est  un  triangle  équilatéral  -,  chaque  tranche 
est  formée  d'une  suite  de  files  de  boulets  telles,  que  ,  à  partir 
de  l'un  des  sommets  de  la  tranche,  la  première  file,  qui 
est  le  sommet  lui-même,  ne  contient  qu'un  seul  boulet;  la 
deuxième  file  en  contient  2  5  la  troisième  file  en  contient 
3  ,  etc.  Il  résulte  de  cette  disposition  des  files  et  de  la  dispo- 
sition des  tranches  horizontales  les  unes  à  l'égard  des  autres, 
que  les  nombres  de  boulets  des  différentes  tranches,  à  partir 
du  sommet,  sont 

1,      1  +  2,      i-{-2  4-3,      i4-2-f-3-h4,-.    . 

Ces  nombres  sont  ceux  qui  composent  la  3*^  ligne  du  tri- 
angle arithmétique,  ou  les  nombres  triangulaires.  Par 
conséquent,  si  le  nombre  des  boulets  d'un  des  côtés  de  la 
base  est  représenté  par  p^  on  obtiendra  le  nombre  des 
boules  de  la  pile  en  faisant  dans  la  formule  (2)  n  =z  1^  ce 
qui  donne 

(^>  TTTs 

La  pile  quadrangulaire  a  la  forme  d'une  pyramide  qua- 
drangulaire  dont  la  base  est  un  carré.  Cette  pile  est  compo- 
sée ,  à  partir  du  sommet ,  d'une  suite  de  tranches  dont  la  pre- 
mière contient  un  seul  boulet,  la  deuxième  en  contient  2", 
la  troisième  en  contient  3^;  ainsi  de  suite;  de  sorte  que,  si 
le  nombre  des  boulets  d'un  des  côtés  de  la  base  est  p^  le 
nombre  des  boulets  de  la  pile  est 

I  H-  2-  -h  3-  +  4^  +  •  •  •  -H  P- 

Pour  obtenir  la  formule  qui  donne  la  valeur  de  cette 
somme,  nous  remarquerons  que,  d'après  la  disposition  des 
boulets  dans  les  tranches  carrées  et  triangulaires,  on  voit 
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immédiatement  qu'une  tranche  carrée  dont  le  côté  contient 
n  boulets  se  compose  d'autant  de  boulets  qu'il  s'en  trouve 
dans  deux  tranches  triangulaires  dont  l'une  contient  n  bou- 
lets sur  chaque  côté,  et  l'autre  en  contient  ti —  i.  C  est 
d'ailleurs  ce  qu'on  peut  vérifier  par  les  expressions  de  ces 
deux  nombres  ^  le  nombre  des  boulets  d'une  tranche  trian- 
gulaire dont  le  côté  contient  n  boulets,  ouïe  «'"'"'  nombre 

triangulaire ,  est -^  en   changeant  n  en  n — i,  on 

^    .         in  —  i)n  ,  .    , 

obtient  •-,  et  la  somme  de  ces  deux  quantités  est  n  . 

On  conclut  de  cette  observation  que  la  somme  ci -dessus  , 
I  -f-  2"  -f-  3^  4-.  .  .-j-p^,  est  égale  à  la  somme  des  ])  pre- 
miers termes  de  la  suite  des  nombres  triangulaires,  aug- 
mentée de  la  somme  des  p  —  i  premiers  termes  de  la  même 
suite.  Or,  on  vient  de  voir  que  la  somme  des  p  premiers 

i,            •          1   •               P{P  -^  ^){P  -^'^)  1 

nombres  triangulaires  est    -^ -^ :  et  en  cnan- 

^  1.2.3 

géant  dans  cette  expression  p  en  p  —  i  ,  on  trouve  celle-ci  : 


(p—  ^)p{p  -^  i) 


On  obtiendra  donc  le  nombre  des  boulets 


1.2.3 

de  la  pile  quadrangulaire  en  ajoutant  ces  deux  quantités, 
ce  qui  donne 

(4)  —9^^ 

La  pile  qu'on  nomme  rectangulaire  a  pour  base  un  re< - 
langle  et  se  termine  par  une  file  de  boulets.  Soit  p  H-  i  le 
nombre  des  boulets  de  la  file  supérieure.  La  tranche  située 
immédiatement  au-dessous  sera  formée  de  deux  files  conte- 
nant chacune  p-\-i  boulets ,  de  sorte  que  le  nombre  des  bou- 
lets de  cette  tranche  sera  i[p  -\-i)\  le  nombre  des  boulets 
de  la  tranche  suivante  sera  3  { /^-f-3)  ;  ainsi  de  suite.  Enfin, 
si  le  nombre  des  boulets  àii  petit  côté  de  la  base  est  n,  le 
nombre  des  boulets  de  la  base  sera  u(p  -f-  //)•  Le  nombre 
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(les  boulets  de  la  pile  sera  donc 

/^  4-  1  +  2  (/>  -f-  2)  -f-  3  (yo  +  3)  -h . .  .  -h  «  (/?  +  w). 

Cette  somme  se  compose  de  deux  parties,  dont  Tune  est 

p(i-i-i-\-'d-\-  ...  -h  72),  et  l'autre  est  i-{- 2^-f-3^-f- ...4-'^^ 

r                 .,                .                                    .        pXnX{n-hi)       ^ 
La  première  partie  a  pour  expression ^  et 

d'après  la  formule  (4) ,  la  seconde  partie  est  exprimée  par 

— ^o '   On  obtiendra  donc  le  nombre  des  boulets 

2  .  3 

de  la  pile  rectangulaire  en  faisant  la  somme  de  ces  deux 

quantités,  ce  qui  donne 

n{n  +  i)  {^p-\-  2/?  +  i) 

Pour  évaluer  le  nombre  des  boulets  contenus  dans  une 
pile  tronquée  ,  il  faut  prendre  la  diiïerence  de  deux  piles 
complètes. 

Sommation  des  puissances  semblables  et  entières 
d'une  suite  de  nombres  en  progression  par  diffé- 
rence. 

349.   Soit  la  progression  par  différence 

a .h  .c .d ,  .    / , 

et  désignons  par  /'  la  raison  de  cette  progression ,  par  n  le 
nombre  des  termes.  On  a 

b  z=z  a  -\-  r,      c  =.  h  -\~  r,      d  =  c  -\-  r, .  .  .; 

d'où,  en  élevant  les  deux  membres  à  la  puissance  /n  H-  i , 

1.2 


1    .    2 
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On  a  pareillement 

l    .    2 


..-}-/ 


ffl-(-i 


Posons  généralement  S^,  =  af'-+- bv-\- c^-f- .  .  .-{-[p.  En  ajou- 
tant toutes  les  égalités  précédentes,  on  obtient 

{ 1  )     (/  +  rj-^'  r=:  «-+'  -h  (m  +  I  )  rS«+  ^'^-±-'1^  ,-^S,_,  •+-.,.  -f-  «z^^'  ■ 

I    .   2 

L'équation  (i)  fait  connaître  S,„  quand  on  connaît  les  sommes 
des  puissances  des  degrés  moindres,  S,„_i,  S,„_25  etc.  ;  et  on 
obtiendra  ces  diftérentes  sommes  en  faisant  successivement 
m=i,  =2,  =3,  etc. 

Si  l'on  résout  l'équation  (i)  par  rapport  à  S,„,  elle  sera 


nr" 


[m  ~h  i)r  2  2.0  w  + 1 

On  peut  écrire  Sq  au  lieu  de  zz  5  car  a^-f-Z^^-hc" .  .  .  -\-l^=zn. 
De  cette  manière  tous  les  termes  du  second  membre  de  la 
formule  (2)  sont  compris  dans  la  même  loi. 

Comme  application,  considérons  la  suite  naturelle  des 
nombres  j  on  a  /'  =  i ,  a  =  i ,  /  =  /i  5  et  en  faisant  d'abord 
m  =  I ,  on  trouve 

_(/z  + 1)^-1        n  _n(a^i) 

^yZ=:- î       ou       K>, — 

2  2  2 

T-      r  •                     •                                         1              c              n{n->r  \) 
En  taisant  ensuite  m  =  2  ,  et  remplaçant  bi  par  — ^ -, 

il  vient 

__{n  -\-  if  —  I        n  [n  -\-\)        n 

3  2  3 

d'où  l'on  conclut  aisément 

(3)  ba— ^- 

350.  On  peut  déduire  de  la  formule  (3)   la  sommation 
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des  piles  de  boulets.   Le  second  membre  de  celte  formule 

exprime  le  nombre  de  boulets  de  la  pile  quadrangulaire, 

dont  le  nombre  des  boulets  du  côté  de  la  base  est  n. 

Pour  la  pile  triangulaire,  le  nombre  des  boulets  de  la 

,      .    rr  '                 n(n-i-i)            n^ -{- n    ^      „. 
tranche  intérieure  est -,  ou  -•  li,n  taisant  suc- 

cessivement  72  =r  i ,  =2  =  3,  etc.,  on  obtient  les  nombres 
de  boulets  des  différentes  tranclies  à  partir  du  sommet 

I  -f-  r      i-\-i''      3  +  32     w-h/z^ 

, , , 

2222 

La  somme  de  tous  ces  nombres  se  compose  de  la  moitié 
de  la  somme  des  nombres  naturels  de  i  à  w,  et  de  la  moitié 
de  la  somme  de  leurs  carrés.  On  retrouve  ainsi  la  for- 
mule (3)  (n«348). 

Le  calcul  du  nombre  de  boulets  de  la  pile  rectangulaire 
s'effectue  de  la  même  manière  que  dans  le  n°  348. 
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De  la  décomposition  des  quantités   algébriques  en 
facteurs  premiers. 

351 .  On  nomme  quantités  entières  les  quantités  algé- 
briques rationnelles  qui  ne  contiennent  aucun  dénomina- 
teur numérique  ou  littéral,  et  Ton  dit  qu'une  quantité 
entière  est  ou  n'est  pas  divisible  par  une  autre ,  suivant  que 
le  quotient  de  la  première  quantité  par  la  seconde  est  ou 
n'est  pas  une  quantité  entière. 

Lorsqu'une  quantité  entière  n'est  divisible  par  aucune 
quantité  entière  autre  qu'elle-même  et  l'unité,  on  dit 
qu'elle  est  première.  Ainsi ,  a  —  ^^  est  une  quantité  pre- 
mière ^  il  en  est  de  môme  du  trinôme  x'^  —  x  -f- 1  ,  car  ce 
trinôme  est  équivalent  à  [x — 7)^-1-7,  et  il  n'admet  pour 
diviseur  aucune  quantité  entière  autre  que  lui-même.  On  dit 
que  deux  quantités  entières  sont  premières  entre  elles,  lors- 
qu'il n'existe  aucune  quantité  entière  autre  que  l'unité  qui 
les  divise  exactement  l'une  et  l'autre.  Ainsi  les  quantités 
^2 — ^2  g|.  ^  ^2 — ^  ^2  ^çyy^i  premières  entre  elles  ,  car  a^ — b- 
n'admet  pour  diviseurs  que  a  —  Z)  et  a-i-  b.^  et  4  «^  —  9  ^" 
n'admet  que  les  deux  diviseurs  2<7-+-3^  et  ia  —  3^. 

Les  quantités  premières  algébriques  donnent  lieu  à  des 
tliéorèmes  analogues  à  ceux  que  nous  avons  fait  connaître 
dans  le  chapitre  VIII,  au  sujet  des  nombres  premiers 
/j^os  216  et  217).  Pendant  longtemps  on  s'est  contenté  d'ad- 
mettre ces  théorèmes  sans  les  démontrer;  mais  M.  Lefé- 
BURE  DE  FotmcY  cu  a  donné  les  démonstrations  en  1827, 
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dans  un  ouvrage  intitulé  :  Traité  sur  le  plus  grand  commun 
diviseur  et  la  théorie  de  F  élimination ,  Ce  sont  ces  démons- 
trations que  nous  allons  exposer. 

352.  Théorème  i*""^.  —  Toute  quantité  première  P  qui 
divise  le  produit  de  deux  quantités  entières  A  e^  B ,  doit 
dii>iser  l'une  d'elles. 

Nous  avons  déjà  démontré  ce  théorème  pour  le  cas  où 
A,  B,  P  sont  des  nombres  (n^216).  Supposons  que  ces 
quantités  ne  contiennent  pas  plus  d'une  lettre^  il  y  aura 
quatre  cas  à  examiner. 

Premier  cas,  A  contient  la  lettre  x,  B  ef  P  sont  numé- 
riques. 

Soit 

A  =  ax'^-  H-  bx^  +  .  .  . , 

a,  ^,  etc.,  étant  des  nombres  entiers ,  ainsi  que  a,  /3,  etc. 
En  multipliant  A  par  B,  on  a 

AB  =  B  ax'-  -j-  B  hx?^  +  .  .  .  . 

Puisque  le  produit  AB  est  divisible  par  le  nombre  P,  il  faut 
que  P  divise  cliacun  des  coefficients  Ba,  BZ> ,  etc.;  par  con- 
séquent, si  P,  qui  est  un  nombre  premier,  ne  divise  pas  B, 
il  devra  diviser  chacun  des  nombres  «,  Z>,  etc.  Or,  s'il 
divise  tous  ces  nombres,  il  divise  le  polynôme  A.  Donc  P 
doit  diviser  A  ou  B. 

Deuxième  cas.   A  et  B  contiennent  x,  P  est  numérique. 

Supposons  que  P  ne  divise  ni  A  ni  B.  Nommons  A'  l'en- 
semble de  tous  les  termes  de  A,  dont  les  coefficients  sont- 
des  multiples  de  P,  et   A^^  lensemble  de  tous  les  autres 
termes;  on  aura  A  =  A'-l- A'^  Décomposons  B  de  la  même 
manière;  et  soit  B  =  B'-h  B'';  on  aura 

AB  z=:  {A'  + A'')  (B'+  B")  =  A'B'-I- A'B'^H- A^'B'H-  A'^B". 

Les  trois  premières  parties  de  ce  produit  sont  divisibles 

^^  édit.  2.4 


370  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE  D'ALGÈBRE, 

par  P5  et  puisque,  suivant  l'énoncé  du  théorème,  P  divise 
AB ,  il  faut  que  P  divise  A'^B'^,  ce  qui  exige  qu'il  divise  tous 
les  termes  de  A^^B^'.  Soient  ax^  et  hx^  les  termes  de  A^'  et 
de  B'',  dans  lesquels  la  lettre  x  a  le  plus  haut  exposant*,  le 

terme  ahx^'  "^^  fera  partie  du  produit  A^^B'',  et  il  ne  pourra 
se  réduire  avec  aucun  autre  terme  de  ce  produit-,  or,  le 
terme  abx^~^^  n'est  pas  divisible  par  P,  puisque,  d'après 
les  suppositions,  P  ne  divise  ni  a  ni  h.  11  est  donc  impos- 
sible d'admettre  que  P  divise  AB  et  ne  divise  ni  A  ni  B. 

Troisième  CAS.  K  contient  x,  B  est  numérique,  et  P 
contient  x. 

Représentons  par  Q  le  quotient  de  AB  par  P,  qui,  par 
hypothèse,  est  une  quantité  entière,  et  nommons  F,  F', 
F'^,  etc.,  les  facteurs  premiers  du  nombre  B5  on  aura 

AFF'F'.  ..  —  PQ. 

Le  premier  membre  de  cette  égalité  étant  divisible  par  F,  le 
produit  PQ  doit  l'être  aussi;  mais  P  est  une  quantité  pre- 
mière qui  contient  x;  donc  elle  n'est  divisible  par  aucun 
nombre-,  donc  Q  est  divisible  par  F,  sans  quoi  le  produit 
PQ  ne  pourrait  pas  être  divisible  par  F  (2^  cas).  Soit  Q' 
le  quotient  de  Q  par  F,  on  aura 

AF'F''.  .  .  =PQ'. 

On  prouvera  de  la  même  manière  que  Q'  doit  être  divisible 
par  F';  et,  en  nommant  Q'^  le  quotient,  on  aura 

AF".  .  .  =  PQ". 

En  continuant  ainsi  jusqu'à  ce  que  le  premier  membre  ne 
renferme  plus  que  A ,  on  arrivera  à  une  égalité  telle  que 

A^rPQ,; 

et,  comme  Qi  sera  encore  une  quantité  entière ,  on  conclut 
de  cette  dernière  égalité  que  P  divise  A. 
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Quatrième  cas.  A,  B  et  P  contiennent  x. 
Supposons  que  P  ne  divise  pas  A.  Si  le  degré  de  P  no  sur- 
passe pas  celui  de  A,  efï'ecLuons  la  division  de  A  par  P,  atiii 
de  parvenir  à  un  reste  de  degré  moindre  que  P.  Le  quotient 
pourra  contenir  des  coefficients  fractionnaires,  mais  il  sera 
entier  par  rapport  à  x.  Représentons  par  M  le  nombre  par 
lequel  il  faudra  multiplier  ce  quotient  pour  que  tous  les 
dénominateurs  disparaissent,  par  Q  le  polynôme  entier  qui 
résultera  de  cette  multiplication ,  et  par  A'  le  polynôme 
qu'on  obtiendra  en  multipliant  aussi  par  M  le  reste  de  la 
division-,  il  est  clair  que  Q  et  A'  seront  le  quotient  et  le 
reste  qu'on  trouverait  si  Ton  divisait  MA  par  P,  de  sorte 
que  l'on  aura 

MA  =  PQ  -h  A^ 

A'  ne  sera  pas  nul  -,  autrement  le  produit  MA  serait  divisible 
par  le  polynôme  premier,P,  ce  qui  est  impossible  (3^  cas)  ; 
déplus  A' sera  une  quantité  entière,  puisque  MA  et  PQ 
sont  des  quantités  entières. 

En  multipliant  les  deux  membres  de  l'égalité  ci-dessus 
par  B,  et  les  divisant  ensuite  par  P,  il  vient 

,   AB       ^^       A'B 
M-p--BQ  +  — . 

On  conclut  de  cette  dernière  ég.alité  que  P,  qui  divise  AB , 
doit  diviser  aussi  A'B. 

Supposons  que  A^  soit  algébrique  -,  en  divisant  P  par  A',  on 
parviendra  à  un  reste  de  degré  moindre  que  A',  et  en  repré- 
sentant par  M' le  nombre  par  lequel  il  faudra  multiplier  le 
quotient  pour  que  les  dénominateurs  disparaissent,  par  Q' 
le  polynôme  entier  qui  résultera  de  cette  multiplication,  et 
par  A'^  le  produit  qu'on  obtiendra  en  multipliant  aussi  par 
M'  le  reste  de  la  division,  on  aura 

M'P  =  A'Q'-j-A''. 

24. 
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A"  ne  sera  pas  nul;  car,  si  cela  était,  il  faudrait  que  M'P 
lïit  divisible  par  chaque  facteur  premier  algébrique  de  A'. 
ce  qui  est  impossible;  de  plus,  A'^  sera  une  quanti  té  entière, 
puisque  M'P  et  A'Q'  seront  des  quantités  entières. 

En  multipliant  les  deux  membres  de  la  dernière  égalilé 
par  B,  et  les  divisant  ensuite  par  P,  on   aura 

A'B     ,       A"B 
M'B==  — 0'  +  — . 

On  conclut  de  celle-ci  que  P,  qui  divise  A'B,  doit  diviser 
aussi  A'M3. 

Si  A'^  est  encore  algébrique,  on  divisera  P  par  A'^;  il  en 
résultera  une  nouvelle  égalité  semblable  aux  précédentes, 
savoir  : 

M" P  =  A" q'  +  A";      d'où     M  ' B  =  ^  Q"  4-  ^• 

La  dernière  égalité  montre  que  P,  qui  divise  A'^B,  doit  divi- 
ser aussi  A"'B, 

En  continuant  ainsi,  on  parviendra  nécessairement  à  un 
reste  numérique  Ai,  puisque  l'on  ne  saurait  avoir  un  reste 
nul  im^médiatement  après  un  reste  fonction  de  X'^  et  comme 
on  voit  parles  raisonnements  ci-dessus  que  le  produit  AjB 
devra  encore  être  divisible  par  P,  il  s'ensuit  que  P  doit  divi- 
ser B  (3^  cas). 

Si  le  degré  de  P  surpassait  celui  de  A ,  la  démonstration 
se  ferait  de  la  même  manière;  seulement  on  diviserait 
d'abord  P  par  A ,  au  lieu  de  diviser  A  par  P. 

Si,  au  lieu  de  supposer  que  les  quantités  A,  B  et  P  ne 
contiennent  pas  plus  d'une  lettre ,  on  suppose  qu'il  peut  y 
avoir,  dans  ces  quantités ,  deux  lettres  x  et/,  on  aura  encore 
quatre  cas  à  examiner,  savoir  : 

Lorsqu'un  seul  des  fadeurs  A  et  B  contient  la  lettre  x, 
et  que  P  ne  la  contient  point; 


CHAPITRE  DOUZIÈME,  373 

Lorsque  les  deux  fadeurs  A  et  B  contiennent  la  lettre  x, 
et  que  P  tie  la  contient  point ^ 

Lorsqu'un  seul  des  facteurs  A  et  B  contient  la  lettre  \  ^ 
et  que  P  la  contient  aussi j 

Enfui  ^  lorsque  les  deux  facteurs  A  e^  B  contiennent  la 
lettre  x,  et  que  P  la  contient  aussi. 

Les  démonstrations  sont  semblables  à  celles  qui  viennent 
d'être  exposées^  la  seule  diil'érence  consiste  en  ce  que  les 
quantités  qui  précédemment  étaient  supposées  numériques, 
peuvent  être  ici  des  quantités  algébriques  dépendantes  de  la 
lettre  y. 

De  môme  que  les  cas  où  les  quantités  A,  B,  P  ne  ren- 
ferment pas  plus  d'une  seule  lettre  servent  à  démontrer  la 
proposition  pour  les  cas  où  ces  quantités  peuvent  contenir 
deux  lettres,  de  même  ceux-ci  serviront  à  passer  aux  cas 
où  ces  quantités  pourraient  contenir  trois  lettres;  et  ainsi 
de  suite,  quel  que  soit  le  nombre  des  lettres.  Le  théorème 
général  doit  donc  être  regardé  comme  démontré. 

353.  Théorème  ii.  —  Une  quantité  littérale  ne  peut  pas 
être  décomposée  en  facteurs  premiers  de  plusieurs  ma- 
nières. 

Soit  ABCD .  .  .  un  produit  de  facteurs  premiers ,  et  sup- 
posons qu'il  soit  égal  à  un  autre  produit  abcd .  .  . ,  les  fac- 
teurs a,  Z>,  c,  d^  etc.,  étant  aussi  premiers.  Le  facteurs  divi- 
sant abcd.  .  . ,  il  faudra  qu'il  divise  aussi  ABCD.  .  . .  Or,  si 
la  quantité  première  a  est  différente  de  chacune  des  quan- 
tités premières  A,  B,  C,  D,etc.,  elle  ne  pourra  diviser 
aucune  d'elles;  ne  divisant  ni  A  ni  B,  d'après  le  théorème 
précédent,  elle  ne  divisera  pas  le  produit  AB-,  ne  divisant 
ni  AB  ni  C ,  elle  ne  divisera  pas  ABC  )  ainsi  de  suite.  Il  fau  i 
donc  que  le  facteur  a  soit  égal  à  l'im  des  facteurs  A  ,  B,  C  , 
D,  etc.  Supposons  «  =  A.  En  divisant  les  deux  produits 
par  A,  les  produits  restants  BCD et  hcd sont 
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encore  égaux,  et,  en  leur  appliquant  le  raisonnement  pré- 
cédent, on  conclura  que  h  doit  être  égal  à  l'un  des  facteurs 
du  produit  BCD.  .  .\   ainsi  de  suite.   Il  faut  donc  que  les 

deux  produits  ABCD et  abcd soient  composés 

des  mêmes  facteurs  premiers  ;  ce  qui  démontre  le  théorème 
énoncé. 

On  doit  remarquer  que  cette  démonstration  ne  diffère  pas 
de  celle  que  nous  avons  donnée  pour  les  nombres  (n"  217). 

Corollaire.  —  Au  moyen  du  théorème  ci-dessus,  il  est 
facile  de  prouver  la  proposition  que  nous  avons  admise  dans 
les  n°*  169  et  339  :  que  la  racine  d'un  degré  quelconque 
d'une  quantité  entière  ne  peut  être  une  quantité  fraction- 
naire, La  démonstration  est  tout  à  fait  semblable  à  celle 
qui  a  été  donnée  pour  les  nombres  (n^  225). 

Du  plus  grand  commun  diviseur  des  quantités 
algébriques  entières.. 

354.  On  nomme  plus  grand  commun  diviseur  de  plu- 
sieurs quantités  algébriques  entières,  le  produit  de  tous  les 
facteurs  premiers,  numériques  ou  littéraux,  communs  à 
ces  quantités. 

355.  Il  résulte  de  cette  définition  que  l'on  obtiendra  le 
plus  grand  commun  diviseur  de  plusieurs  monômes,  en 
cherchant  le  plus  grand  commun  diviseur  des  coefficients 
numériques  ,  et  en  écrivant  à  la  suite  de  ce  nombre  chaque 
lettre  commune  à  tous  les  monômes  avec  le  plus  petit  expo- 
sant dont  elle  est  affectée.  Ainsi ,  pour  trouver  le  plus  grand 
commun  diviseur  des  monômes  I^Zia^h^x^^  l'joa^h^ x'^^ 
goa^bx^^  on  cherche  d'abord  celui  des  nombres  4^^?  270 
et  90  5  comme  ce  plus  grand  commun  diviseur  est  18,  celui 
des  monômes  proposés  est  iSa^bx^ . 

356.  Pour  obtenir  le  plus  grand  commun  diviseur  de 
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doux  polynômes  entiers  M  et  N ,  on  détermine  d'abord  les 
facteurs  m.onômes  de  chaque  polynôme,  en  cliercliant, 
comme  il  vient  d'être  dit,  le  plus  grand  commun  diviseur 
des  termes  de  chacun  d'eux.  Soit  a  le  plus  grand  commun 
diviseur  des  termes  de  M,  et  ^  le  plus  grand  commun  divi- 
seur des  termes  de  N.  En  divisant  M  par  ât  et  N  par  h ,  on 
aura  des  quotients  A  et  B.  Les  facteurs  monômes  communs 
à  M  et'N  devront  être  communs  à  «  et  ^,  et  les  facteurs 
polynômes  communs  à  M  et  N  devront  être  communs  à  A 
et  B  ;  par  conséquent  le  plus  grand  commun  diviseur  des 
polynômes  M  et  N  sera  le  produit  du  plus  grand  commun 
diviseur  des  monônes  a  et  Z>,  par  celui  des  polynômes  A  et  B. 
Soient,  par  exemple, 

M  =  —  4  «^J-^"  H-  1 4  f^^y^^  —  1 2  ayx'  —  7  a^y"^  x^  -\-  \^  ay'^x^^ 

Le  plus  grand  commun  diviseur  des  termes  de  M  est  ayx^-^ 
le  plus  grand  commun  diviseur  des  termes  de  N  est  a^.r^; 
et  le  plus  grand  commun  diviseur  de  ces  deux  quantités 
est  ax^\  En  divisant  M  par  ayx^^  et  N  par  a'^x- ,  on  trouve 
les  quotients 

A  =  —  ^a'^x'^  -h  1 4  ««^'  —  i2x^  —  7  ayx  -\-  1 4  Jj 
B  =  —  a^x*  -+-  ax^  ■+■  2.  x^  -\-  a^ x  —  2«-. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  des  polynômes  M  et  N 
sera  donc  égal   à   celui  des  polynômes  A  et  B  multiplié 

par  ax^. 

357.  Cherchons  actuellement  comment  il  faut  opérer 
pour  obtenir  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  poly- 
nômes entiers  A  et  B  qui  ne  contiennent  plus  de  facteurs 
monômes . 

Supposons  que  l'on  ait  ordonné  ces  polynômes  par  rap- 
port à  une  lettre  x ,  et  que  le  degré  de  B  ne  surpasse  pas 
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celui  de  A.  Si  B  divisait  exactement  A  ,  le  polynôme  B 
serait  lui-même  le  plus  grand  commun  diviseur^  on  est 
donc  conduit  à  diviser  A  par  B.  Supposons  que  la  division 
ne  se  fasse  pas  exactement;  si  l'on  obtient  un  quotient  entier 
Q ,  et  un  reste  R  d'un  degré  moindre  que  B  par  rapport 
à  X,  on  aura  l'égalité 

A  =  BQ  -I-  R. 

D'après  cette  égalité,  tous  les  facteurs  communs  à  A  et  B 
doivent  se  trouver  dans  R ,  et  tous  les  facteurs  communs  à  B 
et  R  doivent  se  trouver  dans  A  ;  le  plus  grand  commun  divi- 
seur de  A  et  B  est  donc  le  même  que  celui  de  B  et  R. 

Cette  conclusion  n'aurait  plus  lieu  si  le  quotient  Q  con- 
tenait des  dénominateurs.  Or,  dans  le  plus  grand  nombre 
de  cas,  on  ne  pourra  pas  effectuer  la  division  de  A  par  B 
jusqu'à  ce  que  l'on  parvienne  à  un  reste  de  degré  moindre 
que  A ,  sans  que  les  multiplicateurs  des  puissances  de  x  dans 
le  quotient  soient  A^actionnaires-,  et  l'on  se  trouvera  arrêté 
dès  la  première  division  partielle,  quand  le  multiplicateur 
de  la  plus  haute  puissance  de  x  dans  A  ne  sera  pas  exacte- 
ment divisible  par  celui  de  la  plus  haute  puissance  de  x 
dans  B. 

On  évitera  les  fractions  si,  avant  de  faire  la  division,  on 
multiplie  le  dividende  A  par  le  multiplicateur  de  la  plus 
haute  puissance  de  x  dans  B ,  ou  par  les  facteurs  premiers 
de  ce  multiplicateur  qui  ne  se  trouvent  pas  dans  celui  de  la 
plus  haute  puissance  de  x  dans  A  -,  mais ,  pour  que  cette 
préparation  n'altère  pas  le  plus  grand  commun  diviseur,  il 
faudra  que  la  quantité  par  laquelle  on  multipliera  le  divi- 
dende A  ne  soit  point  un  des  facteurs  de  B. 

Quand  les  polynômes  A  et  B  ne  contiennent  qu'une  seule 
lettre  x,  les  coefficients  des  puissances  de  cette  lettre  dans 
chaque  polynôme  sont  premiers  entre  eux,  puisque,  par 
hypothèse,  on  a  supprimé,  dans  chacun  des  polynômes  , 
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tous  les  facteurs  monômes.  11  en  résulte  que  le  plus  grand 
commun  diviseur  des  polynômes  A  et  B,  qui  est  le  produit 
des  facteurs  premiers  communs  à  ces  polynômes ,  ne  chan- 
gera pas ,  si  l'on  multiplie  le  dividende  A  par  le  coefficient 
du  premier  terme  de  B  ou  par  un  facteur  quelconque  de  ce 
coefficient.  De  cette  manière,  la  première  division  partielle 
s'eifectuera  sans  fraction  -,  et  en  recourant  à  une  préparation 
semblable ,  chaque  fois  que ,  dans  le  cours  de  la  division  de 
A  par  B,  on  parviendra  à  un  dividende  partiel  dans  lequel 
le  coefficient  du  premier  terme  ne  sera  pas  exactement  divi- 
sible par  le  coefficient  du  premier  terme  du  diviseur^  on 
pourra  pousser  les  calculs  jusqu'à  ce  qu'on  soit  parvenu  à 
un  reste  R  de  degré  moindre  que  B.  Il  ne  s'agira  plus  alors 
que  de  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  des  poly- 
nômes B  et  R.  A  cet  eifet,  on  divisera  B  par  R,  en  observant 
d'abord  que ,  s'il  y  a  dans  R'des  facteurs  monômes,  on  pourra 
les  supprimer,  puisqu'il  n'en  existe  plus  de  tels  dans  B.  En 
continuant  ces  opérations .  comme  les  degrés  des  restes  iront 
toujours  en  diminuant,  on  parviendra  nécessairement  à 
un  reste  indépendant  de  x.  Quand  ce  reste  sera  zéro ,  le 
reste  précédent  sera  le  plus  grand  commun  diviseur  des 
polynômes  A  et  B.  Quand  le  dernier  reste  ne  sera  pas  nul, 
les  polynômes  A  et  B  n'auront  aucun  diviseur  commun  ; 
car  tout  diviseur  commun  à  ces  polynômes  devrait  diviser 
le  dernier  reste,  par  conséquent  il  ne  pourrait  être  qu'une 
quantité  indépendante  de  x,  c'est-à-dire  un  nombre,  et 
par  hypothèse  A  et  B  n'ont  plus  de  facteurs  numériques. 
Voici  un  exemple  de  ces  opérations  : 

Az=z  3x^  —  io.r^+  i5x  4-8, 


X 
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"  Première  division. 


—  3  x^-\-  6.r''  + 1 8  x^  —  iix"^  —  39  a;  — 18(3 

-f-6^^-h   8x^ — iix^  —  o-^x — 10 
3x^+  ^x^ —  6.37'  —  \ix —  5. 

Avant  de  passer  à  la  seconde  division,  on  supprime, 
dans  le  reste  de  la  première ,  le  facteur  1 ,  et  l'on  multiplie 
le  polynôme  B  par  3. 

Deuxième  division. 

Zx^  —    6 x^  —  1 8 x^ H-  1 2 .r^  +  39 .r  -h  1 8  j  Zx'  -\-  ^x^  —  60:-  —  \ix  —  j 

—  3  x^  —    4  ■^''  ~H    6  x^  -f- 1 2  x^  -h    5  .r 


—  I  o  jc*  —  1 2  x^  -h  24  ^'  -h  44  -^  +■  *  8 

—  5.r^ —    6x^+12x^+22x4-    9 

—  i5x*  — j8x3  +  36x^  +  66  x+  27 

+  l5x^  +20X^  —    30X^ 60  X —  25 


+     2  X^  +     6  X^  +      6  X  +      2 

x^  +    3  x^  +   3  X  +    I . 

On  a  divisé  le  premier  reste  de  cette  deuxième  division 
par  2  ^  on  a  multiplié  le  résultat  par  3 ,  afin  d'obtenir  un 
quotient  entier,  et  on  a  supprimé ,  dans  le  second  reste ,  le 
facteur  2. 

Troiùeme  division. 

3  x^  +  4  «^'^  —   6  x^  —  1 2  X  —  5  I    x-*  +  3  x^  +  3  X  +  I 
—  3x^  —  9X' —   9'^^^ —    ^^         (3x — 5 


—  5  x^  —  1 5  x^  —  1 5  X  —  5 
+  5x3+  i5jc2_u.  ,5j;_[_5 

o. 


Le  plus  grand  commun  diviseur  est  x^  +  3  x-  +  3  x'  + 1 
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358.  Avant  de  passer  aux  cas  où  les  polynômes  con- 
tiennent plusieurs  lettres ,  il  faut  montrer  comment  on  peut 
trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  de  plusieurs  quan- 
tités, quand  on  sait  trouver  celui  de  deux  quantités. 

Supposons  que  l'on  demande  le  plus  grand  commun  divi- 
seur de  quatre  quantités  A ,  B,  C ,  D.  Soient  d  le  plus  grand 
commun  diviseur  de  A  et  B ,  d'  celui  de  <i  et  C,  et  d"  celui 
de  d'  et  D.  Le  plus  grand  commun  diviseur  des  quatre 
quantités  A,  B,  C,  D  sera  d"-^  car  <^ contenant  tous  les  fac- 
teurs premiers  communs  à  A  et  B,  et  <i'  contenant  tous  les 
facteurs  communs  à  <i  et  C,  d'  est  le  produit  des  facteurs 
premiers  communs  à  A ,  B  et  C  ^  et  puisque  d"  contient 
tous  les  facteurs  premiers  communs  à  <i^  et  D ,  il  est  le  pro- 
duit de  tous  les  facteurs  premiers  communs  aux  quatre 
quantités  A,  B,  C,  D. 

359.  Considérons  actuellement  deux  polynômes  M  et  N 
qui  contiennent  deux  lettres  x  et  y^  et  supposons ,  confor- 
mément à  ce  qui  a  été  dit  dans  le  n*^  356 ,  que  ces  polynômes 
aient  été  d'abord  débarrassés  de  leurs  facteurs  monômes. 
Si  l'on  ordonne  les  deux  polynômes  par  rapport  aux  puis- 
sances décroissantes  d'une  des  deux  lettres ,  x  par  exemple , 
les  coefficients  de  cette  lettre  pourront  être  des  polynômes , 
mais  ils  ne  contiendront  que  la  seule  lettre  j^  5  et  tout  divi- 
seur indépendant  de  x  de  l'un  des  polynômes  M  et  N  devra 
nécessairement  diviser  les  coefficients  de  toutes  les  puis- 
sances de  X  dans  ce  polynôme  (n"  70). 

Nommons  a  le  plus  grand  commun  diviseur  des  coeffi- 
cients des  diverses  puissances  de  x  dans  M,  et  Z>  celui  des 
coefficients  des  puissances  de  x  dans  N.  En' divisant  M  par 
a,  et  N  par  b,  on  obtiendra  des  quotients  entiers  A  et  B,  et 
le  plus  grand  commun  diviseur  demandé  sera  égal  au  plus 
grand  commun  diviseur  des  quantités  a  et  b  multiplié  par 
celui  des  polynômes  A  et  B.  Or,  on  pourra  appliquer  aux 
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polynônics  A  et  B  tout  ce  que  nous  avons  dit  relalivemeni  à 
deux  polynômes  qui  ne  eontienxient  qu'une  seule  lettre; 
seulement  les  observations  qui  se  rapportaient  aux  coefQ- 
cients  numériques  et  aux  facteurs  numériques  que  l'on 
devait  introduire  dans  les  dividendes ,  ou  supprimer  dans 
les  restes  successifs,  s'appliqueront  à  des  facteurs  algé- 
briques qui  pourront  être  des  polynômes  en  y. 


EXEMPLE. 


M==.'i[j-' — 2  r- — j-h  2)^-^-1-  3  (7^ — i)iv'^ — (2j-^ — y- — 2jH-i)j 
N=r3(j^ — 4j^+5j — 2)jsM-7(y^ — 2rH-  i).r— (3j-' — 5j'^-\-f-h  1). 

Le  plus  grand  commun  diviseur  des  coefficients  des  puis- 
sances de  X  dans  M  est  a  =JK^  —  1 5  le  plus  grand  commun 
diviseur  des  coefficients  des  puissances  de  x  dans  IN  est 
b  =j^  —  2jy  -t-  I  =  (y^ —  i)--  et  le  plus  grand  commun 
diviseur  de  a  et  de  Z>  estj' —  i. 

On  divise  M  par  j)^^  —  i ,  et  N  par  j '^  —  27  -f-  1  ,  ce  qui 
donne  les  quotients 

A  =  2  (  j-  —  2)  .r '  -H  3  jc-  —  (2/  —  I  ) , 
B  =  3  (  jr  —  2)  .r^  +  7  /r   —  (3  j  +  1  ) . 

On  divise  A  par  B;  et,  afin  de  n'avoir  que  des  quantités 
entières  au  quotient,  on  multiplie  d'abord  A  par  3.  On 
obtient  un  premier  reste  qui  est 

—  5  A-'  H-  2  (3  j  H-  I  )  .r  —  3  (27  —  1  ). 

Pour  continuer  la  division,  on  multiplie  ce  polyjiômc  pai 
3  (y  —  2).  Le  reste  du  premier  degré  par  rapport  à  x  est 

(18/'  —  3oj  ^-  23)  X  —  (i8y'  —  3o  >  -h  20^. 

On  supprime,  dans  ce  reste,  le  facteur  18  )- —  Soy  -f-  23  : 
par  là  on  obtient 

R  —  .^  —  1 . 
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La  division  de  H  par  R  donnant  le  reste  zéro  ,  le  plus  grand 
commun  diviseur  des  polynômes  A  et  B  est  x  —  i  ;  par  con- 
séquent, celui  des  polynômes  proposés  M  et  N  est 

{y  —  I  )  (.r  —  I  )  =  y^  —  -'K  —  r  +  I  • 

360.  De  même  qu'on  passe  du  cas  où  les  polynômes  ne 
contiennent  qu'une  lettre,  à  celui  où  ils  en  contiennent 
deux ,  de  même  on  s'élèvera ,  de  ce  second  cas ,  à  celui  des 
polynômes  qui  renferment  trois  lettres;  et  ainsi  de  suite. 
Par  conséqnent ,  on  pourra  toujours  déterminer  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  plusieurs  polynômes  renfer- 
mant un  nombre  quelconque  de  lettres. 

361 .  Prenons  pour  dernier  exemple  les  polynômes  A 
et  B  que  nous  avons  obtenus  dans  le  dP  356, 

A  rr  —  ^a'^x''  -\-  T 4 Qx^  —  11  x'^  —  '^  ayx  -f-  1 4jr» 
B  =  —  <7^x*      4-        ax"^ -\-     2x'-f-      a^x  —    2«-. 

Comme  B  ne  contient  pasjf ,  le  plus  grand  commun  diviseur 
des  deux  polynômes  doit  être  indépendant  de  cette  lettre  ; 
par  conséquent,  il  doit  diviser  les  coefficients  de  A  ordonné 
par  rapport  kj^  savoir, 

—  ^n"^  x'' -{-  i^ax^ —  i2.r%      et     — ']  ax -\-  i^. 

On  cherche  donc  le  plus  grand  commun  diviseur  de  ces 
deux  derniers  polynômes.  Après  avoir  divisé  le  premier 
par  2 ,  le  second  par  7,  on  a  ceux-ci  : 


2  n^x'  --h  "y  ax  —  6,      et 


ax 


Leur  plus  grand  commun  diviseur  est  — ax~\-i-^  et, 
comme  il  divise  exactement  B,  il  est  le  plus  grand  commun 
diviseur  des  polynômes  A  et  B. 

Nous  indiquerons  comme  exercices  les  deux  exemples 
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suivants  : 

jo.  A  =     Cix^  —    GjoC^  -\~  ly'^ X  —  2j'% 

B  =  i2x^  —  i5jx  H-  "dy"^. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  est  x  — j. 

2".  K-=.  [h  —  c)  x"^  -\-  {p.  ah  —  '2.ac)x  -\-  a^b  —  a^c  , 

B  rr:  [ah  —  ac  -\-  h"^  —  hc)  X  -\-  a"- c  -\-  ab"^  —  a'^b  —  abc. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  est  b  — c 

De    la   décomposition  des  fonctions  entières   d'une 
quantité  x  en  facteurs  du  premier  degré. 

362.  On  dit  qu'une  quantité  algébrique  est  une  fonction 
entière  d'une  ou  de  plusieurs  lettres ,  lorsqu'elle  ne  con- 
tient que  des  puissances  entières  et  positives  de  ces  lettres, 
les  coefficients  de  ces  puissances  étant  des  quantités  quel- 

X  V  2  f 

conques.  Ainsi ,  le  trinôme  x^ ^ 1 —  est  une  fonction 

entière  de  x  :,  de  même  x^ ,  est  une  fonc- 

a  v/«'  -1-  I 

tion  entière  des  deux  quantités  x  et  y.  On  dit  aussi  qu'une 
fonction  entière  d'une  ou  de  plusieurs  quantités  est  divi- 
sible par  une  autre  fonction  entière  des  mêmes  quantités, 
quand  le  quotient  est  entier  par  rapport  à  ces  quantités. 

La  résolution  des  équations  du  second  degré  a  fait  voir 
que  le  premier  membre  d'une  semblable  équation  est  le 
produit  de  deux  facteurs  du  premier  degré  en  x\  ainsi,  le 

trinôme  X 5 1 — 1  par  exemple,  est  le  produit  des 

deux  facteurs  x -^ '  x '■ ^ 

b  D 

On  verra,  dans  le  chapitre  suivant,   que  la  proposition 

que  nous  venons  de  rappeler  est  comprise  dans  une  autre 
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plus  générale ,  qui  consiste  en  ce  que ,  une  fonction  entière 
de  X,  telle  que  x'"  -f-  Ax"'~^  -|-Bx'"~^  H-  etc.  {m  désignant 
un  nombre  entier  qui  est  le  degré  de  la  fonction ,  et  le  coef- 
ficient du  premier  terme  étant  l'unité) ,  est  le  produit  de  m 
facteurs  du  premier  degré  x  — a,  x  —  b ^  x  —  c,  etc.-,  a,  Z>, 
c,  etc.,  désignant  des  quantités  quelconques  indépendantes 
de  x.^  qui  peuvent  être  des  expressions  imaginaires  de  la 
forme  a  -f-  6  y —  i . 

Quand  le  coefficient  du  premier  terme  de  la  fonction 
n'est  pas  l'unité,  en  la  divisant  par  ce  coefficient,  on  a  un 
quotient  du  même  degré  qui  se  décompose  comme  nous 
venons  de  le  dire 5  et,  en  représentant  par  A  le  coefficient 
du  premier  terme,  la  fonction  proposée  est  égale  à  un  pro- 
duit de  la  forme  A  {x  —  a)  [x  —  h) ,  .  . , 

363.  Les  propositions  qui  ont  été  établies  dans  les  n°^  352 
et  353  s'appliquent  aux  facteurs  du  premier  degré  des  fonc- 
tions entières,  en  apportant  quelques  modifications  aux 
énoncés  et  aux  démonstrations. 

Théorème  i^'^.  —  Un  facteur  du  premier  degré  x  —  a , 
qui  divise  le  produit  de  deux  Jonctions  entières  A  eif  B, 
divise  nécessairement  Vune  déciles. 

En  effet,  si  A  n'est  pas  divisible  par  x  —  a,  la  division 
donnera  un  quotient  Q  entier  par  rapport  à  x,  avec  un  reste 
R  indépendant  de  x^  et  l'on  aura  l'égalité 

A=:  (x  — «)X  Q-f-R; 

d'où  l'on  conclut 

AB  ^       ^  BR 

—  BXQ-f- 


X  —  a  X  —  a 


Par  liypoilièse  , doit  être  une  fonction  entière  de  x  \ 

donc,  puisque  R  est  une  quantité  indépendante  de  x,  il 
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faut  que soit  une  fonction  entière  de  x.  Donc ,  si  x — a 

ne  divise  pas  A,  il  faut  qu'il  divise  B. 

Théorème  .ii.  —  Une  fonction  entière  de  x  n'admet 
nu  un  seul  système  de  facteurs  du  premier  degré. 

Pour  le  démontrer,  considérons  le  produit 

A  [x  —  a)  {x  —  ù)  [x  —  c).  .  .(x  —  /•) , 

A  désignant  un  facteur  indépendant  de  x.  Supposons  que 
ce  produit  puisse  être  égal  à  un  autre  produit  de  la  même 
forme 

A'  (x  —  a')  {x  —  h')  [x  —  c').  ..{x—  k'). 

Le  facteur  x  —  a'  qui  divise  le  second  produit  devra  diviser 
aussi  le  premier^  donc,  d'après  la  proposition  précédente , 
il  faudra  qu'il  divise  un  des  facteurs  x  —  a,  x — b ^  etc.,  ce 
qui  exige  qu'il  soit  égal  à  Tun  de  ces  facteurs.  Soit  a!  =  a-^ 
en  supprimant  les  facteurs  égaux  x  —  a  et  x  —  a' ^  les  quo- 
tients devront  être  égaux  ^  et  de  là  on  conclura  que  le 
facteur  x  —  b'  doit  être  égal  à  l'un  des  facteurs  x —  ^, 
.r — c,etc.  En  continuant  ainsi,  on  reconnaîtra  que  les 
facteurs  en  x  des  deux  produits  doivent  être  égaux  chacun 
à  chacun.  Par  suite,  on  devra  avoir  aussi  A' =  A. 

364.  Soient  A  et  B  deux  fonctions  entières  de  x-^  si, 
parmi  les  facteurs  du  premier  degré  de  A ,  il  s'en  trouve  qui 
divisent  B,  le  produit  de  tous  ces  facteurs  communs  sera  ce 
que  l'on  appellera  le  plus  grand  commun  diviseur  en  x  des 
fonctions  A  et  B. 

Supposons  que  le  degré  de  B  ne  surpasse  pas  celui  de  A. 
Si  B  divisait  A ,  B  serait  le  plus  grand  commun  diviseur 
cherché.  Supposons  que  la  division  ne  se  fasse  pas  exacte- 
ment^ soient  Q  le  quotient  etR  le  reste,  le  degré  de  B  étant 
moindre  que  celui  deB,  on  aura  A  =:  BQ -f- R.  D'après 
cette  égalité,  les  facteurs  communs  à  A  et  B  seront  les  mêmes 
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que  les  facteurs  communs  à  B  et  R  ;  on  devra  donc  opérer 
sur  B  et  R  de  la  même  manière  que  sur  A  et  B.  En  conti- 
nuant ainsi,  on  parviendra  enfin  à  un  reste  indépendant 
de  X.  Si  ce  reste  est  nul ,  le  reste  précédent  sera  le  plus 
grand  commun  diviseur  cherché 5  s'il  n'est  pas  nul,  les 
polynômes  A  et  B  n'auront  aucun  facteur  commun  en  x. 

Dans  cette  recherche,  on  pourrait  se  dispenser  d'em- 
ployer les  préparations  dont  il  a  été  parlé  dans  le  n*^  357, 
afin  d'éviter  les  quotients  fractionnaires^  mais,  pour  la 
simplicité  des  calculs,  il  sera  préférable  d'y  avoir  re- 
cours ,  après  avoir  préalablement  fait  disparaître  les  déno- 
minateurs dans  A  et  B.  De  cette  manière,  les  calculs  ne 
différeront  pas  de  ceux  dont  nous  avons  donné  un  exemple 
dans  le  n^  357.  D'ailleurs,  ces  préparations  ne  pourront 
influer  que  sur  les  facteurs  indépendants  de  x,  de  la  quan- 
tité à  laquelle  on  parviendra;  et,  pour  l'objet  dont  il  s'agit 
ici ,  on  peut  n'attacher  aucune  importance  à  ces  sortes  de 
facteurs. 


S"-  &1U.  ^-> 


CHAPITRE    TREIZIÈME. 

IROPOSITIOTVS  GÉNÉRALES  SUR  LES  ÉQUATIONS  d'uN  DEGRÉ  QUELCONQUE 
A    UNE    SEULE    INCONNUE. 


ExpUcatlons  préliminaires. 

365.  Les  équations  à  une  seule  inconnue,  dans  lesquelles 
celte  inconnue  ne  se  trouve  point  sous  des  radicaux ,  peuvent 
être  ramenées,  par  les  simplifications  ordinaires,  à  la  forme 

.r'"  -f  A  .r'«-'  -\-  B  jC""'  -\-  C  x""-^^  H-  .  .  .  -}-  K  ~  o  ; 

///  désignant  un  nombre  entier  qui  est  le  degré  de  l'équa- 
tion, et  les  lettres  A ,  B,  C, .  .  . ,  K  représentant  des  quan- 
tités connues. 

On  ne  donne  pas  de  coefficient  au  premier  terme,  parce 
que,  s'il  avait  un  coefficient  di fièrent  de  l'unité,  on  n'alté- 
rerait pas  l'équatiim  en  la  divisant  par  ce  coefficient. 

366.  On  désigne  abiiévalivement  les  fonctions  d'une 
(luantilé  .r  par  des  notations  telles  que  celles-ci:  f(x), 
F  (.x),  co  (x) ,  etc.  On  représente  de  même  les  fonctions  de 
deux  quantités  X  et  y  par  f{x,j) ,  F  (x,  j ) ,  etc.  La  lettre 
quel'on  place  devant  les  parenthèses,  comme  signe  de  fonc- 
tion ,  doit  être  difierente  pour  des  fonctions  difi^érentes  ^  mais 
lorsque  la  nrieme  lettre ,  employée  de  cette  manière ,  se  repro- 
duit plusieurs  fois  dans  le  cours  d'un  calcul  ou  d'une  expli- 
cation, elle  indique  des  fonctions  composées  absolument 
de  la  même  manière  :  ainsi ,  quand  une  fonction  a  été  repré- 
sentée par/ (a:) ,  la  notation  /(«)  représente  ce  que  devient 
cette  fonction  lorsqu'on  y  remplace  x  par  o.'-)f{j  —  2) 
exprime  ce  que  devient  la  même  fonction  quand  on  rem- 
place x  par  j  —  'A  \J{^)  •>  te  qu'elle  devient  quand  on  fait 
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x  =  'i.  Pareillement, /(x,  3)  représente  ce  que  devient  la 
{onction  f(x^  y)  quand  on  fait  y  =  3,  sans  attribuer  aucune 
valeur  à  x. 

367.  Pour  calculer  la  valeur  que  prend  une  fonction 
entière  de  x,  lorsque  l'on  donne  à  x  une  valeur  numérique , 
on  opère  comme  on  le  voit  dans  l'exemple  suivant. 

Soit  le  polynôme 

4  .a:^  —  1 3  .v''  -+-  5x^  —  /^x""  —  S, 

et  supposons  qu'on  veuille  obtenir  la  valeur  de  ce  polynôme, 
quand  on  fait  x  =  3. 

On  exécutera  le  calcul  ainsi  : 

4x3  — l3  =  ~-I,    —  lX3-t-5---h2,    -f-2X3  — 4=z:-h2, 

V2.x3  =  -h6,   -h6  X  3  —  8  =-f- 10. 

Le  nombre  10  est  le  résultat  cherclié",  car,  d'après  les  opé- 
rations qui  y  ont  conduit,  ce  nombre  est  égal  à 

4  X  3\—  1 3  X  3^  H-  5  X  3^  —  4  X  3^  ~  8. 

368.  On  appelle  racine  d'une  équation  toute  quantité 
positive  ou  négative^  ou  toute  expression  imaginaire  qui , 
mise  à  la  place  de  l'inconnue,  réduit  l'équation  à  une 
égalité. 

La  résolution  générale  des  équations  consisterait  à  trou- 
ver, pour  toutes  les  équations  d'un  même  degré,  les  expres- 
sions des  racines  en  fonction  des  coefficients.  Les  analystes 
ont  longtemps  dirigé  leurs  eiTorts  vers  ce  but  5  nous  avons 
montré,  dans  le  chapitre  VII,  comment  ils  y  sont  parvenus 
pour  l'équation  du  troisième  degré,  et  nous  ferons  voir 
dans  le  chapitre  XYI,  comment  on  peut  y  parvenir  aussi 
pour  l'équation  du  quatrième  degré.  Mais  les  formules 
qu'on  obtient  ainsi  se  présentent  sous  une  forme  telle, 
qu'elles  ne  peuvent  servir  à  trouver  les  valeurs  numériques 

^^^  25. 
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(les  racines  par  la  substitution  des  valeurs  des  coefficients, 
à  moins  que  ceux-ci  ne  satisfassent  à  certaines  conditions 
particulières,  comme  on  l'a  vu  lorsqu'on  a  traité  Fëquation 
du  troisième  degré. 

La  même  difficulté  aurait  lieu  à  plus  forte  raison  pour 
les  équations  des  degrés  supérieurs ,  si  l'on  parvenait  à  les 
résoudre  par  des  formules. 

Il  a  donc  fallu  chercher  des  méthodes  au  moyen  des- 
quelles ,  tous  les  coefficients  d'une  équation  étant  des 
nombres  connus,  on  pût  calculer  directement  ses  racines. 

Nous  allons  exposer  les  propositions  générales  sur  les- 
quelles ces  méthodes  sont  fondées. 

Dé^>eloppenient  d'une  Jonction  entière  du  binôme 

X  H-  y. 

369.   Soit  la  fonction  entière  de  x 

A  X'"  -h  B  a;"'-'  ■+■  C  x"'-'  H-  ...  ; 
en  écrivant  x  -{-y  au  lieu  de  x,  il  vient 

A  (.r  +  j)'"  +  B  (^  H-  j)"'-'  -f-  C  (.r  +  f)"'~'  H-  ...  ; 

et  si  Ton  développe  les  puissances  du  binôme  x  -H/,  eu 
ordonnant  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x,  on 
trouve 


Ax'"     +//«A.r'"-' 

j-f-  m  [m  —  i)  Ax""-' 

B^«'-'  +  (m  — i)Bjc'"-^ 

-h{m—i){oi  —  i)Bx'"-' 

Cx'"-'  -h  (m  —  2.)Cx'"~' 

-i-{m~2.){m  —  3)Cx'^-' 

I  .2 


Posons,  pour  abréger, 

X  =:  A^"' -h  Bx"»-' +  Cx"^-^  +  . . ., 

X'  =  m  Ax""'-  '  -h  (w  —  I )  Bx'"-^  H-  {m  —  2)  Cx"'-'  -+-..., 

X"  =  m  [m—  \)Ax'^-'-h (ffi—i)  (m  —  2)Bx'''-'-h  (m  --2)  (m  —3)  C^C'-^-H  . . . , 
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Alors  le  rësullai  précédent  sera  exprimé  comme  il  suit  : 

X  est  le  polynôme  donné  lui-même^  X'  se  déduit  du  poly- 
nôme X  en  multipliant  chaque  terme  par  l'exposant  de  x 
dans  ce  terme,  et  diminuant  l'exposant  d'une  unité;  et  cha- 
cun des  polynômes  X'^,  X^^^,  etc.,  se  déduit  de  celui  cjui  le 
précède,  comme  X'  se  déduit  de  X. 

Le  polynôme  X'  est  appelé  Ysl  fonction  dérwée ,  ou  sim- 
plement la  dérivée  de  X.  Le  polynôme  X^^  est  pareillement 
la  dérivée  de  X'  ;  le  polynôme  X^^'',  celle  de  X'^,  etc.  ;  et  l'on 
dit,  par  cette  raison,  c|ue  X''^  est  la  dérivée  du  deuxième  ordre 
deX,  que  X'^' en  est  la  dérivée  du  troisième  ordre,  etc. 

Quand  une  fonction  a  éxé  désignée  pary(x),  on  représente 
ses  dérivées  successives  par  f  (pc) ,  f"  (x) ,  f"  [x) ,  etc.  Au 
moyen  de  cette  notation,  on  a,  suivant  ce  qui  vient  d'être 
dit, 

/{x  +  j)  =f{x)  ^f  [x)y  -^f"  [x)  -^  -^f"[x)  -^-  +  .  .  .  . 

12  î  ,  2   o 

Comme  le  plus  liant  exposant  de  x  diminue  d'une  unité 
en  passant  du  polynôme  donné  à  sa  première  dérivée ,  ou 
d'une  dérivée  à  la  suivante ,  un  polynôme  du  degré  m  four- 
nit m  dérivées  successives,  dont  la  dernière  ne  contient 
plus  X.  11  est  facile  de  voir  en  outre  c£ue,  si  le  premier 
terme  du  polynôme  est  représenté  comme  ci -dessus  par 
Ax'",  la  dernière  dérivée  ou  la  dérivée  de  Tordre  m  est 

I  X  2X  3..  .  w  X  A. 

Par  conséquent ,  la  loi  des  termes  qui  composent  le  déve- 
loppement de/(.r  -f-j)  donne ,  pour  le  dernier  terme,  A  y"'. 
C'est,  en  cflet,  ce  que  Ton  voit  à  priori;  car  il  est  clair 
qu'après  la  substitution  de  x  -\-y  au  lieu  de  x  dans  le  poly- 
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nome  kx'"  -j-  Bo:'""'  -h  etc.,  la  quantité  Ax'",  qui  devient 
K{x-\-y)"\  donne  le  terme  Ay"\  et  il  n'y  a  aucun  autre 
terme  dans  lequel  l'exposant  de  y  soit  égal  à  m  ou  plus 
grand  que  m, 

370.  Pour  appliquer  à  un  exemple  ce  qui  vient  d'être  dit 
sur  l'emploi  des  dérivées,  soit 

f{x)  =  x^  -\-  ^  x''  -\-  x^—  i^x^  —  20  X  —  16. 

Si  l'on  veut  trouver  ce  que  devient  ce  polynôme  quand 
on  remplace  x  par  y  —  i ,  on  calculera  les  dérivées  succes- 
sives. La  première  dérivée  est 

f  [x)  =z  ^x''  -{-  10  X^  -\-  3  JT"'  32  X  20. 

En  formant  la  seconde  dérivée,  et  la  divisant  par  2  ,  on  a 

" ^—^  =z  I G  jc^  -h  3o  .r^  -f-  3  .r  —  16. 

ï  .  2 

La  dérivée  de  cette  dernière  fonction  ,  divisée  par  3  ,  est 

^  =  I G  x^  -f-  20  x  H-  I  . 

1.2.3 

La  dérivée  de  celle-ci ;,  divisée  par  4n  ^'st 


1.2.34 
On  a  enfin 


5x^5. 


I   2.3.4.5 


En  remplaçant  dans  ces  diverses  fonctions  x  par  —  i  ,  on 
trouve 

/(-O--9. /'(-O-o,^— ^=.,'-^^--9, 

T  .  2  .  3  .  4  I     2  .  1)    4  •  5 
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par  suite, 

/(  j  —  ï  )  =  r  '  —  9  /'  ■+■  y'  —  9- 

En  employant  le  même  procédé  pour  trouver  ce  que 
devient  le  polynôme  2.r*  —  5x^  H-  ^ x —  i  ,  quand  on  y 
remplace  x  par  y —  2,  on  obtient 

'2j^  —  16 J-^  -h  43 J^  —  ^lJ-\-^' 

J^aleuvs  (V une  Jonction  entière  de  x  pour  des  valeurs 
très-grandes^  ou  très-petites^  de  x.  Continuité  des 
fonctions  entières  d'une  variable. 

371.  Si  dans  le  polynôme  Ax'"-f-Bx"-f-Cxî'-i-  etc.,  las 
exposants  m,  n,  p,  etc.,  étant  des  nombres  entiers  posi- 
tifs qui  forment  une  suite  décroissante,  on  attribue  à  x 
des  "valeurs  numériques  suffisamment  grandes,  positives 
ou  négatives,  les  valeurs  du  polynôme  auront  le  même 
signe  que  celles  du  premier  terme  Ax'"^  et  Von  pourra 
donner  à  x  une  valeur  assez  grande  pour  que  la  valeur 
du  polynôme  soit  aussi  grande  qiion  le  voudra. 

On  peut  écrire  le  polynôme  donné  comme  il  suit  : 

/         B       i  C 

A.r'"     I  H ■ •  H 


A   .r'"~"        A   x'^-i' 
Pour  une  valeur   très -grande  de  x,    les   fractions 


xr 


x^'-f 


etc.,  auront  toutes  des  valeurs  très-petites.  Par  suite. 


la  somme  des  termes  7  •— —  ?  -  •—-—  ->  etc.,  dont  le  nombre 

A    j:'"~"     a    x^~p 

est  nécessairement  limité,  aura  aussi  une  valeur  très-petite; 
de  sorte  que,  si  Ton  fait  croître  suffisamment  .r,  le  poly- 
nôme renfermé  dans  les  parenthèses  finira  par  prendre  des 
valeurs  très-peu  différentes  de  l'uni  lé,  et  qui  seront  par 
conséquent  positives.  Le  polynôme  donné  prendra  doui  des 
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valeurs  de  mér^e  signe  que  celles  du  terme  Ax"".  On  voit, 
de  plus ,  que  la  valeur  du  polynôme  pourra  devenir  aussi 
grande  qu'on  le  voudra,  puisque  le  facteur  Ax'"-  croît  indé- 
finiment avec  X. 

372.  Si  dans  le  polynôme  Ax^'-h  Bx"-f-.Cx''-f-  etc.,  les 
exposants  m  y  n,  p,  etc.,  étant  des  nombres  entiers  posi- 
tifs qui  forment  une  suite  croissante,  et  le  polynôme  étant 
composé  d^ un  nombre  fini  de  termes ,  on  attribue  à  x  une 
très-petite  valeur ^  positive  ou  né  gâtisme ,  le  polynôme  aura 
une  valeur  très-petite,  de  même  signe  que  celle  du  premier 
terme  Ax*". 

On  peut  écrire  le  polynôme  donné  comme  il  suit  : 

/         B  C 

A^"*     I  H ^"-'"  -\ xP-""  -h 

\  A  A 

Pour  une  valeur  très -petite  de  x^  les  quantités  a;"~'", 
xP~"\  etc.,  dont  les  exposants  sont  positifs,  auront  toutes 
des  valeurs  très-pedtes  5  de  sorte  que,  si  l'on  fait  con- 
verger X  vers  zéro ,  le  polynôme  renfermé  dans  les  paren- 
thèses finira  par  prendre  des  valeurs  très-peu  différentes  de 
l'unité ,  et  qui  seront  par  conséquent  positives.  Le  polynôme 
donné  prendra  donc  des  valeurs  de  même  signe  que  celles 
du  terme  Ax"\  On  voit ,  de  plus ,  que  la  valeur  du  polynôme 
pourra  devenir  aussi  petite  qu'on  le  voudra,  puisque  le 
facteur  Ax'"-  décroit  indéfiniment  avec  x. 

373.  Etant  données  une  fonction  entière  f  (x)  et  une 
valeur  particulière  a.  de  x^  on  peut  trouver  une  quantité  h 
assez  petite  pour  que  la  différence  f  (a  -f-  h)  —  f  (a)  soit  plus 
petite  quune  quantité  donnée  aussi  petite  que  Von  voudra. 

En  effet,  d'après  le  n"  369, 

f(a  H-  h)  ~f[a)  =/'  {a)  h  ^  f"  (a)  ^  -h/'"  (a)      ''' 


1.2  1.2.3 

Or,  si  l'on  donne  à  h  une  valeur  très-petite,   chacun  de^ 
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f"  la)  fi" 
lermesf  [a)h^  — — — 5  etc.,  aura  une  valeur  très-petite; 

et  comme  le  nombre  de  ces  termes  est  limité,  on  peut  con- 
cevoir que  h  soit  assez  petit  pour  que  la  somme  de  ces  termes 
devienne  aussi  petite  qu'on  le  veut;  ce  qui  démontre  la 
proposition  énoncée. 

Remarque.  Soient  a  et  ê  deux  nombres  donnés ,  6  étant 
plus  grand  que  a.  Si  l'on  veut  déterminer  la  quantité  h  de 
manière  que ,  pour  une  valeur  quelconque  a  de  x ,  com- 
prise entre  a  et  S ,  on  ait  f[a  H-  h)  — f[a)  <^  £ ,  en  dési- 
gnant par  e  une  quantité  aussi  petite  que  l'on  voudra ,  on  y 
parviendra  comme  il  suit. 

Soit  C  un  nombre  plus  grandj  que  tous  les  coefficients 

qui  entrent  dans  les  polynômes  f  [x)  ^       ^  '  -,  — ^5  etc. 

Chacun  des  termes  de  ces  polynômes ,  pour  une  valeur  de  x 
comprise  entre  a  et  G,  sera  plus  petit  que  Cê'"~%  si  ê  ^  i  ; 
et  plus  petit  que  C ,  si  ê  <^  1 5  par  conséquent ,  la  valeur  de 
chaque  polynôme  sera  plus  petite  que  772 C  ê'""*,  ou  que  mQ  , 
selon  que  l'on  aura  ê  ^  i  ou  ê  <^  i. 

Cela  posé ,  désignons  par  K  le  nombre  m  C  ê"'~%  si  ê  ]>  i , 
et  le  nombre  jnQ  s\  ^  <^i.   D'après  le  développement  de 
fia  H-  11)  — f[(^)-)  on  aura,  pour  une  valeur  quelconque  a 
de  X,  comprise  entre  a  et  ê, 

/(«  -H  A)  — /(a)<K/^  (iH-  A  -h  h\  .  .+  A—'). 

Le  second  membre  de  cette  meafahte  est  eeral  a  ^ 7 ; 

*-"  I  —  Il 

par  conséquent ,  si  l'on  suppose  A  <^  i ,  ce  second  membre 

.     ,                 ¥.h      ^             .  ,,                  Kk 
sera  moindre  que Donc,  si  i  on  pose j  <^  £,  on 

aura  à  fortiori^fa  -f-  h)  — f((^)  <C^-  ^^  ^^  première  condi- 

tion  est  satisfaite  quand  on  a  A  <" Ainsi ,  en  don- 

^  ^  K  -h  s  ' 

nant  à  x  des  valeurs  croissantes  depuis  a  jusqu'à  ê,  et  telles, 
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que  la  dilîërence  de  deux  valeurs  cousécutives  soit  égale  à 

— — ,  ou  moindre  que  cette  quantité,  on  obtiendra  pour 

f(x)  une  suite  de  valeurs  telles ,  que  la  dilïérence  de  deux 
valeurs  consécutives  sera  plus  petite  que  £. 

Propositions  par  lesquelles  on  reconnaît  quune 
équation  a  une  racine  réelle.  —  Théorème  qui 
établit  que  toute  équation  a  une  racine. 

374.  Théorème  i*^"^.  — Lorsque  deux  nombres  a  et  ê,  sub- 
stitués dans  le  premier  membre  d'une  équation  f(x)  =  o, 
donnent  des  résultats  de  signes  contraires^  V équation  a 
au  moins  une  racine  réelle  comprise  entre  a  et  6. 

En  elFet,  d'après  ce  qui  à  été  établi  dans  le  numéro  précé- 
dent, on  peut  attribuer  à  x  des  valeurs  croissantes'  depuis  a 
jusqu'à  6,  telles,  que  la  différence  entre  cliacune  des  valeurs 
correspondantes  de  J  {x)  et  la  suivante  soit  plus  petite 
qu'une  quantité  ?  aussi  petite  que  l'on  voudra.  Il  y  aura 
nécessairement  deux  valeurs  consécutives  dej(x)  qui  seront 
de  signes  contraires,  puisque,  par  hypothèse,  les  deux 
valeurs  extrêmes/ (a)  et  (ê)  sont  de  signes  contraires.  Ces 
deux  valeurs  consécutives  de /(x),  qui  seront  de  signes  con- 
traires, ayant  entre  elles  une  différence  moindre  que  £, 
chacune  d'elles  sera  numériquement  plus  petite  que  e.  Or, 
cette  conclusion  subsistant  quelque  petite  que  soit  la  quan- 
tité £,  il  s'ensuit  qu'il  existe  entre  ce  et  G  au  moins  une 
valeur  de  x  pou.r  laquelle/  (j?)  est  zéro. 

ScoLiE.  — Comme  il  est  possible  que  le  polynôme/ (a) 

passe  plusieurs  fois  du  positif  au  négatif,  ou  du  négatif  au 

positif,  pendant  que  x  varie  depuis  a  jusqu'à  6,  l'équation 

/  (x)  =  o  peut   avoir  plusieurs    racines    réelles  comprises 

<uitre  oc  v.i  G. 

375.  TuÉORiiME  il.  —  TJ/(('  cquatmn  de  degré  impair  a 
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au  moins  une  racine  réelle  de  signe  contraire  ii  son  der- 
nier ternie. 

Soit  l'équation 

.r'"  +  X  x'"-^  4-  B  X"'-' .  .  .  ±1  K  =--  o  , 

V 

et  supposons  que  ni  soit  un  norabre  impair. 

Considérons  d'abord  le  cas  où  le  dernier  terme  est  négatif. 
Si  l'on  fait  x  =■  o  dans  le  premier  membre  de  l'équation, 
on  aura  un  résultat  négatif^  puisque  ce  résultat  ne  sera 
autre  que  le  dernier  terme.  Si  l'on  donne  ensuite  à  x  une 
valeur  positive  assez  grande  pour  que  le  signe  du  premier 
membre  soit  le  même  que  celui  de  son  premier  terme 
(n^  37j  ) ,  on  aura  un  résultat  positif.  L'équation  aura  donc 
au  moins  une  racine  positive. 

Supposons  actuellement  que  le  dernier  terme  soit  positif. 
En  faisant  x  =  o ,  on  aura  un  résultat  positif,  et  si  l'on 
donne  ensuite  à  x  une  valeur  négative  suffisamment  grande, 
on  aura  un  résultat  négatif;  l'équation  aura  donc  au  moins 
une  racine  négative. 

376.  Théorème  m.  —  Une  équation  de  degré  pair,  dont 
le  dernier  ternie  est  négatif  j  a  au  moins  deux  racines 
réelles,  V une  positive  et  Vautre  négative. 

Car  en  faisant  a;  =  o,  on  aura  un  résultat  négatif;  et  si 
Ton  donne  ensuite  à  x  une  valeur  suffisamment  grande, 
positive  ou  négative,  le  résultat  sera  positif,  puisqu  il  aura 
le  signe  du  premier  terme,  lequel,  étant  de  degré  pair, 
sera  toujours  positif. 

377.  Théorème  iv.  —  Lorsque  le  premier  membre  d'une 
équation  est  composé  d'une  suite  de  termes  positifs j,  après 
lesquels  tous  lès  autres  ternies  sont  négatifs  i^le  second 
membre  étant  zéro) ,  Véquation  a  une  racine  positive,  et 
clic  n  en  a  qu'une. 
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Soil  1  équation 
x"'  -h  A  x™-'  + .  .  .  +  N  x"'~"  —  Po,'"'-"-'  —  .  .  .  ~  R  =  o , 

dans  laquelle  les  termes  sont  tous  positifs  jusqu'au   terme 
N^z:'""",  et  les  termes  suivants  sont  tous  négatifs. 

Le  dernier  terme  de  cette  équation  étant  négatif,  elle 
aura  une  racine  positive^  il  s'agit  de  prouver  qu'elle  n  en 
aura  qu'une.  Or  on  peut  mettre  le  premier  membre  sous 
cette  forme  : 

/  P  R 

yja-n     ^n  _^  A  X""'  ...H-N ... 

V  X  X' 


m—n 


Si  l'on  fait  croître  x  à  partir  de  zéro,  la  quantité 
.X"  -h  Ax"~^ ...  H-  N  ira  en  augmentant ,  sauf  le  cas  où  elle 
serait  constante ,  ce  qui  aurait  lieu  si  le  premier  terme  de 

.   ,   P  R 

l'équation  "était  seul  positif.    La  quantité  — f-  •  •  •  H — ^^ 

ira,  au  contraire,  en  diminuant.  Donc,  si  x  croît  jusqu'à 
l'infini,  le  premier  membre  de  l'équation  ne  changera  de 
signe  qu'une  seule  fois.  L'équation  n'aura  donc  qu'une 
seule  racine  positive. 

On  voit  en  outre  que ,  si  x  croît  à  partir  d'une  valeur 
qui  rende  le  premier  membre  de  l'équation  positif,  la 
valeur  de  ce  polynôme  croîtra  avec  celle  de  x. 

378.  Théorème  v.  —  Une  équation  a  toujours  une  racine 

de  la  forme  a  -h  b  sj —  i  ,  a  et  b  étant  des  quantités 
réelles  {*), 

Considérons  d'abord  les  quatre  équations 


0?'"  =  4-  1 ,      .r"*  =  —  I ,      jc"'  .=r  -4-  y/ —  1  ,      x"[  =  —  y —  1 . 
L'équation  x'"  =  -|-  i  admet  toujours  une  racine  ^  car  ou 

(*)  Le  lecteur  pourra  atîmeltrc  ce  Ihcorème  sans  s''arrêtor  à  la  démons 
lialion. 
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la  vérifie ,  quel  que  soit  m  ,  en  posant  :r  =  i .  A  l'égard  des 
irois  autres  équations,  on  sait,  par  ce  qui  a  été  dit  dans  le 
cliapitre  VII ,  que  l'équation  x'"  =  —  i  a  toujours  au  moins 
une  racine  réelle  ou  imaginaire,  et  que  chacune  des  deux 
dernières ,  x'"  =  -+-  y/ —  i  ,  x'"  =  —  \J —  i  ,  a  des  racines 
imaginaires  toutes  les  fois  que  m  est  un  nombre  de  la 
forme  2^.  11  reste  à  examiner  le  cas  où,  dans  les  deux  der- 
nières équations,  m  est  un  nombre  impair,  ou  le  produit 
d'un  nombre  impair  quelconque  par  une  puissance  de  2. 
A  cet  effet,  soit  m  =  2^  X  /î,  7i  étant  un  nombre  impair^ 
en  posant  x^  =Jt  on  aura  les  deux  équations 


Or,  on  a  {n'^  206) 

par  suite, 

Ces  égalités  montrent  que  chacune  des  deux  équations  ci- 
dessus,  dans  lesquelles  n  est  un  nombre  impair,  admet 
toujours  une  racine  égale  à  -t-  y —  1  ou  à  —  y —  i ,  D'ail- 
leurs, si  dans  l'équation  x^  ==j^,  on  fait  y  =  -f-  y'^ —  i  ou 
j^  =  —  y^ —  I  ,  cette  équation  donnera  toujours  pour  x  des 
valeurs  de  la  forme  p  -\-  (J  ^ —  i  •  H  existe  donc  des  valeurs 
imaginaires  de  x  qui  vérifient  les  équations  x'"  =  -\-  \/ —  i 
et  x'"-  =  —  y^ —  I . 

Considérons  actuellement  l'équation 

(1)  x"'-h  A,^'"-'H-  A.,^'"-'.  .  .4-  Am-iX  -f-  A^  =  o; 

les  coefficients  Ai,  Ag , .  .  . ,  A,„._i ,  A,^,   pouvant  être  des 
quantités  réelles  ou  des  expressions  imaginaires. 

Si  l'on  fait  dans  le  premier  membre  de  cette  équation 
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X  =^  p  -\-  q  si —  I ,  /7  et  <7  représentant  des  quantités  réelles, 
le  résultat  sera,  une  expression  imaginaire  P  -f-  Q  y' —  1  , 
P  et  Q  étant  des  fonctions  réelles  et  entières  de  p  et  q. 
Pour  que  léquation  soit  satisfaite,  il  faudra  que  l'on  ait 
P  =  o  et  Q  =  o  .  ou,  ce  qui  revient  au  même,  P^-|-Q-r=:o. 
jNous  allons  démontrer  qu'il  existe  toujours  un  couple  de 
valeurs  réelles  de  p  et  q  qui  satisfait  à  cette  condition 
p-  -}-  Q^  ^=  o.  Pour  cela ,  nous  prouverons  d'abord  que  la 
plus  petite  valeur  que  peut  recevoir  la  quantité  P-  H-  Q", 
lorsqu  on  fait  varier  p  et  q,  correspond  à  des  valeurs  finies 
de  p  ei  q\  nous  ferons  voir  ensuite  que  celte  plus  petite 
valeur  est  zéro. 

Rappelons  ,  avant  tout ,  que  la  quantité  v^P" -h  Q"  est 
ce  qu'on   nomme   le   module   de  l'expression   imaginaire 

Pour  démontrer  que  la  plus  petite  valeur  du  module 
V  p-  -f-  Q"  correspond  à  des  valeurs  finies  de  p  et  ^,  il  suffit 
de  prouver  que,  lorsqu'on  fait  croître  indéfiniment  les  quan- 
tités p  et  q  ou  seulement  rùiie  d'elles,  le  module  VP"  -f-  Q^ 
croit  indéfiniment.  Or  le  premier  membre  de  1  équation 
peut  être  écrit  sous  cette  forme 


x"'  l 


A,        A.  A, 

--^-  -+-•••  +  - 
.r  .r-  .1" 


En  posant   x  =  p  ~h  q  \ —  i  ,  on  aurc 


P  -I-  O  V  —  I 


/  f \m\  ,  A,  Aj  Am  j 

(y>-f-r/v-i)       iH j=.'r---- =^---H----— =r- 

L       p^r/  V—  I      '  y^  4-  7  \  —  1  ;  1/^+7  V  — I  j  J 

On  a  vu  que  le  module  du  produit  de  plusieurs  expres- 
sions imaginaires  est  le  produit  des  modules  des  facteurs, 
et  le  motlule  du  quotient  de  deux  expressions  imaginaires 
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est  le  quotient  du  module  du  dividende  par  le  module  du 
diviseur  (u«^  205  et  207). 

Cela  posé,  les  modules  des  coefficients  Ai,  Aa,...^ 
A,n,  étant  des  quantités  finies,  si  l'on  fait  croître  indéfini- 
ment les  deux  quantités  p  et  «y,  ou  seulement  l'une  d'elles, 

les  modules  des  fractions  — ,  — .^        — , .  . . , 

p-h  rj  V  —  I     (/;  -f-  7  v'—  I  y 

■ "^-=:.:^^')  décroîtront  indéfiniment:   ces  fractions  se 

\P  +  7  V  —  ï  r 

réduiront  donc  à  des  expressions  imaginaires  aj-f-êj  sj — i  , 

^2  H- ^2  V^ — ^  •>  ^^^t  dans  lesquelles  les  quantités  cf, ,  oj , 
a?,  02,  etc.,  pourront  devenir  toutes  aussi  petites  qu'on  le 
voudra.  Il  suit  de  là  que  la  somme 

A,  •  A_, 


p  -\~  q  V  — 


p^-q^-^y 


s(!ra  une  expression  imaginaire  iH-y-ho  y/  —  i,  dans  laquelle 
les  quantités  y  et  0  pourront  êti  e  rendues  aussi  petites  qu'on 
le  voudra  ;  et  par  conséquent  le  module  de  cette  somme,  ou 
la  quantité  y  (i  4-  7)^  -f-  0^,  aura  une  valeur  très-peu  diffé- 
rente de  Tunité.  Mais  le  module  de  (p  H-  ^  y —  i  /"  croîtra 
indéfiniment.  Par  conséquent,  le  module  de  P-f-Qy' — i 
croîtra  lui-même  indéfiniment  5  ce  qu'il  fallait  démontrer. 
Il  faut  actuellement  prouver   que  la  plus  petite  valeur 

du  module  y/P"^ -f- Q"  est  zéro^  or  cette  proposition  sera 
démontrée  ,  si  Ton  fait  voir  que ,  toutes  les  fois  que  le  module 

y/P" -t- Q^  aura  une  valeur  diiTérenle  de  zéro,  on  pourra 
assigner  une  valeur  imaginaire  de  x  telle,  qu'en  représen- 
tant le  résultat  de  la   substitution  de  cette  valeur  dans  le 


premier  membre  de  l'équation  par  P'  -j-  Q'  y  —  i  :,  on  ait 
Désignons   la  valeur  de  x  qu'il  s'agira  de  trouver  par 
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p  -\-  n  y/ — î-\-  e  îf ,  £  représentant  un  nombre  qu'on  pourra 
supposer  aussi  petit  qu'on  le  voudra ,  et  u  étant  une  indé- 
terminée qui  pourra  recevoir  des  valeurs  réelles  ou  imagi- 
naires. 

Pour  obtenir  le  résultat  de  la  substitution  de 

p  -\-  q  si — I  -{-BU  à  la  place  de  x  dans  le  premier  membre 
de  l'équation  (i) ,  nous  remplacerons  d'abord  x  par  x  H-  /i  ^ 
nous  ferons  ensuite  xr=p  -\-  q  \/—i  et  h  =  e u. 

Le  résultat  de  la  substitution  de  x  -\-  h  k  la.  place  de  x 
dans  le  premier  membre  de  l'équation  peut  être  exprimé 
par 

(2)  X  +  X'  A  H /û-\ -X  hK,.-h-  h""  ; 

^  ^  1.2  1 . 2 .  .3 

X  désigne  alors  le  premier  membre  de  l'équation ,  et  X', 
X^',  X''^,  etc.,  sont  les  dérivées  successives  de  ce  polynôme. 

Quand  on  fait  x  =  p  -\~  q  \J —  i  dans  le  polynôme  (2) , 
le  premier  terme  X  devient  P  -f-  Q  y —  ï  • 

Quant  aux  coefficients  des  puissances  de  h  dans  les  termes 
suivants ,  il  peut  arriver  que  quelques-uns  deviennent  nuls  j 
mais  ils  ne  peuvent  pas  s'évanouir  tous  en  même  temps, 
puisque  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  h  est 
l'unité. 

Soit  /î"  la  plus  faible  puissance  de  h  dont  le  coefficient 

ne  devient  pas  zéro  quand  on  suppose  x  =  p  -h  q  \/ — i .  Ce 

coefficient  sera  de  la  forme  R  -h  S  y^ — i ,  et  l'on  n'aura  pas 
en  même  temps  R  =  o ,  S  =^  o. 

D'après  cela,  si  l'on  représente  par  P'4-Q'\/ — i.la 
valeur  que  prend  le  polynôme  (2) ,  quand  on  y  remplace  x 

par  p  -\-  q  sj —  i ,  et  ^  par  e  zf ,  on  aura 


(3)      P'  +  Q'  ^_  I  :=  p  +  Q  y/—  «    4-  (r  4-  S  v/—  I  )  ="«" 

-h  [des  termes  en  s"^',  s"-^*, ,  .  . ,  s'"), 
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On  peut  attribuer  à  u  une  valeur  telle,  que  l'on  ait  ii"=-4- 1 , 
ou  II"  = —  I  *,  alors  il  vient 

P'+O'V^^  =3^? -hQ  v/H7±(r  +  s^^)s"   • 
-}-  [des  termes  en  s""^',  s""*"-, .  .  . ,  s"*). 

En  séparant  les  parties  réelles  et  les  parties  imaginaires,  on 
trouve 

P'  =  F  znRs"H-  [des  termes  réels  en  c""^',  s"-*-%  .  ...  s'") , 
Q'  =:  Q  du  S  e"  H-  (des  termes  réels  en  e"^',  £"+%  ...,£'"); 

d'où  l'on  conclut 

P'-^  4-  Q'^  =  P-^  -f-  Q'  ±  2  (PR  H-  QS)  s" 

-\-  [des  termes  réels  en  z^'^\  s"'^^  .  .  . ,  e'-"*]. 

Or  on  peut  prendre  le  nombre  s  assez  petit  pour  que  la  somme 
des  termes  affectés  des  diverses  puissances  de  £  dans  la  valeur 
de  P'^-f-  Q'^  ait  le  même  signe  que  le  terme  ±  i  (PR-t-QS)  £" 
(n^  372)  \  de  plus,  on  peut  toujours  faire  en  sorte  que  ce 
terme  soit  négatif,  car  il  suffît  de  déterminer  u  de  manière 
que  iz"  soit  égal  à  H-  i ,  ou  à  —  i ,  selon  que  la  quantité 
PR  -f-  QS  est  négative  ou  positive.  Quand  toutes  ces  condi- 
tions seront  remplies,  on  aura 

P''  -f-  Q'2  <  P^  -h  Q%       d'où       ^P'2-j-Q'-^<;  y/p2_^Q2. 

Nous  avons  supposé  que  la  quantité  PR  H-  QS  n'était  pas 
nulle*,  il  faut  donc  encore  examiner  le  cas  où  l'on  aurait 
PR  H-  QS  =  o.  Alors ,  au  lieu  de  faire  w"  =  dz  i  dans  l'é- 
quation (3)  ,  on  donnera  à  ii  une  valeur  telle^  que  l'on  ait 

m"  =  =tz  \j —  I  •  il  en  résultera 

P'  +  Q'  sfl\  =  P  +  Q  sl'—'x  d=  (  R  +  S  sf^\  )  c"  f^x  -i-  . .  . , 

ou 

P'  =  p  qz  s  s«  ~i- .  . . ,     Q'  ==  Q  ±;  R  £«  -f- .  .  .  ; 

5«  édit,  26 
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et ,  par  suite, 

p'  -hQ'^rirP^  +  Q  zt:2(0R  —  PS)c"-h..    ; 

les  termes  qui  suivent  le  terme  en  e"  sont  réels,  et  ne  con- 
tiennent que  des  puissances  de  e  dont  l'exposant  est  supé- 
rieur à  n. 

Comme  on  a,  par  hypothèse,  PR  -}-  QS  =  o,  on  ne  pourra 
pas  avoir  QR  —  PS  =  o  •  car,  si  ces  deux  égalités  subsis- 
taient en  même  temps ,  on  en  conclurait 

(PR -hQS)^+ (QR  — PS)'-'=:o,    ou    (p2  +  Q2)(R2_f-S^)  =  o. 

Par  suite ,  on  devrait  avoir  P^-h  Q^=  o ,  c'est-à-dire  P  =  o, 
Q  =  o  ;  ou  bien  R^  +  S^  =  o  ,  c'est-à-dire  R  ==  o  ,  S  =  o  ; 
ce  qui  est  contraire  aux  suppositions  qui  ont  été  établies. 

La  quantité  QR  —  PS  n'étant  pas  nulle,  on  pourra 
prendre  le  nombre  e  assez  petit  pour  que  la  somme  des 
termes  affectés  des  diverses  puissances  de  z  dans  la  valeur 
ci-dessus  de  P'^  H-  Q'^  ait  le  même  signe  que  le  premier 
terme  di  2  (QR  —  PS)  e".  De  plus  ,  on  pourra  faire  en  sorte 
que  ce  terme  soit  négatif;  car  il  suffira  de  déterminer  11  de 

manière  que  u"  soit  égal  à  -|-  V —  i,  ou  à  —  \j —  i ,  selon 
que  la  quantité  QR  —  PS  sera  négative  ou  positive.  Quand 
ces  deux  conditions  seront  remplies,  011  aura 

Des  facteurs  et  des  diviseurs  des  équations. 

379.  Théorème  vi.  —  Si  a  est  une  racine  d'une  équa- 
tion X  =  o .  le  premier  membre  de  V équation  est  divisible 
par  le  binôme  x  —  a. 

Concevons  que  l'on  divise  le  polynôme  X  par  x  —  a-^  le 
diviseur  ne  contenant  x  qu'au  premier  degré,  l'opération 
conduira  à  un  reste  indépendant  de  .r,  et  le  quotient  ne 
renfermera  point  x  en  dénominateur.  Nommons  Q  le  que- 
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tient  et  R  le  reste,  on  aura 

X=:{.r  —  a)  XQ4-R. 

Si  Ton  fait  dans  cette  égalité  x  =  a,  le  premier  membre 
deviendra  nul,  puisque,  par  hypothèse,  a  est  racine  de 
l'équation  X  =  o  5  le  produit  (x  —  a)  X  Q  deviendra  aussi 
nid,  car  le  facteur  x  —  a  est  réduit  à  zéro,  et  le  facteur  Q 
ne  peut  pas  devenir  infini  ^  d'ailleurs  le  reste  R  ne  changera 
pas ,  puisqu'il  est  indépendant  de  x.  Il  suit  de  là  que  R  est 
nul.  Donc  le  polynôme  X  est  divisible  par  x  —  a. 

ScoLiE  i^"".  —  Réciproquement ,  lorsque  le  binôme  x  —  a 
dwise  le  poljjiôme  X,  a  est  racine  de  Féqualion  X  =::  o. 
Car  on  a ,  par  hypothèse ,  X  =  (.r  —  a)  X  Q ,  le  quotient  Q 
étant  entier  par  rapport  à  x\  or,  si  l'on  fait  dans  cette  éga- 
lité x  =  «,  le  second  membre  devient  nul;  le  premier 
membre  doit  donc  aussi  être  réduit  à  zéro. 

ScoLiE  II. — Quelle 'que  soit  la  quantité  «,  lorsqu'on 
fait  x  =  a^  dans  les  deux  membres  de  l'égalité  ci-dessus, 
X  =  (x  —  a)  X  Q  4-  R ,  le  produit  (x  —  <3^)  X  Q  est  réduit 
à  zéro ,  et  le  reste  R  ne  change  pas.  Donc  le  reste  R  est  égal 
à  la  "Valeur  que  prend  le  polynôme  X  lorsqu'on  remplace  x 
par  a.  Cette  dernière  proposition  renferme  le  théorème  vi  \ 
car,  lorsque  a  est  racine  de  l'équation  X  =  o ,  le  résultat 
de  la  substitution  de  a  à  la  place  de  x  dans  X  étant  zéro , 
le  reste  de  la  division  de  X  par  x  —  a  est  aussi  zéro;  le 
polynôme  X  est  donc  divisible  par  x  —  a. 

380.  Dans  le  Traité  de  la  résolution  des  équations  nwné- 
riques,  Lagrange  démontre  le  théorème  vi  comme  il  suit  : 
Soit  l'équation  générale 

( I )        x"'  +  A, ^'"-'  H-  A,, x"'-'  -f- .  .  .  H-  A^_,  ^  -h  A;„  =r  o. 

Si  a  est  une  racine  de  cette  équation ,  on  aura  l'égalité 

a""  -h  A,  a""-'  ~H  A.a""-'  -}-...  +  A^_,  a  -h-  A„,  =  o. 

En  tirant  de  cette  égalité  la  valeur  de  A,„ ,  et  en  la  reportant 

26. 
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clans  le  premier  membre  de  l'équation  (i),  ce  polynôme 

devient  * 


X"'  +  A,,r'"-'  +  k.^x"'--'  -f- .  .  .  H-  A„._,  X 


A,  a"'-'  —  A.rt"'-- 


i/n— I  M  5 


OU  bien 


x"'  —  rt'»  -I-  A,  (x"'~'  —  «'"-'  ]-+- A.  (.^'"--—  ^^^'^J .  .  .  4-  A„_,  (x—  rt). 

Mais  X — a  divise  exactement  chacun  des  binômes  x'"  —  a'", 
^.m~i  — a"'~\  etc.  (n"  71).  Le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (i)  est  donc  aussi  divisible  par  x  —  a. 

Pour  obtenir  le  quotient,  il  suffit  d'effectuer  la  division 


de  chacun  des  binômes  x'"  —  a"\  x'"~^  —  <2'"  ^ 


,  etc.,  par 


X  —  <2  ,  et  d'ajouter  ensuite  les  quotients  partiels,  en  multi- 
pliant le  second  quotient  par  Ai,  le  troisième  par  Aa,  etc.; 
on  trouve  ainsi  le  résultat  ci-dessous  : 


,r 


H- A, 


-h  a' 

+  A,  « 

-H  A . 


a' 

A,«^ 

A2<I 

A, 


X" 


A.rt'"-' 
A ,  «"*-•' 
A3  «'"-^ 


On  obtient  le  coefficient  de  chaque  terme  du  quotient ,  à 
partir  du  second ^  en  multipliant  le  coefficient  du  terme 
précédent  par  a ,  et  en  ajoutant  au  produit  le  coefficient 
du  terme  quia,  dans  le  polynôme  proposé,  le  même  rang 
que  le  terme  du  quotient  que  Von  veut  former.  Le  coeffi- 
cient du  premier  terme  du  quotient  est  le  même  que  celui 
du  premier  terme  du  polynôme  proposé. 

381 .   Quelle  que  soit  la  quantité  <?,  le  premier  membre 
de  l'équation  (1)  peut  être  écrit  sous  cette  forme 

x"'—  rt"'H-A,  i.r'"-'— <'/'"-')  4- A,  (.'r"'-^—«'"-^).  .  .  H- A„_ ,  (.r  —  «) 

+  «'"  -t-  A ,  «"-'  -I-  X,  a'"-'    ...  -h  A,„„..,  a  4-  A,,,. 
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Cette  expression  est  formée  de  deux  pailies,  dont  l'une 
est  divisible  par  j?  —  a,  et  l'autre  est  indépendante  de  x\ 
celle-ci  exprime  donc  le  reste  de  la  division  du  polynôme 
proposé  par  x  —  a.  On  est  ainsi  ramené  à  la  conclusion 
qui  a  été  établie  dans  le  scolie  ii  ci-dessus. 

Au  reste ,  on  peut  aussi  établir  les  divers  principes  con- 
tenus dans  les  trois  numéros  précédents,  en  elïectuant  la 
division  du  polynôme  .r'"  H-  Ai^'""'  -f-  A^x"'~'^  -\-  etc.  par 
le  binôme  x  —  a. 

382.  Théorème  vu.  —  Une  équation  du  degré  m  <2  m 
racines  réelles  ou  imaginaires,  tt  elle  nen  a  pas  un  plus 
grand  nombre. 

Représentons  Tcquation  proposée  par  X  =  o.  D'après  le 
théorème  v,  cette  équation  a  une  racine  réelle  ou  imagi- 
naire. Nommons  a  cette  racine-,  le  premier  membre  sera 
divisible  par  x  —  a,  et  le  quotient  sera  un  polynôme  du 
degré  ///  —  i  -,  on  aura  donc 

X  =  (x  —  a)  (x"'-' -h .  .  .). 

Si  l'on  égale  à  zéro  le  polynôme  x'""'^  -h  etc.,  on  obtiendra 
une  équation  qui  aura  aussi  une  racine.  Nommons  b  cette 
racine^  le  polynôme  x"'~^  -\-  etc.  sera  divisible  par  x  —  è, 
et  le  quotient  sera  un  polynôme  du  degré  m  —  2  ^  de  sorte 
que  l'on  aura,  à  cause  de  l'égalité  ci-dessus, 

y^=z{x  —  a){x  —  b)(x^-''~\-..,). 

Si  l'on  égale  à  zéro  le  polynôme  x"'~^  H-  etc.,  il  en  résul- 
tera une  équation  qui  admettra  une  racine  c;  le  polynôme 
.r'"~^  -H  etc.  sera  divisible  par  x  —  c^  le  quotient  sera  du 
degré  m  —  3,  et  l'égalité  précédente  deviendra 

X  =  {a:  —  a)  (x  —  b)  {x  —  c)  (x"'"  -^  -h .  .  .  )• 

On  pourra  continuer  ainsi  juscpi'à  ce  que  le  dernier  quo- 
tient soit  un  binôme  du  premier  degré  x  —  k\  et  il  en 
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résultera  • 

"K  =  [x  —  a)  [x  —  b)  [x  —  c) .  .  .  (x  —  /•). 

Mais,  d'après  cette  égalité,  le  polynôme  X  sera  réduit  à 
zéro  si  l'on  met  à  la  place  de  x  une  des  m  valeurs  a^  b  ^ 
c, .  .  . ,  /l  ^  donc  l'équation  X  =  o  a  m  racines.  Elle  n'admet 
que  les  m  racines  «,  Z» ,  c,.  .  .,  A;  car,  si  elle  en  avait 
d'autres,  le  polynôme  X  pourrait  être  décomposé  de  plu- 
sieurs manières  en  facteurs  du  premier  degré  ;  et  cela  est 
impossible  (n"  363)  {^). 

Il  peut  arriver  que  quelques-uns  des  facteurs  x  —  «, 
Z  —  b ^  X —  c,  etc.,  soient  égaux-,  dans  ce  cas  on  dit  que 
l'équation  X  =  o  a  des  racines  égales.  Par  exemple,  si  le 
polynôme  X  a  trois  facteurs  égaux  à  x  —  «,  on  dit  que 
l'équation  a  trois  racines  égales  à  a.  C'est  dans  ce  sens  qu'on 
doit  entendre  qu'une  équation  du  degré  m  a  toujours  m 
racines. 


(*)  On  peut  prouver,   indépendamment  de   la  proposition  du    n'^  563 , 
qu'une  équation  du  degré  m  n'a  pas  plus  de  m  racines.  En  effet,  reprenons 

l'égalité 

X  =  (x  —  a]  (x  —  h){x  —  c) .  .  .[x  —  A). 

Si  Ton  donne  à  x  une  valeur  a  différente  de  chacune  des  quantités 
a,  by  c  , . . . ,  k ,  aucun  des  facteurs  du  second  membre  n'étant  nul ,  leur  pro- 
duit ne  sera  pas  nul  (n^SGo);  donc  a  ne  sera  pas  racine  de  l'équation 

X  =  G.  S'il  y  a  des  racines  égales,  en  sorte  qu'on  ait  X  =  (r — a)"  (x — b)^  etc., 
le  polynôme  X  ne  pourra  être  égal  à  aucun  autre  produit  formé  des  mêmes 
l'acteurs  avec  des  exposants  différents.  Car  soit,  s'il  est  possible, 

(x  —  a)"  {x  -bf  ...  =  {x~  af  {x  —  bf' .  .  .  . 

Si  l'on  suppose  ?i>-  n' ,  on  pourra  diviser  les  deux  membres  par  [x  —  a)"  , 
et  il  viendra 

(.r  -  af-'''  {x-b)P  ...={x  -  bf  .... 

Or,  le  premier  membre  de  cette  dernière  égalité  est  réduit  à  zéro  par  l'hypo- 
thèse a*  =  rt,  et  il  n'en  est  pas  de  même  du  second  membre,  puisque  tous 
ses  facteurs  sont  différents  àe  x  —  a.  L'égalité  est  donc  impossible. 

Une  équation  du  degré  r?i  n'admet  donc  qu'un  seul  système  de  m  racines 
égales  ou  inégales. 
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383.  Si  1  ou  multiplie  entre  eux  les  faeteuis  du  premier 
degré  du  polynôme  X,  deux  à  deux,  trois  à  trois,  ete.,  les 
produits  qu'on  obtiendra  seront  des  diviseurs  de  X.  De 
plus,  le  polynôme  n'admettra  pas  d'autres  diviseurs  que  ceux 
qui  résulteront  de  ces  multiplications.  Le  nombre  des  divi- 
seurs du  deuxième  degré  est  donc  ■ '  ;  celui  des  divi- 


1 .2 


,  -   . ,  T        ,         mim  —  i)[in  —  2) 

seurs  du  troisième  deere  est ^;r -\  etc. 

°  12.3 

384.  Théorème  VIII. — Lorsqu'une  équation,  dont  les 
coefficients    sont    réels,    admet    une    racine    imaginaire 

a  -j-  S  y' —  I ,  elle  a  aussi  la  racine  conjuguée  a —  G  y/ —  i . 
Concevons  que  l'on  substitue  a  -j-  o  \l —  i  à  la  place  de  x 
dans  le  premier  membre  de  l'équation  ^  les  termes  dans  les- 
quels 6  sj —  I  sera  élevé  à  une  puissance  paire  seront  déli- 
vrés du  symbole  \] —  i ,  tandis  que  ce  symbole  se  conserveia 

dans  tous  les  termes  où  la  même  quantité  ê  \] —  1  sera 
élevée  à  une  puissance  impaire  (n^âOG)^  de  sorte  que,  oi 

l'on  représente  le  résultat  de  la  substitution  par  P-hQ  y/ — 1 , 
P  et  Q  seront  des  quantités  réelles,  P  ne  contiendra  que 
des  puissances  paires  de  ê,  et  Q  ne  contiendra  que  des 
puissances  impaires  de  cette  quantité. 

Si  l'on  remplace  dans  la  même  équation  x  par  a — 6  y/ — i , 
le  résultat  ne  différera  du  précédent  qu'en  ce  que  les  puis- 
sances impaires  de  S  auront  des  signes  contraires  5  par  ron- 
séquent,  ce  résultat  sera  P  —  Q  y/ —  i.  Mais  puisque,  par 
hypothèse,  a-\-^\l — 1  est  racine  de  l'équation,  il  faut 
que  l'expression  P  +Q  \l —  1  soit  zéro,  ce  qui  exige  que 
l'on  ait  séparément  P  =  o,  Q  =  o .  L'expression  P —  Q  y/ —  1 

sera  donc  aussi  zéro,  a  —  6  V —  i  s(3ra  donc  une  racine  de 
l'équation. 
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Corollaire  i.  — Dans  une  équation  dont  les  coeftîcients 
sont  réels,  les  racines  imaginaires  sont  en  nombre  pair. 

Corollaire  ii. — Les  facteurs  correspondants  aux  racines 
imaginaires  conjuguées  d'une  équation  dont  les  coefficients 
sont  réels,  produisent  des  facteurs  réels  du  second  degré  enx. 
Car  les  facteurs  correspondants  à  deux  racines  imaginaires 
conjuguées  étant  x  —  a  —  S  y/ —  i  et  ^  —  a  -{-  £  ^ —  ^  ?  1^ 
produit  de  ces  deux  facteurs  est 

{x  —  a)^  -h  ê%       OU      X'^  —  2.01.x  -i-  u'  +  ê-. 

On  conclut  de  là  que  le  premier  membre  d'une  équation 
de  degré  pair,  dont  les  coefficients  sont  réels,  est  décom- 
posable  en  facteurs  réels  du  second  degré. 

Si  Féquation  est  de  degré  impair,  elle  a  un  facteur  réel  du 
premier  degré  (n^  375)  5  et,  en  la  divisant  par  ce  facteur, 
on  n'a  plus  à  considérer  qu'une  équation  de  degré  pair. 

Relations  entre  les  coefficients  d'une  équation  et  les 

racines. 

385.  TiiÉORïiME  IX.  —  Dans  une  équation  ramenée  à  la 
forme  x'"  -h  Ax"'"^  -\-  Bx'""'  -f-  Cx"^"^  +  ...-}-  K  ==  o  (/e 
coejfîcient  de  la  plus  haute  puissance  de  V inconnue  étant 
Funité)^  le  coefficient  du  deuxième  teime  pris  ay^ec  un  signe 
contraire  est  égal  à  la  somme  des  racines.  Le  coefficient 
du  troisième  terme  est  égal  à  la  somme  des  produits  des 
racines  deux  à  deux.  Le  coefficient  du  quatrième  terme 
pris  a^ec  un  signe  contraire  est  égal  à  la  somme  des  pro- 
duits des  racines  trois  à  trois ^  ainsi  de  suite.  Le  dernier 
terme  pris  a^ec  son  signe,  ou  ai^ec  le  signe  contraire ,  sui- 
vant  que  le  degré  de  Véquation  est  pair  ou  impah\  est 
égal  au  produit  de  toutes  les  racines. 

Soient  «,    Z>,  c, .  .  . ,  /x,  les  77i  racines  de  l'équation 5   le 
premier  membre  devra  être  identique  avec  le  produit 

[x  —  a)  (,r  —  ^)  (-^  —  f-')  •  -  •  y-v  —  />■). 
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Or,  on  a  vu  (n"  326)  que,  dans  le  produit  de  m  facteurs 
x-^a,  .r  +  Z>,  j:-|-c,etc.,  le  coefficient  de  :r"'~'  est  la 
somme  des  quantités  a^h^c^  etc.  5  le  coefficient  de  x"'~^ 
est  la  somme  des  produits  des  mêmes  quantités  deux  à 
deux;  celui  de  x'"~^  est  la  somme  des  produits  de  ces  quan- 
tités trois  à  trois,  etc.;  et  le  dernier  terme  est  le  pro- 
duit de  toutes  ces  quantités.  D'ailleurs,  pour  passer  du 
produit  des  facteurs  x  -\-a^  x-\-h^  etc.,  à  celui  des  fac- 
teurs X  —  « ,  X  ■—  h^  etc.,  il  suffit  de  changer  les  signes  des 
quantités  <2,  ^,  c,  etc.;  et  par  là  les  produits  dans  lesquels 
ces  quantités  entrent  en  nombre  impair  changent  tous  de 
signe,  et  ceux  dans  lesquels  elles  entrent  en  nombre  pair 
ne  changent  pas.  On  conclut  de  là  le  théorème  énoncé. 

ScoLiE.  —  La  proposition  qui  vient  d'être  établie  don- 
nant ni  équations  entre  les  m  racines  et  les  coefficients  , 
on  pourrait  penser  qu'il  y  aura  quelque  avantage ,  pour 
déterminer  les  racines,  à  remplacer  l'équation  proposée 
par  le  système  de  ces  m  équations.  Mais,  comme  les 
racines  entrent  toutes  de  la  même  manière  dans  ces  équa- 
tions ,  en  sorte  que  celle  que  l'on  a  représentée  par  a , 
par  exemple,  exprime  indifféremment  l'une  quelconque 
d'entre  elles ,  il  faudra  nécessairement  que ,  si  l'on  parvient 
à  déduire  des  relations  dont  il  s'agit  une  équation  qui  ne 
contienne  plus  que  a,  celte  équation  donne  indistincte- 
ment toutes  les  racines;  par  conséquent,  elle  sera  exacte- 
ment semblable  à  l'équation  proposée. 

Considérons ,  par  exemple ,  l'équation  du  troisième  degré 

X''  -I-  A  .r-  -h  B  j:  -h  C  -—  O. 
En  représentant  les  trois  racinçs  par  a,  Z>,  c,  on  a 
—  a  —  b  —  t'  =  A,      ab  -\-  ac  ■+■  bc  ::=^,      —  abc:=iC. 

Pour  éliminer  h  et  c  entre  ces  trois  équations,  il  suffit  de 
substituer  dans  la  deuxième  les  valeurs  àe  b  -\-  c  et  de  hc 
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déduites  de  k  première  et  de  la  troisième.   On  parvienl 
ainsi  à  l'équation 

rtf^  +  A«2  -f-  B  «  +  C  —  o. 

Celle-ci  ne  diffère  de  la  proposée  que  par  le  changement 
de  X  en  a. 

Transformation  des  équations. 

386.  11  est  souvent  utile,  pour  faciliter  la  détermination 
des  racines  d'une  équation,  de  faire  subir  à  l'équation 
quelque  transformation  qui  ait  pour  effet  d'augmenter  ou 
de  diminuer  les  racines  d'une  certaine  quantité,  de  les  mul- 
tiplier ou  de  les  diviser  par  une  certaine  quantité,  etc. 

Soit  l'équation 

(i)  .r'"H- Ax™-' -h  Bx^-^-h  .  .  •  + K  =  o. 

Pour  changer  cette  équation  en  une  autre  dont  les  racines 
soient  égales  à  celles  de  la  première,  augmentées  d'une 
quantité  /i,  on  posera 

y  z=:  X  -\-  h  ^       d'où      X  z=z  y  —  A  ; 

la  substitution  de  r  —  h  à  la  place  de  x  dans  l'équation  (i) 
donnera  l'équation  cherchée. 

En  effectuant  la  substitution,  il  vient 

(2)  [y  —  IiY  +  A(  j  —  hY~'  -I-  B  (  j  —  hy-'  -4-  .  .  .  +  K  =  o. 

Il  est  facile  de  reconnaître  à  posteriori  que  cette  équation 
satisfait  à  la  condition  proposée;  car  le  résultat  de  la  sub- 
stitution de  rt  à  la  place  de  x  dans  l'équation  (i)  est  le 
même  que  celui  de  la  substitution  de  a  -f-  /i  à  la  place  de  j^ 
dans  l'équation  (2);  par  conséquent,  si  a  est  une  racine  de 
la  première  équation,  a-\-h  est  une  racine  de  la  seconde. 
On  peut  aussi  parvenir  à  c^etle  conclusion  en  mettani 
le  premier  membre  de  l'équation  sous  la  forme  d  un  pro- 
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duit  de  facteurs  du  premier  degré;  car,  si  a,  ^,  c, .  .  . ,  /î 
sont  les  racines,   le  premier  membre  sera  équivalent  au 

produit 

[x  —  a)  (x  —  b)  {x  —  c).  .  .(x  —  /-). 

Or,  en  mettant j^  —  A  à  la  place  de  x ,  on  change  ce  produit 
dans  le  suivant 

[r  -  («  +  /')]  [  J  -  (*  H-  A)]  [  J-  -  (<■  +  A)]  .  .  .  [  J  -  (/! ■  +  h)]  ; 

les  racines  de  l'équation  enj  formée  par  cette  substitution 
seront  donc  a  -\-  h^  Z?  -h  7i , .  .  . ,  k-\-h. 

387.  Quand  on  veut  diminuer  toutes  les  racines  de 
l'équation  (i)  d'une  même  quantité,  la  question  ne  diiîère 
de  celle  dont  nous  venons  de  nous  occuper,  qu'en  ce  que  h 
doit  être  une  quantité  négative;  si  l'on  représente  cette 
quantité  par  — /z,  l'équation  transformée  est 

(3)  (r  +  hY  +  A  (  j  -h  A)'"-''-h  B  (j  4-  JiY-'  -h  .  .  .  -f-  K  =  G. 

On  se  sert  de  cette  transformation  pour  changer  une 
équation  en  une  autre  qui  ne  contienne  pas  une  puissance 
désignée  de  l'inconnue.  En  développant  les  diverses  puis- 
sances du  binôme  j'^  -|-  h  dans  l'équation  (3) ,  elle  devient 


(4) 


m  h 

^m- 

^  -\-  \m{m  —  I  )  h^ 

^m-2. 

.  .  +  A'" 

A 

-\-(m  —  \)kh 
+  B 

■4-A/i'"-' 
+  B  h"'-^ 

o. 


+  K 

Si  l'on  veut  que  cette  équation  ne  contienne  pas  la  puis- 
sance m  —  I  de  y,  il  faudra  poser 

A 

mh  +  A  r^  o ,      d'où      h  =z 

m 

La  relation  x=:y-\-h  deviendra  par  là 

A 


y 


m 
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Ainsi,  pour  .transformer  une  équation  en  une  autre  qui 
manque  du  second  terme,  il  faut  remplacer  l'inconnue  x 
par  une  autre  inconnue  y  à  laquelle  on  ajoute  le  coefficient 
A  du  second  terme  dans  l'équation  proposée,  pris  en  signe 
contraire  et  divisé  par  le  degré  de  l'équation.  Les  racines  de 
Téquation  transformée  sont  alors  égales  à  celles  de  la  pro- 

posée  augmentées  de 


îïi 


On  peut  s'expliquer  cette  règle  par  celles  qui  ont  été 

exposées  relativement  à  la  composition  des  coefficients  avec 

les  racines.  Lorsque  les  racines  sont  toutes  augmentées  de 

A  A 

—  -)  leur  somme  est  aufirmenlée  de  //iX  —  5  ou  de  A:  mais 

m  m 

cette  somme  était  d'abord  égale  à  —  A  j  la  somme  des  racines 
de  la  nouvelle  équation  est  donc  égale  à  zéro.  Le  coeffi- 
cient du  second  terme  doit  donc  être  nul. 

Si  l'on  voulait  faire  disparaître  le  troisième  terme  de 
l'équation  (4)  ,  on  égalerait  le  coefficient  de  ce  terme  à 
zéro ,  ce  qui  donnerait  une  équation  du  second  degré,  d'où 
l'on  tirerait  deux  valeurs  de  h.  L'évanouissement  du  qua- 
trième terme  dépendrait  d'une  équation  du  troisième  de- 
gré, etc.  j  et  si  l'on  voulait  faire  évanouir  le  dernier  terme, 
on  aurait  à  résoudre  une  équation  toute  semblable  à  la 
proposée. 

11  est  facile  de  s'expliquer  cette  dernière  particularité^ 
car,  lorsque  le  dernier  terme  de  l'équation  (4)  sera  nul, 
une  des  racines  de  cette  équation  sera  égale  à  zéro;  or  ces 
racines  sont  celles  de  la  proposée ,  diminuées  de  h  j  par  con- 
séquent, pour  que  l'une  d'elles  soit  nulle ,  il  faut  et  il  suffit 
que  h  soit  une  des  racines  de  l'équation  proposée. 

388.  Pour  donner  un  exemple  de  l'évanouissenu'nl  du 
stîcond  terme,  prenons  l'équation 

(5)  .r-'  H-  5 X^ -f- Jl'-' —  16  X-  —  0.0  JC —  16  ^:=  G. 
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11  faudra  remplacer  r  par  r  —  i  '•,  ce  qui  donnera 

f-  —  gr-i-j'  —  ç)  =  o. 
On  peut  écrire  cette  équation  comme  il  suit  : 

(r''-9)(j'  +  0  =o; 

alors  on  voit  qu'elle  se  partage  en  deux  autres,  savoir  : 

j2  —  9  =  o,     j3  _^_  I  ~  Q. 

On  conclut  de  la  première  j  ==  H-  3  et  j'  = —  3  ;  et  la  seconde 
donne  (n^212) 

11  suit  de  là  que  l'équation  (5)  a  trois  racines  réelles  et 
deux  racines  imaginaires  ;  et  d'après  la  relation  x  ^y  —  i  , 
ces  racines  sont 


Dans  cet  exemple ,  l'équation  transformée  ne  contient  ni 
la  quatrième  puissance  de  l'inconnue,  ni  la  première.  Mais 
on  ne  doit  pas  généralement  compter  sur  la  possibilité 
de  faire  évanouir  à  la  fois  plusieurs  termes-,  et,  quand  il 
manque  des  termes ,  si  l'on  fait  évanouir  un  de  ceux  que 
l'équation  contient,  il  arrive  le  plus  ordinairement  que  cette 
transformation  fait  reparaître  les  termes  qui  manquaient 
d'abord. 

389.  Pour  transformer  une  équation  en  une  autre  dont 

les  racines  soient  égales  à  celles  de  la  proposée  multipliées 

y 
par  une  même  auantité  h ,  on  posera  y  ^=zhx^  d'où  .r  =  y  ^ 

^  h 

Y 

la  substitution  de  -  à  la  place  de  x  donnera  l'équation 
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demandée.  Si  les  racines  devaient  être  divisées  par  A,  on 

poserait  j^  =  - 1>  d'où  x  =  hj. 

390.  Pour  transformer  une  équation  donnée  en  une  autre 
dont  les  racines  soient  égales  à  celles  de  la  première  prises 
avec  des  signes  contraires,   il  faut  remplacer  x  par  — y. 

Soit  l'équation 

x"*-\-  Ax'"-'  4-  Bx^'-'-hCx"'-'  +.  .  .-f-K  =:o. 

Si  m  est  un  nombre  pair,  la  substitution  de  — y  à  la  place 
de  a:  changera  les  signes  de  tous  les  termes  de  rangs  pairs, 
à  partir  du  premier,  et  les  termes  de  rangs  impairs  ne  chan- 
geront pas.  Si  m  est  impair,  les  termes  de  rangs  impairs 
changeront  de  signes  ,  et  les  termes  de  rangs  pairs  ne  chan- 
geront pas-,  mais  alors  il  faudra  changer  les  signes  de  tous 
les  termes  dans  l'équation  résultante ,  afin  que  le  premier 
terme  devienne  positif.  Par  conséquent,  si  l'équation  est 
complète,  c'est-'î-dire  si  elle  renferme  tous  les  termes  que 
son  degré  comporte ,  on  changera  les  signes  des  racines  en 
changeant  seulement  les  signes  des  termes  de  rangs  pairs. 
La  même  chose  a  encore  lieu  lorsqu'il  manque  des  termes, 
si  les  exposants  de  l'inconnue  sont  alternativement  pairs 
et  impairs. 

391.  Lorsqu'une  équation  ramenée  à  la  forme  ordinaire 
a  tous  ses  termes  de  même  signe,  elle  ne  peut  admettre 
aucune  racine  positive^  car  la  substitution  d'une  valeur 
positive  à  la  place  de  x,  dans  le  premier  membre,  donne 
une  somme  de  quantités  positives  qui  ne  peut  être  nulle. 

Une  équation  complète  dont  les  termes  sont  alternative- 
ment positifs  et  négatifs  n'a  aucune  racine  négative;  car, 
après  le  changement  des  signes  des  termes  de  rangs  pairs, 
tous  les  termes  étant  positifs,  la  transformée  n'a  aucune 
racine  positive. 
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Quand  une  équation  a  toutes  ses  racines  réelles  et  posi- 
tives, elle  est  complète  et  ses  termes  sont  alternativement 
positifs  et  négatifs.  Quand  toutes  les  racines  sont  réelles 
et  négatives,  l'équation  est  complète  et  tous  ses  termes 
sont  positifs.  Cela  résulte  évidemment  de  la  proposition  du 
n" 385. 

Quand  une  équation  ne  contient  que  des  puissances  paires 
de  l'inconnue,  les  racines  ne  diffèrent  deux  à  deux  que  par 
les  signes  5  car,  la  substitution  de  — y  à  la  place  de  x  n'ap- 
portant aucun  changement  dans  l'équation ,  il  faut  que  les 
racines  ne  soient  pas  changées  quand  on  les  prend  toutes 
avec  des  signes  contraires^  par  conséquent,  s'il  y  a  une 
racine  -\-  a^  "^^  ^  aussi  la  racine  —  a.  On  parvient  égale- 
ment à  cette  conclusion  en  remarquant  que,  si  l'on  pose 
x^  =  y^  l'équation  sera  ramenée  à  une  autre  de  degré  sous- 
double,  et  pour  chaque  valeur  de  y  on  obtiendra  deux 
valeurs  de  x  qui  différeront  seulement  par  le  signe. 

Réciproquement,  lorsque  les  racines  d'une  équation  ne 
diffèrent  deux  à  deux  que  par  les  signes,  l'équation  ne  con- 
tient que  des  puissances  paires  de  l'inconnue.  En  effet,  les 
racines  pouvant  être  exprimées  par 

-\-  a,      —  a,      -i-  b  j      —  b,      H-^?      — c,..., 

le  premier  membre  de  l'équation  est  le  produit  des  facteurs 

X  —  a  j      .X  -\-  a ,      X  —  b  ,      x  -}-  b ,      x  —  c ,      x  -\-  c ^  .  .  ,\ 

donc  il  est  égal  au  produit  des  facteurs  du  second  degré 

.r'^  —  à\     x^  —  è%     X-  —  f  % .  ,  .  . 

Comme  ceux-ci  ne  contiennent  que  des  puissances  paires 
de  x^  il  en  est  nécessairement  de  même  de  leur  produit 

Règle  des  signes ^  de  Descartes. 
392.  Lorsque  l'on  considère  une  suite  de  termes  affectés 
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des  signes  -f-  et  — ,  les  changements  de  signe  qui  ont  lieu 
d'un  terme  au  suivant  se  nomment  "variations  -,  et  l'on  dit 
qu'il  y  a  permanence  toutes  les  fois  que  les  signes  des  deux 
termes  consécutifs  sont  les  mêmes.  Ainsi ,  dans  l'équation 

x^  —  3  .r*  —  1  x^  -\-  x^  —  X  —  I  =  o , 

il  y  a  trois  variations ,  qui  sont  du  premier  terme  au 
deuxième,  du  troisième  au  quatrième,  et  du  quatrième  au 
cinquième.  H  y  a  deux  permanences  :  une  du  deuxième 
terme  au  troisième,  l'autre  du  cinquième  au  sixième. 

Il  est  clair  que,  dans  toute  équation  complète,  le  nombre 
des  variations  et  des  permanences  est  égal  au  degré. 

La  proposition  qu'on  nomme  la  règle  des  signes,  de 
Descartes,  consiste  dans  le  théorème  ci-après. 

393.  Théorème  X. — Dans  une  équation  complète  ou 
incomplète,  le  nombre  des  racines  positives  ne  peut  pas 
surpasser  le  nomhre  des  'variations  (*). 

Supposons  qu'on  ait  d'abord  formé  le  produit  des  fac- 
teurs correspondants  aux  racines  imaginaires  et  aux  racines 
négatives  de  l'équation-,  il  ne  s'agira  plus,  pour  obtenir  le 
premier  membre ,  que  de  multiplier  successivement  ce  pro- 
duit par  tous  les  facteurs  correspondants  aux  racines  posi- 
tives. Le  théorème  énoncé  sera  donc  démontré  si  l'on  fait 
voir  que ,  lorsqu'on  multiplie  un  polynôme  par  un  facteur 
X  —  a  dans  lequel  a  est  positif,  le  produit  contient  au 
moins  une  variation  de  plus  que  le  multiplicande. 
Soit  le  polynôme 

x'"+.  .  .—  N.r"'-«  — .  .  .  +  Vx'^-P  4-.  .  .it  Qa;*"-?.  .  .ztR; 

(*)  On  énonçait  habituellement  la  règle  des  signes  comme  il  suit  :  Dans 
toute  équation ,  le  nombre  des  racines  positives  ne  peut  pas  surpasser  le  nombre 
des  variations,  et  le  nombre  des  racines  négatives  ne  peut  pas  surpasser  le 
nombre  des  permanences.  Mais  la  seconde  partie  de  cet  énoncé  e.^t  inexacte, 
si  l'on  n'ajoute  pas  que  les  termes  de  l'équalion  sont  alternativement  de 
degré  pair  et  de  degré  impair,  tandis  que  la  première  partie  n'exige  pas 
cette  restriction. 
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Supposons  que,  s'il  se  trouve  des  termes  entre  x"'  et  — N  j:'"~", 
ils  ont  tous  le  signe  +5  que  s'il  y  en  a  entre  — Nx'"~"  et 
H-Pj;"'"'',  ils  ont  tous  le  signe  — 5  que  depuis  -f-P^'""^' 
jusqu'à  dzQx"'-~'^  les  signes  changent  un  nombre  quel- 
conque de  fois  5  et  que  depuis  le  terme  zhQjr'""'/,  de  signe 
contraire  à  celui  qui  le  précède,  jusqu'au  dernier  terme 
zh  R ,  tous  les  termes  ont  le  même  signe.  Chacun  des 
groupes  composés  alternativement  de  termes  positifs  et  de 
termes  négatifs  pouvant  d'ailleurs  se  réduire  à  un  seul 
terme. 

Multiplions   ce   polynôme   par  x  —  a-^  l'opération  sera 
telle  qu'on  le  voit  ci-dessous  : 

X"'.  .  .  —  Nx"'-" H-  'Px"'-P dz  Q.r'"-î ±  R 

X  —  a 


rffU-l 


—  N 


X 


m — «-+-1 


^m-p-h\ 


.r'"-i/+'.  .  .±:Kx 

...i. .  R  fz 


x-^+i     —  N'x'"""-*-'  .  .  .  +  P'.r'"~/'+' .  .  .±:Q'x'"-'/+' .....  .zpRfl. 

D'après  les  suppositions  qui  ont  été  établies  sui"  les  signes 
des  termes  du  multiplicande,  les  termes  du  produit  de  ce 
polynôme  par  —  a  dans  lesquels  les  exposants  de  x  seront 
m  —  7z-f-i,m  —  p  -h  1 ,  m  —  (y-f-i,  auront ,  s'ils  ne  sont 
point  nuls,  les  mêmes  signes  que  les  termes  affectés  des 
mêmes  exposants  de  x  dans  le  produit  du  multiplicande 
par  X'^  par  suite,  les  termes  affectés  de  ces  exposants  dans 
le  produit  total  auront  aussi  les  mêmes  signes. 

Cela  posé,  dans  le  multiplicande  il  n'y  a  qu'une  seule 
variation  depuis  le  premier  terme  x'"  jusqu'au  terme 
— Nx'""",  et  dans  le  produit  il  y  a  au  moins  une  variation 
depuis  le  premier  terme  .t'^^^  jusqu'au  terme  — N'x"'~"+^, 
puisque  ces  deux  termes  ont  des  signes  différents.  De  même, 
il  n'y  a  qu'une  seule  variation  dans  le  multiplicande, 
depuis  le  terme  — Nx'"""  jusqu'au  terme -h  P.r'"~'%  et  il 
5®  édit,  27 


4i8  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE  D'ALGÈBRE, 

s'en  trouve  au  moins  une  entre  les  termes  — jN'a:"'~'*+^ 
et  +  P^x'""^"^*  du  produit.  On  voit  par  là  que  le  nombre 
des  variations  qui  se  trouvent  dans  le  produit,  jusqu'au 
terme  ±  Q'ji:'"~'^+%  est  au  moins  égal  au  nombre  des  varia- 
tions qui  se  trouvent  dans  le  multiplicande  jusqu'au  terme 
zh  Qa:"'~'^'^\  Mais  ,  à  partir  de  ce  terme,  le  multiplicande 
ne  contient  plus  aucune  variation,  et  il  s'en  trouve  au 
moins  une  dans  le  produit,  du  terme  ziz  Q'j:'""'^"^^  au  der- 
nier terme  zp  R«.  Le  produit  contient  donc  au  moins  une 
variation  de  plus  que  le  multiplicande. 

394.  Lorsque  la  multiplication  par  un  facteur  correspon- 
dant à  une  racine  positive  introduit  plusieurs  variations , 
elle  en  introduit  toujours  un  nombre  impair.  En  eiFet,  sup- 
posons d'abord  que  le  dernier  terme  du  multiplicande  ait  le 
signe  H-  ^  il  faudra  que,  si  les  signes  changent,  ils  changent 
un  nombre  pair  de  fois,  c'est-à-dire  que  le  nombre  des 
variations  du  multiplicande  sera  zéro  ou  un  nombre  pair; 
mais ,  dans  ce  cas ,  le  dernier  terme  du  produit  aura  le  signe 
—  ',  par  conséquent,  le  nombre  des  variations  du  produit 
sera  impair.  Si,  au  contraire,  le  dernier  terme  du  multi- 
plicande a  le  signe  —  ?  il  J  aura  dans  ce  polynôme  un 
nombre  impair  de  variations;  dans  ce  cas,  le  dernier  terme 
du  produit  aura  le  signe  -f-  ;  par  conséquent ,  le  nombre  de 
ses  variations  sera  pair.  Le  nombre  des  variations  du  pro- 
duit différera  donc  toujours  du  nombre  des  variations  du 
multiplicande  d'un  nombre  impair. 

D'un  autre  côté,  puisqu'une  équation  dont  le  dernier 
terme  est  négatif  a  toujours  une  racine  positive  (n^^*  375 
et  376) ,  le  produit  des  facteurs  correspondants  aux  racines 
négatives  et  aux  racines  imaginaires  doit  avoir  son  dernier 
terme  positif;  par  conséquent,  s'il  y  a  des  variations  dans 
ce  produit ,  il  y  en  a  un  nombre  pair.  Donc ,  puisque  chacun 
des  facteurs  correspondants  aux  racines  positives  introduit 
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un  nombre  impair  de  variations,  si  le  nombre  des  varia- 
tions est  plus  grand  que  le  nombre  des  racines  positis^es, 
il  le  surpasse  d'un  nombre  pair. 

395.  Comme  les  racines  d'une  équation  changent  toutes 
de  signe  quand  on  change  x  en  —  x,  il  résulte  du  théorème 
précédent  que  le  nombre  des  racines  négatwes  d'une  équa- 
tion ne  peut  surpasser  le  nombre  des  variations  de  V équa- 
tion transformée  quon  obtient  en  remplaçante  par  —  x. 

Lorsque  les  termes  de  l'équation  sont  alternativement 
de  degré  pair  et  de  degré  impair,  le  changement  de  x  en 
—  X  ne  fait  que  changer  les  signes  des  termes  de  rangs 
pairs  (n°  390) ,  et  par  là  les  variations  deviennent  des  per- 
manences, et  vice  versa.  Donc,  dans  ce  cas,  le  nombre 
des  racines  négatives  ne  peut  surpasser  le  nombre  des 
permanences. 

La  même  chose  n  a  plus  lieu  quand  deux  exposants  con- 
sécutifs sont  tous  deux  pairs,  ou  tous  deux  impairs.  Ainsi 
l'équation  x^  —  2X-f-i  =  o  n'oifre  pas  de  permanence  ; 
cependant  elle  a  au  moins  une  racine  négative  (n*^  375). 

396.  Soient  V  le  nombre  des  variations  d'une  équation, 
v'  le  nombre  des  variations  de  la  transformée  qu'on  obtient 
en  changeant  x  en  — x.  Le  nombre  des  racines  réelles  de 
l'équation  ne  pourra  pas  surpasser  ^-\-v' .  Donc,  si  cette 
somme  est  moindre  que  le  degré  m ,  l'équation  aura  des 


racines  imaginaires. 


Soit,  par  exemple,  l'équation  x^  —  ix-V-  i  =0.  On  a 
V  =  2 ,  et  en  changeant  x  en  —  x ,  on  trouve  p-'  =r  i  • 
donc  (^  -h  t^'  =:  3.  Il  y  a  donc  au  moins  deux  racines  ima- 


ginaires. 


La  somme  v  -^v'  n'est  jamais  plus  grande  que  le  degré, 
et,  quand  elle  est  moindre,  la  différence  est  un  nombre 
pair. 

En  effet,  quand  l'équation  est  complète,  la  somme  ^^-^-^'' 

27. 
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est  égale  au  nombre  des  variations  et  des  permanences , 
lequel  est  égal  au  degré 5  il  ne  s'agit  donc  que  d'examiner  le 
cas  où  il  manque  des  termes.  Or,  si  l'on  considère  une  suite 
de  p  -h  i  termes  consécutifs ,  telle  que 

dz  N^"  ziz  Px"-' . .  .±  Sx"-/'+-'  ±  Tx'^-p, 

cette  suite  de  termes  donnera  dans  la  proposée  et  dans  la 
transformée  p  variations.  Si  l'on  supprime  tous  les  termes 
de  cette  suite,  à  l'exception  du  premier  d=  'Nx"  et  du  der- 
nier dz  Ta:""'',  il  y  aura  deux  cas  à  distinguer  :  celui  où  p 
sera  pair,  et  celui  où  p  sera  impair.  Dans  le  premier  cas, 
lorsqu'on  changera  :ï:  en  — x.  les  deux  termes  dzNx"  et 
zfc  Tx"'~''  changeront  tous  deux  de  signe  ,  ou  ils  n'en  chan- 
geront ni  l'un  ni  l'autre^  donc,  s'ils  ont  des  signes  diffé- 
rents, ils  donneront  dans  la  proposée  et  dans  la  transformée^ 
deux  variations-,  et  s'ils  ont  le  même  signe,  ils  n'en  donne- 
ront aucune.  Dans  le  second  cas,  lorsqu'on  changera  x  en 
—  X,  Tun  des  deux  termes  gardera  son  signe  et  l'autre  en 
changera^  par  conséquent,  s'ils  donnent  une  variation  dans 
la  proposée,  ils  n'en  donneront  pas  dans  la  transformée,  et 
'Vice  versa. 

Tl  suit  de  là  que,  si  p  cet  un  nombre  pair,  après  la 
suppression  de  tous  les  termes  compris  entre  ±:  Nj:"  et 
zh  To:""^,  la  somme  \^  -f-  ^''  sera  égale  à  m  —  [p  —  2) ,  ou 
km  —  /?,  suivant  que  les  deux  termes  zh  N:c"  et  zt  Tx"~^ 
auront  des  signes  différents ,  ou  le  même  signe  ;  et  que,  si  p 
est  un  nombre  impair ,  la  somme  i^  -f-  p*'  ,  après  la  suppres- 
sion des  termes  compris  entre  zh  N.x'*  et  ziz  Tx"~p,  sera  égale 
à  m  —  p-\-i.  Donc,  dans  une  équation  incomplète,  la 
somme  ^ -\- v  est  toujours  au  plus  égale  au  degré,  et  quand 
elle  est  moindre,  elle  en  diffère  d'un  nombre  pair. 

S'il  ne  manque  qu'une  seule  puissance  de  x,  ou  a  ;?=  2  ; 
et  si  les  deux  termes  dont  les  degrés  comprennent  celui 
de  la  puissance  qui  manque  ont  des   signes  contraires,  la 
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somme  u-\-\^'  étant  égale  à  «i,  l'équation  pourra  avoir  toutes 
ses  racines  réelles  5  mais  s'il  manque  une  puissance  de  x 
entre  deux  termes  de  même  signe ,  il  y  aura  au  moins  deux 
racines  imaginaires  [*). 

397.  Quand  toutes  les  racines  d'une  équation  sont 
réelles,  le  nombre  des  racines  positives  est  égal  au  nombre 
des  variations,  et  le  nombre  des  racines  négatives  est  égal 
au  nombre  des  variations  de  la  transformée  quon  obtient 
en  changeant  x  en  —  x. 

En  effet,  soient  v  le  premier  nombre  de  variations,  u'  le 
second,  p  le  nombre  des  racines  positives,  n  celui  des 
racines  négatives,  et  m  le  degré  de  l'équation.  Puisque 
toutes  les  racines  sont  réelles  ^  on  a.p  -i-  n  =  m ,  et  puisque 
la  somme  p-i-fi  ne  peut  surpasser  la  somme  v-\-v' ^  qui  est 
au  plus  égale  à  /?* ,  il  faut  que  l'on  ait 

f-f-p'  =  ;72,      donc     r> -f- /  =rr /? -f- «. 

Cela  posé,  si  p  était  moindre  que  v^  il  faudrait  que  l'on  eût 
n  ^  p',  ce  qui  ne  se  peut.  On  a  donc  p  =:z  u  et  n  ==  v' . 

(*)  M.  Sturm  a  déduit  de  la  règle  des  signes  la  conséquence  suivante: 
quand  la  multiplication  du  premier  membre  d'une  équation  par  un  facteur 
X  —  a,  dans  lequel  a  est  une  quaniité  positive,  introduit  2  A' -h  i  varia- 
tions ,  ou  quand  la  multiplication  par  x  -+-  a  en  fait  disparaître  2  k  ,  l'équa- 
tion a  au  moins  2 /(  racines  imaginaires.  En  effet,  soit  m  le  nombre  des 
variations  d'une  équation  y  (x)  =  o,  du  degré  m,  et  f  '  =  »» -f- 2  A- -H  i 
le  nombre  des  variations  du  produit  f[x)[x  —  a)  =  p(x);  Féquation 
9'(j:)  =  o,  dont  le  degré  est  m -H  i ,  a  au  plus  m -h  1  — v'  racines 
négatives  ;  or  les  racines  négatives  de  ç»  (*)  =  o  sont  les  mêmes  que  celles 
dej^(x)  =  0;  et,  puisqu'e  celle-ci  a  seulement  v  variations  ,  elle  a  au  plus 
t>  racines  positives;  elle  a  donc  au  plus  p  -f-  m-t-  1  —  v'  ou.  m  —  ik  racines 
réelles.  A  Tégard  delà  mtiltiplicalion  par  a:  4- a,  si  le  nombre  des  varia- 
tions du  produit yfx)  (x-Ha)  est  f  —  2A  (*),  l'équation y(x)  =  0  a  au  plus 
i'  —  2 A:  racines  positives;  mais,  puisque  t' est  le  nombre  des  variations  de 
cette  équation ,  elle  a  auf  plus  m  —  v  racines  négatives.  Le  nombre  des 
racines  réelles  est  donc  au  plus  m  —  2  A. 

(*  )  Il  est  facile  de  reconnaître  que  la  différence  entre  le  nombre  des  variations  du  pro~ 
duU/(.r)  (x -»- rt)  et  celui  des  variations  de  /(x)  est  un  nombre  pair,  et  que  le  premier 
nombre  ne  peut  pas  surpasser  le  second. 
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Si  l'ëquation  est  complète,  le  nombre  des  variations  de 
la  transformée  est  égal  au  nombre  des  permanences  de  la 
proposée.  Ainsi,  dans  ce  cas,  lorsque  toutes  les  racines 
sont  réelles ,  le  nombre  des  racines  négatives  est  égal  au 
nombre  des  permanences. 

398.  Lorsque  toutes  les  racines  sont  réelles,  on  peut 
connaître,  au  moyen  de  la  règle  des  signes,  de  Descartes, 
le  nombre  des  racines  qui  sont  comprises  entre  deux 
nombres  donnés  a  et  h.  Si  Ton  diminue  toutes  les  racines 
de  «,  en  posant  j'"  =  x  —  a  (n"  387),  d'où  x  =y  -\-  a-, 
l'équation  en  y  aura  aussi  toutes  ses  racines  réelles,  et  le 
nombre  de  ses  racines  positives  sera  égal  au  nombre  de  ses 
variations.  Or  le  nombre  des  racines  positives  de  Féquatipn 
en  y  est  celui  des  racines  plus  grandes  que  a  de  l'équation 
proposée.  On  connaîtra  de  même  le  nombre  des  racines  de 
l'équation  proposée  plus  grandes  que  ^,  en  faisant  x=y-hh  ; 
et  si  a<^b-)  en  retranchant  le  nombre  des  racines  plus  grandes 
que  b  de  celui  des  racines  plus  grandes  que  a ,  la  difïérencc 
sera  le  nombre  des  racines  comprises  entre  a  et  h. 

Quand  on  fait  x=^ y-{-a^  l'équation  résultante  enj^  est 

/W+/'(«)r+-Ç^'r'  +  ...=  o. 

Donc ,  si  l'on  écrit  les  fonctions  f[oc) ,  f  (x) ,  J"{x) , .  . . , 
y^^'"^(a?),  et  si  l'on  fait  dans  toutes  ces  fonctions  x  =  a^  le 
nombre  des  variations  de  la  suite  des  signes  des  résultats  de 
cette  substitution  sera  le  nombre  des  racines  plus  grandes  que 
a  de  f[x)  =  o.  En  faisant  ensuite  x  =  è,  dans  les  mêmes 
fonctions,  le  nombre  des  variations  de  la  suite  des  signes 
des  résultats  de  cette  seconde  substitution  sera  le  nombre 
des  racines  plus  grandes  que  b.  Donc  la  différence  de  ces 
deux  nombres  de  variations  sera  le  nombre  des  racines  com- 
prises entre  a  et  b  (^). 

(*)  La  proposition  du   u^  o98  a  étô  indiquée  par  M.  Bidak.  Ce  [;éomèlro 
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399.   Si  l'on  pose  y  =:=  7 ?  les  valeurs  positives  à^c  j 

résulteront  des  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  Z>,  et  seront 
en  même  nombre  que  ces  valeurs.  Donc,  en  formant  l'équa- 
tion en  y^  le  nombre  des  variations  de  cette  équation  sera , 
dans  tous  les  cas,  une  limite  supérieure  du  nombre  des 
racines  de  la  proposée  comprises  entre  a  et  Z>  -,  et  il  lui  sera 
égal,  si  toutes  les  racines  sont  réelles.  Cette  remarque  est 
de  M.  Jacobi. 


n'a  pas  seulement  considéré  le  cas  où  toutes  les  racines  sont  réelles  j  il  a 
démontré,  de  plus,  que,  dans  tous  les  cas,  le  nombre  des  racines  comprises 
entre  Si  et  h  ne  peut  pas  surpasser  la  dij/ërence  des  nombres  de  variations  de 
la  transformée  en  y  -h  a  et  de  la  transformée  en  y  -l-  b;  et  que ,  lorsqu'il  est 
moindre  que  cette  différence ,  il  est  moindre  d'un  nombre  pair.  Fourrier  est 
parvenu  au  même  théorème,  sans  le  faire  résulter  de  la  règle  des  signes,  et 
en  considérant,  au  lieu  des  transformées  en  j>' -4- <z  et  jr -h  i ,  la  suite  des 
fonctions  f{x) ,  /'  (x). . .  .  On  terra  plus  loin  quelle  est  Tutilité  de  ce  théo- 
rème dans  la  recherche  des  racines,  et  ce  qu''il  fallait  y  ajouter  pour  le 
rendre  susceptible  d\me  application  entièrement  générale. 


CHAPITRE  QUATORZIÈME. 

RECHERCHE    DES  RACINES    REELLES    DES    ÉQUATIONS    NUMÉRIQUES 

t  • 

A    UNE    INCONNUE. 


Des  limites  des  racines. 

400.  Les  méthodes  par  lesquelles  on  obtient  les  racines 
réelles  d'une  équation  ne  sont ,  à  proprehient  parler,  qu'une 
suite  de  tâtonnements  bien  dirigés,  et  la  première  question 
à  résoudre  pour  restreindre  ces  tâtonnements  est  de  trouver 
des  nombres  entre  lesquels  on  soit  assuré  que  toutes  les 
racines  sont  comprises  ^  c'est-à-dire ,  des  limites  des  racîties. 

Si  l'on  détermine  un  nombre  tel,  qu'en  mettant  ce 
nombre ,  ou  tout  nombre  plus  grand ,  à  la  place  de  x,  dans 
le  premier  membre  d'une  équation ,  on  ait  un  résultat 
positif,  il  est  clair  que  ce  nombre  sera  une  limite  supérieure 
des  racines. 

Soit  l'équation 

^'"zt:AJ?'"-'±:Ba:'»"=^rhG^'"-^  .  .±:R=r  o, 

le  premier  terme  x"*  étant  positif,  et  les  autres  termes  pou- 
vant avoir  indifféremment  le  signe  -h  ou  le  signe  — . 

Désignons  par  N  la  valeur  absolue  du  plus  grand  coeffi- 
cient négatif^  on  rendra  le  premier  membre  de  l'équation 
positif  si  l'on  satisfait  à  l'inégalité 

Or  le  polynôme   No:'""^  H-  Nx'"~*  ...  -h  Nx  +  N    est    la 

même  chose  que  IN  (x'"'^  -f- x"^~^ .  . .  -f-  x  + 1),  ou • 

La  condition  ci-dessus  est  donc 

^    N(j;'"—  i) 
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Celle-ci  sera  vérifiée  si  Ton  a  x  —  i=N  ou  x  —  i^N^ 
car  alors  le  quotient  de  N  par  x  —  i  sera  égal  à  i  ou  moindre 
que  1 5  et  comme  x"'  est  plus  grand  que  x'"- —  i,  le  premier 
membre  sera  plus  grand  que  le  second.  Mais ,  de  a:  —  i  = 
ou  ]>N  on  conclut 

X  =i     ou     ]>-  I  -f-  N. 

Donc ,  dans  toute  équation ,  on  a  une  limite  supérieure  des 
racines,  en  ajoutant  Vunité  ci  la  ^valeur  absolue  du  plus 
grand  coefficient  négatif. 

401 .  Quand  le  terme  du  degré  immédiatement  inférieur 
à  celui  de  l'équation  n'est  pas  négatif,  on  peut  obtenir  une 
limite  moindre  que  la  précédente.  Soit  l'équation 

le  terme  —  F^'"~"  étant  le  premier  terme  négatif,  et  les 
.termes  suivants  pouvant  être  indifféremment  positifs  ou 
négatifs. 

Désignons  encore  par  N  la  valeur  absolue  du  plus  grand 
coefficient  négatif-  on  rendra  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion positif  si  l'on  satisfait  à  l'inégalité 

x""  ">  N.r'"-«  +  Na;'"-"-' ...-{-  N ,      ou     jt*"  >  IN 


X 


Si  l'on  suppose  x  ^  i  ,  il  suffira  que  l'on  ait 

.Ttf^  > ,      OU     j:"-'  [x  —  1  )  >-  N. 

X  —  I 

D'ailleurs  la  dernière  condition  sera  évidemment  remplie 
si  l'on  a 

(.r — i)"-' (a: — 1)=  011  ^N,      nubien     [x — 1)"=  ou  ^N; 

n 

d'où  .r  =:z   ou    >  I  -f-  \/N  . 

Donc ,  on  a  encore  une  limite  supérieure  des  racines j  en 
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ajoutant  Vuiiùé  à  la  racine  de  la  valeur  absolue  du  plus 
grand  coefficient  négatif,  dont  Vindice  est  la  différence 
entre  le  degré  de  V équation  et  V exposant  du  premier  terme 
négatif. 

On  doit  observer  toutefois  que,  si  le  coefficient  N  était 
plus  petit  que  l'unité,  la  limite  i  -f- N  serait  préférable  à 
celle  qu'on  obtient  par  la  dernière  règle. 

402.  On  peut  encore  trouver  une  limite  supérieure  des 
racines  par  le  moyen  suivant,  qui  a  été  indiqué  par  Newton  : 

Si  l'on  diminue  toutes  les  racines  de  Féquation  d'un 
même  nombre  h ,  et  si  l'on  détermine  h  de  manière  que 
l'équation  transformée  n'ait  aucune  racine  positive,  ce 
nombre  sera  une  limite  supérieure  des  racines  de  la  pro- 
posée. 

Représentons  Féquation  proposée  pary(:r)  =  o.  Pour 
diminuer  toutes  les  racines  d'une  même  quantité  A,  il  faut 
poser  j^  =^  X  —  A ,  d'où  x  =y  -+-  h  ;  l'équation  transformés 
est  f(y  -h  A)  iz=  o  ,  ou 

A/')  -rf  {!')  y  +/"  (/.)  ^  +r\h)  ^  + . .  .  =  o. 

Cela  posé,  si  l'on  prend  pour  h  un  nombre  tel,  que  tous  les 
termes  de  cette  équation  soient  positifs ,  elle  n'aura  aucune 
racine  positive  (n"  391).  Ce  nombre  sera  donc  la  limite 
cherchée . 

Pour  trouver  ce  nombre ,  on  considérera  d'abord  la  déri- 
vée de  l'ordre  ni  —  i  de^  (x) ,  qui  ne  contient  x  qu'au  pre- 
mier degré,  et  on  déterminera  la  plus  petite  valeur  entière 
de  X  qui  la  rendra  positive.  On  substituera  cette  valeur 
dans  la  dérivée  de  l'ordre  m  —  2,  et  si  le  résultat  est 
négatif,  on  augmentera  la  valeur  de  .r  successivement 
d'une  unité,  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  un  nombre  qui 
donne  un  résultat  positif.  On  continuera  ainsi  pour  toutes 
les  fonctions  successives  jusqu'à  /(r). 
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Lorsqu'un  nombre  k  rendra  positives  toutes  les  dérivées , 
depuis  Tordre  m —  i  jusqu'à  l'ordre  n^  s'il  faut  augmenter 
ce  nombre  k  d'une  ou  de  plusieurs  unités,  en  passant  à  la 
dérivée  de  l'ordre  n  —  i ,  pour  qu'elle  soit  aussi  positive, 
on  sera  assuré  que  cette  nouvelle  valeur  de  x  rendra  encore 
positives  toutes  les  dérivées  depuis  l'ordre  m  — -  i  jusqu'à 
l'ordre  n  ;  car,  en  considérant  une  dérivée  d'ordre  quel- 
conque, on  a 

fip)  (/-  +  h)  =fiP)  (/•)  -+-/(/'+>)  [k)  h  -|-/(^-^^)  (A)  —  + . .  .  . 

Donc  ,  si/^^^  m^f^^'^^^  {F)->f^^^^^  m^  etc.,  sont  des  quanti- 
tés positives,  h  étant  aussi  une  quantité  positive,  /^^^^  (k-^h) 
sera  une  quantité  positive. 

403.  Quand  l'équation  proposée  a  toutes  ses  racines 
réelles ,  la  métliode  que  nous  venons  d'exposer  fait  trouver 
la  limite  la  plus  approchée,  en  nombre  entier,  c'est-à-dire 
le  nombre  entier  immédiatement  supérieur  à  la  plus  grande 
racine.  Car,  toutes  les  racines  étant  réelles,  l'équation  en)' 
a  aussi  toutes  ses  racines  réelles  ^  par  conséquent ,  pour 
qu'elle  n'ait  aucune  racine  positive,  il  faut  que  tous  ses 
termes  soient  positifs.  Or,  en  ne  prenant  dans  les  essais  que 
des  nombres  entiers,  on  déterminera  toujours  le  plus  petit 
nombre  entier  qui  fera  prendre  des  valeurs  positives  au 
premier  membre  de  l'équation  et  à  ses  dérivées. 

404.  Pour  obtenir  une  limite  inférieure  des  racines  posi- 
lives,  oi]  remplace  x  par  -  :  si  L  est  une  limite  supérieure 

des  racines  de  l'équation  en  > ,  il  est  clair  que  —  est  une 

JLj 

limite  inférieure  des  racines  de  l'équation  en  x. 

En  eifectuant  cette  transformation  sur  une  équation  lit- 
térale, on  reconnaît  que  l'on  peut  toujours  prendre,  pour 
limite  inférieure  des  racines  positives ,  la  valeur  absolue  du 
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dernier  terme,  divisée  par  la  somme  qu'on  obtient  en  ajou- 
tant à  la  valeur  absolue  du  dernier  terme  celle  du  plus 
grand  coefficient  de  signe  contraire  au  signe  du  dernier 
terme. 

Pour  trouver  des  limites  des  racines  négatives,  on  rem- 
place X  par  — x,  et  Ton  cberche  les  limites  des  racines  posi- 
tives de  la  transformée. 

405.  On  peut  souvent  tenir  compte  avec  avantage,  pour 
la  détermination  des  limites ,  des  différents  termes  positifs 
que  l'équation  renferme ,  en  partageant  les  termes  de  l'équa- 
tion en  plusieurs  groupes,  comme  on  le  voit  dans  les 
exemples  suivants  : 

X*  —  ^x'  -\-  l'hx!^  —  x^  —  i8x*  -h  3x'  —  100 x  H-  looo  =  o; 
on  écrit  cette  équation  comme  il  suit  : 

x'(x  -  4)  +  ,3^n^^- T7^  -  tt)  ■+■  3  [(^  -  if  )^ -h  i|^]  =  o. 

On  voit  alors  que  le  premier  membre  aura  une  valeur  posi- 
tive si  l'on  a  X  =  4  ou  x  ^  4  ?  ^^"^  le  binôme  x  —  4  sera 
positif;  d'ailleurs  le  trinôme  x^  —  —  x  —  —^  ^^t  positif  pour 
toutes  les  valeurs  de  x  qui  surpassent  i  -+  {^  ,  et  la  quantité 
(x —  1^)^-+-  ^  est  positive  pour  toutes  les  valeurs  réelles 
de  X.  Le  nombre  4  est  donc  une  limite  supérieure  des 
racines.  La  règle  du  n°  400  donnerait  pour  limite  loi. 
Soit  encore  l'équation 

ix^  —  'y  j:*  +  X*  4-  '^x^  —  6o  x  —  4^  ^^  ^• 

On  peut  l'écrire  ainsi  : 

2  X*  (x  —  y)  -f-  X*  -h  2  x'  —  6o  X  —  4^  ^^  *^' 

Le  binôme  x —  \  sera  positif  pour  toute  valeur  de  x  plus 
grande  que  {;  et,  d'après  la  règle  du  n'^  401,  le  polynôme 

3  

x^  -+-  2  x'  —  6o  .r  —  48  sera  positif  pour  .r  =  i  -f-  v6o ,  ei 
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pour  toute  valeur  plus  grande  de  x.  D'ailleurs  i  -f-  \'6o  est 
compris  entre  4  et  5 .  Le  nombre  5  est  donc  une  limite  supé- 
rieure des  racines  de  l'équation. 

On  peut  obtenir  une  limite  moindre  que  5  ;  car  le  poly- 
nôme X*  -h  2X^  — 60X  —  4^  n'offrant  qu'une  seule  varia- 
tion, si  X  croissait  à  partir  de  zéro ,  la  valeur  du  polynôme 
irait  toujours  en  croissant  et  ne  changerait  de  signe  qu'une 
seule  fois  (n^377).  Or,  on  trouve  qu'il  est  positif  pour 
X  =  4  ^  d'ailleurs  le  binôme  x  —  7  est  aussi  positif  pour 
X  =  4-  Donc  4  est  une  limite  supérieure  des  racines. 

En  faisant  x  =  'd  dans  le  polynôme  x'*-\-q.x^ — 6ox — 4^? 
on  obtient  un  résultat  négatif;  par  conséquent ,  ce  polynôme 
sera  aussi  négatif  pour  toute  valeur  de  x  plus  petite  que  3. 
D'ailleurs  x  —  \  est  aussi  négatif  pour  x  =:  3  ,  et  pour  toute 
valeur  de  x  plus  petite  que  3.  Donc  le  nombre  3  est  une 
limite  inférieure  des  racines  positives  de  l'équation. 
Si  l'on  a  l'équation 

X^  -\-  x'  2X^  5^^  -f-   I9.0X''  —  1X^  Sx'^  H-  ^OX  4-  60  =  0, 

on  pourra  obtenir  une  limite  inférieure  de  ses  racines  posi- 
tives ,  en  l'écrivant  comme  il  suit  : 

60  -\-  Sox —  8^^ —  2x^-i-  X*  (120  —  5x  —  2.r^)  -\-  x'  -h  .r'  z=r  o. 

11  est  aisé  de  prouver,  en  imitant  la  démonstration  que 
nous  avons  donnée  dans  le  n°  377,  que,  lorsqu'un  poly- 
nôme, ordonné  suivant  les  puissances  croissantes  de  x,  est 
composé  d'un  ou  de  plusieurs  termes  positifs  suivis  de 
termes  tous  négatifs ,  s'il  est  positif  pour  une  valeur  positive 
de  X,  il  est  aussi  positif  pour  toute  valeur  positive  plus 
petite.  Or,  les  deux  polynômes  6o-\-^ox  —  Sx^  —  2X^ 
et  120  —  5x — 2X^  sont  positifs  pour  x  =^  4-  Donc  4  est 
une  limite  inférieure  des  racines  positives  de  l'équation. 
En  groupant  les  termes  de  cette  autre  manière 

x"  (x'^  4- X-  —  IX  —  5)  -h  X»  (i 20JC-  —  2.r  —  8)  4-  5o^  -h  60  =  G , 


43o  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE  D'ALGÈBRE. 

on  reconnaît  qne  2  est  une  limite  supérieure  des  racines  •  par 
conséquent  l'équation  n'a  aucune  racine  positive.  Comme 
elle  a  quatre  variations,  elle  a  au  moins  quatre  racines  ima- 


ginaires. 


406.   Nommons  X  le  polynôme  x"^  ~h  Ax"'~^  -f-  etc.,  et 

n 

L  la  limite  i  -f-  N  ou  i  H-  y JN  des  racines  de  l'équation 
X  =  o.  Si  Ton  attribue  à  x  des  valeurs  qui  croissent  à 
partir  de  L,  la  valeur  du  polynôme  X  croîtra  avec  celle 
de  X',  car,  si  l'on  considère  le  premier  terme  x'"-  et  l'en- 
semble des  termes  négatifs ,  ces  termes  formeront  un  poly- 
nôme qui  sera  positif  pour  a:  =  L ,  et  qui  croîtra  lorsque  x 
croîtra  à  partir  de  cette  limite  (11°  377)  •  et  puisque  les 
autres  termes  de  X  «ont  positifs  et  croissent  avec  x,  le 
polynôme  X  croîtra  aussi.  La  même  cbose  a  lieu  en  pre- 
nant pour  L  une  limite  obtenue  par  la  décomposition  du 
polynôme  X  en  plusieurs  groupes  de  termes  de  degrés 
décroissants,  commençant  chacun  par  un  ou  plusieurs 
termes  positifs  et  dans  lesquels  les  signes  ne  changent  qu'une 
seule  fois;  puisque  chacun  de  ces  groupes  croîtra  lorsque  x 
croîtra  à  partir  de  L.  Il  en  est  encore  de  même  quand  L  est  la 
limite  de  Newton  (n«  402);  car,  si/(/i)  ,/'(/i)  ,/''(/i),  etc., 
sont  des  quantités  positives,  et  si  k  est  aussi  une  quantité 
positive,  on  voit,  par  le  développement  de  f(h-{-k) ,  que 
cette  quantité  augmentera  lorsque  k  augmentera.  Si  L  est 
une  limite  supérieure  quelconque  des  racines  de  X  =  o , 
et  si  toutes  les  racines  sont  réelles ,  le  polynôme  X  croîtra 
constamment  lorsque  x  croîtra  à  partir  de  L  -,  car  tous  les 
facteurs  du  premier  degré  de  ce  polynôme  croîtront;  mais 
s'il  y  a  des  racines  imaginaires,  les  facteurs  réels  qui  leur 
correspondront  étant  de  la  forme  [x  —  a)^  +^^î  pour  que 
l'on  soit  assuré  que  X  croîtra  lorsque  x  croîtra  à  partir  de 
L,  il  ne  suffira  plus  que  le  nombre  L  soit  plus  grand  que 
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toutes  les  racines  réelles,  et  il  faudra  qu'il  soit  aussi  plus 
grand  que  les  parties  réelles  des  racines  imaginaires. 

Si  1  on  doit  donner  à  x  des  valeurs  négatives ,  dans  le 
polynôme  X ,  on  changera  x  en  —  X'^  on  pourra  ensuite 
déterminer  une  quantité  L' telle,  que,  pour  des  valeurs 
croissantes  à  partir  de  L',  la  valeur  absolue  du  polynôme 
sera  constamment  croissante. 

Méthode  des  racines  commensiuables. 

407.  Les  racines  commensurables  peuvent  être  des 
nombres  entiers  ou  des  fractions.  Nous  allons  d'abord  nous 
occuper  de  la  reclierche  des  racines  entières,  il  suffirait, pour 
les  trouver,  de  substituer  successivement  tous  les  nombres 
entiers  compris  entre  les  limite^  des  racines;  mais  cette 
opération  serait  trop  longue ,  et  on  a  dû  chercber  les  moyens 
de  l'abréger.  Nous  considérerons  seulement  les  équations 
dont  les  coefficients  sont  Rationnels  ;  dans  ce  cas ,  lorsqu'on 
a  fait  disparaître  les  dénominateurs,  les  coefficients  sont 
des  nombres  entiers.  Soit  l'équation  générale 

(î)        AoJc^-h  A.x'"-'.  .  .-h  A«_2^^4-  A«_,^  + A„,  =  o. 

Si  un  nombre  entier  a  est  racine  de  cette  équation ,  on 
aura  l'égalité 

A„,_,  <2  ■+-  A«  =r  o  : 


Aort'"-4-  A,  «""-'.  . 

.  .  -{-  A„,_2  a^ 

d'où  l'on  conclut 

(2)               ^'"=          Ao^— 

—  A,  «"'-' . 

~  A/n_2  (l  A„,_|, 

Le  second  membre  de  cette  égalité  est  un  nombre  entier 

donc  a  doit  être  un  diviseur  de  A,„. 

A 
Posons  — '  ■=  Qi  :  on  tirera  de  l'éi^alité  précédenle 
a  ^  <->  j- 

(3)  ?i±i^  ^  -_  Ao  «--  -  A,  «-^ ...  -  A„._.,  ; 

il 

donc  a  doit  être  un  diviseur  de  Qi  H-  A,„_, . 
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5oit ={}  •  on  trouvera 

a  *  ^ 

(4 j  -^ ^-^  ~  —  Ao  «'"-^  —  A,  a"'-' ...  ; 


^m— 2' 


donc  <2  doit  être  aussi  un  diviseur  de  Qa  -+-  A, 

En  continuant  ainsi ,  on  parviendra  enfin  à  la  condition 

(5)  Q.-.+  A.  ^_^^^ 

a 

Lorsque  la  dernière  condition  est  vérifiée ,  le  nombre  a 
est  racine  de  l'équation.  En  effet,  si  l'on  divise  les  deux 
membres  de  l'équation  (i)  par  x'",  elle  devient 

• 

(6) V H V- .  .  .-\ h  Ao  =r  G . 

Or,  d'après  les  opérations  par  lesquelles  on  obtient  les  quo- 

tients   Qi,  y 2 ,   etc.,  la  quantité h  A^    est  le 

résultat  de  la  substitution  de  a  à  la  place  de  x  dans  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  (6)  (n^  367)-,  donc,  si  cette 
quantité  est  nulle,  ce  qui  est  la  condition  (5),  l'équation  (i) 
est  vérifiée  quand  on  fait  x  =  «. 

Ainsi ,  pour  qu'une  quantité  entière  a  soit  racine  d'une 
équation  dont  les  coefficients  sont  entiers ,  il  faut  et  il 
suffit  : 

Que  cette  quantité  soit  un  dii^iseur  du  dernier  terme  y 

Que,  si  au  quotient  du  dernier  ternie  par  a  on  ajoute  le 
coefficient  de  la  première  puissance  de  x,  la  somme  divisée 
par  a  donne  pour  quotient  un  nombre  entier , 

Que,  si  Ton  ajoute  à  ce  second  quotient  le  coefficient 
de  x',  la  somme  dis^isée  par  a  donne  pour  quotient  un 
nombre  entier  j 

Ainsi  de  suite  ; 
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Enfin  que,  lorsqu'on  est pan^enu  au  (m — i^ème  q^Q^ 

tient,  en  lui  ajoutant  le  coefficient  de  x'"~%  et  divisant  la 

somme  par  a ,  on  ait  un  quotient  égal  au  coefficient  du 

premier  terme  pris  en  signe  contraire. 

Quand  l'équation  est  incomplète ,  il  faut  agir  comme  si 

elle  était  complète,  en  prenant  zéro  pour  coefficient  de 

chacune  des  puissances  de  x  qui  manquent. 

408.  Lorsque  les  conditions  ci-dessus  sont  vérifiées,  les 
quotients  Qi,  Q2  v  •  •  —  ^0  ^  pi'is  en  signe  contraire  et  dans 
l'ordre  inverse  de  celui  dans  lequel  on  les  obtient,  sont  les 
coefficients  du  quotient  du  premier  membre  de  l'équation  (i) 
par  X  —  a  (n"  380).  Ce  quotient,  égalé  à  zéro  ,  donne  une 
équation  du  degré  m  —  i ,  au  moyen  de  laquelle  on  déter- 
mine les  autres  racines.  Comme  l'équation  proposée  peut 
avoir  plusieurs  racines  égales  à  <2,  il  faut  d'abord  recon- 
naître, par  le  même  moHe  d'épreuve,  si  cette  quantité  est 
ou  n'est  pas  racine  de  la  nouvelle  équation  -,  on  passe  ensuite 
aux  autres  diviseurs  du  dernier  terme  qui  n'ont  pas  été 
essayés-,  en  continuant  ainsi,  on  détermine  successivement 
toutes  les  racines  entières  et  le  degré  de  multiplicité  de 
chacune  d'elles. 

On  commence  par  substituer  dans  Féquation  -f-  i  et  —  i , 
qui  sont  toujours  des  diviseurs  du  dernier  terme,  et  pour 
lesquels  les  opérations  qui  résultent  des  conditions  ci-dessus 
ne  dilïèrent  pas  de  la  substitution  directe.  On  doit  aussi 
déterminer  des  limites  des  racines,  afin  de  n'essayer  que  les 
diviseurs  compris  entre  ces  limites. 

1"  ExKMPLE.   x^  -f-  5a:^  -j-  x""  —  i6j:^  —  10 x  —  i6  =:  o. 

Les  diviseurs  du  dernier  terme  sont  i,  2,4,  8,  16.  La 
limite  supérieure  des  racines,  calculée  d'après  la  règle  du 

n^  401 ,  est  I  -f-  v/20 ,  qui  est  moindre  que  4  ^  <?t  en  chan- 
geant X  en  —  x,  on  reconnaît  que  —  5  est  une  limite  des 
5«  édit.  28 
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racines  négatives.  On  a  donc  à  essayer  -j-  i ,  -h  2  ,  —  1  , 
—  2,  —4. 

4-  1  et  —  I  ne  sont  pas  racines,  -f-  2  donne  les  résultats 
suivants  : 

^  16  „  _        —  8  —  20  , 

-h  2  ^  -4-2 

_  —    î4  —    l^  ^  ^  —  T5-f-î 

2 

-h  2  est  racine,  et  la  division  de  l'équation  proposée  par 
X  —  2  donne  l'équation  du  quatrième  degré 

Celle-ci    n'a   plus    aucune   racine   positive   (n^   391).    En 
essayant  —  2 ,  on  a 


2  est  racine,  et  la  division  de  l'équation  par  x-\-2  donne 

l'équation  du  troisième  degré 

a;^  -f-  5  ar-  H-  5  .r  H-  4  =  o. 

En  essayant  de  nouveau  —  2 ,  on  trouve  que  le  quotient  Qo 
est  fractionnaire  ;  donc  —  2  n'est  pas  racine.   Pour  —  4  ? 

on  a 

-f-  4  ^        —1-1-5 

^       -1+5 
—  4  est  racine ,  et  la  division  de  l'équation  par  x  -h  4  donne 
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Féquation  du  second  degré 

.r^  -h  X  -f-  1   n:  o 

C.elle-ci  n'a  que  des  racines  imaginaires. 
2^  Exemple.  ix^  —  53  .r  -f-  i  o5  =  o. 

Les  nombres  -f-i  et  — i  ne  sont  point  racines.  Les  limites 

sont  H-  \ / —  et  —  (  i  -]-  i  / j  5  et  les  diviseurs  de  io5 

compris  entre  ces  limites  sont  3,  5  —  3,  — 5  et  — 7. 
Pour  3  ,  on  a 

c\       '^^      -xK     f\       35  —  53  ~6  +  o 

Qi  =  -^  =  35,  Q,=: — ^ =—6,  Q;,  —  — __^  —  2. 

Le  nombre  3  est  racine,  et  la  division  de  l'équation  par 
X  —  3  donne  l'équation  du  second  degré 

:î  jc^  +  6  J^  —  35  =  o. 

Les  racines  de  celle-ci  sont  incommensurables. 

409.  Supposons  maintenant  qu'une  fraction  irréductible 
^  soit  racine  de  l'équation  (i).  En  substituant  t  à  la  place 
de  X,  on  aura 

d'où,  en  multipliant  par  />'", 

Ao<2"'-h  Aifl'"-'/»  "f-  k^a"'-'b\  .    H-  A,„_,  rt//"-'  +  A„,//"  r=o. 

b  divise  tous  les  termes  du  premier  membre,  à  partir  du 
second-,  donc  il  doit  diviser  Aoa'"-,  et  puisqu'il  est  premier 
avec  a,  il  doit  diviser  Ao-  Par  une  raison  semblable,  a 
doit  diviser  A,„. 

11  résulte  de  cette  proposition  que  les  racines  commen- 

28. 
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surables  deviendraient  toutes  des  nombres  entiers,  si  l'on 
multipliait  toutes  les  racines  par  le  coefïicient  Ao  du  pre- 
mier terme.  De  sorte  que,  par  cette  transformation,  la 
recherche  des  racines  fractionnaires  serait  ramenée  à  celle 
des  racines  entières  ^  mais  on  peut  aussi  trouver  les  racines 
fractionnaires  en  opérant  directement  sur  l'équation  pro- 
posée (*). 

410.  La  fraction  ^  étant  racine  de  l'équation ,  le  premier 
membre  est  divisible  par  x  —  y  et  le  quotient  est  (n"  380) 


A„  x'"-^  -i-  A«  y    .r"'-^  -h  A„  -    x"-^  ...  4-  A 


0    {.„,- 


a 


+  A,, 


m— 1 

m— 2 


+  A,-  4- A, 

o 


,m — 2 


Représentons  ce  auotient  par  Q,  et  le  premier  membre  de 
l'équation  par  X.  On  a 

X  ~  f  X  —  j  j  X  Q  ,       ou       X  =r  {b.V  —  rt!)  X  ^• 

X  est  un  polynôme  entier  ^  or,  si  -j-  contenait  des  dénomi- 
nateurs numériques,  comme  ces  dénominateurs  seraient 

(  *)  On  conclut  aussi  de  la  même  proposition  que,  lorsque  le  coefficient 
du  premier  terme  est  l'unité,  les  racines  commensurables  ne  peuvent  être 
que  des  nombres  entiers.  D'un  autre  côté,  il  est  facile  de  voir  que,  si  Ton 
multiplie  toutes  les  racines  par  A^,  il  en  résultera  une  transformée  dans 
laquelle  le  coefficient  du  premier  terme  sera  l'unité,  tous  les  autres  coeffi- 
cients étant  des  nombres  entiers.  Dans  les  éditions  antérieures  à  la  qua- 
trième, nous  n'avions  donné,  pour  la  détermination  des  racines  fraction- 
naires, que  ces  deux  propositions,  qui  sont  en  effet  suffisantes.  Celles 
qui  sont  exposées  dans  les  n^^  410  et  411  ont  été  communiquées  par 
M.  Richard,  professeur  de  malhcmatiques  spéciales  au  collège  Louis-lc- 
Grand, 
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premiers  avee  bx  —  a,  le  produit  (hx  —  a)  X  -r  ne  pour- 
rait être  un  polynôme  entier  (n°352).  11  faut  donc  que 
y^  soit  un  polynôme  entier.  Donc  Q  est  pareillement  uu 
polynôme  entier. 

41 1 .  Concevons  maintenant  que  l'on  ait  formé  toutes  les 
fractions  positives  et  négatives  ayant  pour  numérateurs  les 
diviseurs  du  dernier  terme ,  et  pour  dénominateurs  les  divi- 
seurs du  coefficient  du  premier  terme;  et  soit  y  une  de  ces 

^  b 

fractions  :  pour  reconnaître  si  elle  est  racine  de  l'équation 
X  =  o,  on  multipliera  le  coefficient  Ao  du  premier  terme 

par  j-,  et  on  ajoutera  au  produit  le  coefficient  Ai  de  x"'~'^  ; 

on  multipliera  la  somme  par  j-,  et  on  ajoutera  au  produit 

le  coefficient  Aa  de  x'"~^|,  ainsi  de  suite.  11  faudra  que  tous 
les  résultats  qu'on  obtiendra  soient  des  nombres  entiers ,  et 
que  le  dernier  soit  zéro  (*). 

Quand  on  aura  obtenu  une  racine  y ,  on  connaîtra  immé- 
diatement le  quotient  de  la  division  du  premier  membre  de 
l'équation  par  x  —  y  Ce  quotient,  divisé  par  Z?,  donnera 

celui  de  la  division  du  polynôme  X  par  bx  —  «;  et  en  éga- 
lant celui-ci  à  zéro  ,  on  aura  une  équation  de  degré  moindre, 
par  laquelle  on  déterminera  les  autres  racines. 


(*)  Au  lieu  d^cssayer  si  -  est  racine  de  l'équation  proposée,  on  pourrait 

,  ,  ,         .  I  ,  h 

remplacer  dans  cette  équation  x  par  -  ■,  et  voir  si  -  est  racine  de  la  transfor- 

X  a 

mec.  De  cette  manière,  les  conditions  relatives  aux  racines  fractionnaires 

seraient  les  mêmes  que  celles  qui  ont  été  établies  dans  le  n"*  -407  pour  les 

racines  entières. 
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412.  Le  quotient  de  X  par  bx —  a  étant  un  polynôme 
entier,  il  en  résulte ,  en  supposant  x  =  i  et  j:  =  —  i ,  que ,  si 

y  est  racine  de  l'équation,  le  résultat  de  la  substitution  de 

I  à  la  place  de  x  dans  X  doit  être  divisible  par  h  —  « ,  et  le 
résultat  de  la  substitution  de  —  i  doit  être  divisible  par 
b  -{-  a.  On  examinera  d'abord  quelles  sont,  parmi  les  frac- 
tions formées  comme  nous  l'avons  dit  plus  haut ,  celles  qui 
satisfont  à  ces  deux  conditions,  et  on  rejettera  les  autres. 

Pour  les  racines  entières ,  il  faudra  supposer  b  =  i  ^  en 
sorte  que ,  si  a  est  une  de  ces  racines ,  a  —  i  devra  diviser 
le  résultat  de  la  substitution  de  -j-  i  ,  et  /2  -h  i  devra  diviser 
le  résultat  de  la  substitution  de  —  i . 

3^  Exemple.   6^'' — i g jc* -t- 1 3 .r^ — 20x^-j-48^- — 16  =  0. 

On  trouve  la  racine  2  répétée  deux  fois ,  et  les  deux  racines  | 
et  —  ^^  les  deux  autres  racines  sont  imaginaires. 

4®  Exemple.      i5^^4-  lô-r^  —  ^6x'^  —  5x  -\~  6  =  o. 

On  trouve  les  racines  ^  et  — f  ;  les  deux  autres  sont  incom- 
mensurables. 

y^         Théorie  des  racines  égales. 

413.  Lorsqu'une  équation  a  des  racines  égales,  on  peut 
ramener  la  résolution  de  cette  équation  à  celle  de  plusieurs 
autres  équations  plus  simples ,  dans  lesquelles  chaque  racine 
ne  se  trouve  qu'une  seule  fois.  Tel  est  l'objet  des  proposi- 
tions que  nous  allons  exposer. 

Soit  l'équation 

X'"  -h  Ax'"-'  +  Bx'"--  -h .  . .  H-  Hx  4-  K  =:  G. 

Représentons  pary(.r)  le  premier  membre  de  cette  équa- 
tion ,  et  par^  [x)  sa  fonction  dérivée ,  ou  le  polynôme 

H-  (m  —  i)  Ax  "-^  -4-  (///  —  2)  B  x""-' ...  -h  H. 


m.v 
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Le  polynôme  y  (x)  est  le  eoefficient  de  la  première  puis- 
sance de  y  dans  le  résultat  que  Ton  obtient  en  écrivant 
X  -i-j  au  lieu  de  x  dans  le  polynôme  J{x)  ;  or,  en  repré- 
sentant les  racines  de  l'équation  par  a ,  Z> ,  c , .  .  . ,  /f ,  on  a 


f[x)  —  {x  —  o)  [x  —  b)  {x  —  c)  .  .  .  (x  ~  /,-)  ; 
donc,  en  écrivant  x  -h y  au  lieu  de  x, 

-/[x -hf)  =  [f  -j-  X  —  a)  [f  -\-x—b)  (jr4-^'  — <•].  •  .(J  -f-x  — /■). 

On  peut  regarder  le  second  membre  de  la  dernière  égalité 
comme  le  produit  de  m  facteurs  binômes  qui  ont  pour  pre- 
mier terme  j^,  et  dont  les  seconds  termes  sont  x  —  a, 
X —  Z>,  etc.  Par  conséquent,  le  coefficient  de  la  première 
puissance  de  y  dans  ce  produit  est  la  somme  des  produits 
des  quantités  x  —  a,  x  —  Z»^  etc.,  prises  m  —  i  à  m —  i. 
D'ailleurs,  pour  former  ces  produits,  il  suffit  de  diviser 
successivement  f{x)  par  chacun  des  facteurs  x  —  a  , 
X  —  Z> ,  etc.  On  a  donc 

X  —  a       X  —  0       X  —  f  X  - —  A- 

Soit  maintenant 

/{x)  =r  (.r  -  aY  [X  -  by  [x  -cfl.  ... 

Pour  appliquer  la  proposition  qui  vient  d'être  établie,  il 
faudra  répéter  n  fois  le  quotient  de  la  division  dey(.r)  par 
x—a^  p  fois  le  quotient  de/(x)  par  x  —  ^,  q  fois  celui 
àef[x)  par  x  —  c,  etc.  ^  ainsi  on  aura 

/'  [x]  —  n  (.r  —  «)"-'  [x  —  h)P  {x  —  c)l .  .  . 

-i-  p{x  —  n)"  {jc  —  b)P-^  [x  —  c)l .  ,  . 

4-  q  [x  —  «)"  (x  —  b)P  (x  —  c)1-' .     . 

-f  • 

Posons 

D  =  (^^  —  ay-'  {x  —  by  [x.  —  c)î-' .  ,  .  ; 
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D  divise  /  (.^)  etj'[x).  Il  est  le  plus  grand  commun  divi- 
seur de  ces  deux  quantités,  autrement  il  faudrait  que  Tun 
des  facteurs  de  J'(x)  divisât  le  quotient  de  f'(x)  par  D, 
lequel  est 

n  (x  —  b)  [x  —  c) .  .  .    -\-  p  (.r  —  a)  [x  —  c) .    . 
-h  <5f  (.r  —  a){x  —  6) ...  -h  ... . 

Or  chacun  des  facteurs  x  —  a,  x  —  b^  etc.,  divise  toutes 
les  parties  de  cette  somme ,  à  l'exception  d'une  seule  ;  par 
conséquent  la  somme  n'est  divisible  par  aucun  de  ces  fac- 
teurs. 

Donc,  lorsqu'une  équation  a  des  racines  égales,  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  et  sa  fonction  dérivée  ont  un 
commun  di\nseur  algébrique ,  et  ce  commun  diviseur  est  le 
produit  de  tous  les  facteurs  correspondants  aux  racines 
égales  de  V équation,  élevés  chacun  à  une  puissance 
moindre  d'une  unité. 

Lorsque  Véquation  na  pas  de  racines  égales,  le  pre- 
mier membre  et  sa  fonction  dérivée  n'ont  aucun  facteur 
commun  algébrique ^  csir  les  exposants  aî,  p^  q,  etc.,  étant 
l'unité,  le  plus  grand  commun  diviseur  de  f(x)  el  f  [x)  se 
réduit  à  un  nombre. 

414.  D'après  ces  propositions,  pour  reconnaître  si  une 
équation  donnée /^(x)  =  o  a  des  racines  égales,  on  cherche 
le  plus  grand  commun  diviseur  du  polynôme /(x)  et  de  sa 
fonction  dérivée/' (x).  Lorsque  le  plus  grand  commun  divi- 
seur est  numérique,  toutes  les  racines  sont  inégales.  Si  le 
plus  grand  commun  diviseur  est  algébrique  et  s'il  est  du 
premier  degré,  il  fait  connaître  une  racine  double  de  l'é- 
quation 5  et  il  n'y  a  pas  d'autres  racines  égales.  Si  le  plus 
grand  commun  diviseur  est  du  second  degré ,  en  l'égalant  à 
zéro ,  on  a  une  équation  qui  peut  avoir  deux  racines  diffé- 
rentes, ou  deux  racines  égales.  Dans  le  premier  cas,  cha- 
cune des  deux  racines  se  trouve  deux  foi s]| dans  l'équation 
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y  (j:)  m  o  ;  dans  le  second  cas ,  la  valeur  de  x  qu'on  a  trouvée 
est  une  racine  triple  de  la  proposée. 

415.  Expliquons  la  marche  qu'il  faut  suivre  quand  le 
plus  grand  commun  diviseur  dey(x)  et  de/'  (x)  est  un  poly- 
nôme d'un  degré  supérieur  au  second.  Soit  Dj  ce  plus  grand 
commun  diviseur.  Pour  reconnaître  si  Dj  a  des  facteurs 
égaux ,  il  faut  opérer  sur  Di  comme  on  a  opéré  sur  le  poly- 
nôme f(oc)  ^  c'est-à-dire  qu'il  faut  chercher  le  plus  grand 
commun  diviseur  entre  Di  et  sa  fonction  dérivée.  Soit  D^ 
ce  plus  grand  commun  diviseur.  Soit  encore  D3  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  D2  et  de  sa  fonction  dérivée,  et 
supposons  que  D3  soit  premier  avec  sa  dérivée.  Dans  ce  cas 
D2  aura  des  facteurs  doubles  et  ne  contiendra  pas  de  fac- 
teurs répétés  plus  de  deux  fois.  Dj  aura  des  facteurs  triples 
et  ne  contiendra  pas  de  facteurs  répétés  plus  de  trois  fois. 
Enfin /(x)  aura  des  facteurs  quadruples,  et  n'en  contiendra 
pas  à  un  degré  de  multiplicité  plus  élevé. 

Désignons  par  Xi  le  produit  des  facteurs  simples  du  poly- 
nôme J  [x) ,  par  X2  le  produit  des  premières  puissances 
des  facteurs  doubles ,  par  X3  le  produit  des  premières  puis- 
sances des  facteurs  triples ,  par  X4  le  produit  des  premières 
puissances  des  facteurs  quadruples.  On  aura 

/(4=:X,X=X3^X:. 

D,=X3X^ 

D3  =  X,. 

En  divisant  chacune  des  égalités  ci-dessus  par  la  suivante, 
et  en  nommant  Qi  le  quotient  àef[x)  par  Di  ,  Q^  celui  de 
Di  par  D2,  Q3  celui  de  D2  par  D3,  on  trouve 

En  divisant  encore  chaque  égalité  par  la  suivante  ,  et  la  der- 
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nière  par  Df  =::  X4,  on  obtient 

q;-^-   q;-^-   d;-^^ 

Après  ces  opérations  qui  déterminent  les  facteurs  Xj, 
X2,  X3,  X4,  on  trouvera  toutes  les  racines  de  l'équation 
f{x)  r:=  o  e|i  résolvant  séparément  les  quatre  équations 

Xi  =  O  ,       X2  =  0,       X;,  r=0,       X4  =  O. 

La  première  équation  fera  connaître  les  racines  simples  de 
Féquation  proposée^  la  deuxième  donnera  les  racines  dou- 
bles^ la  suivante  donnera  les  racines  triples;  enfin  la  der- 
nière donnera  les  racines  quadruples. 

Si  l'un  des  polynômes  Xi ,  Xg ,  X3  est  numérique,  on  en 
conclura  qu'il  n'y  a  pas  de  racines  du  degré  de  multiplicité 
correspondant  au  rang  de  ce  polynôme. 

416.   Pour  appliquer  cette  méthode,  prenons  l'équation 

x^- — 'jx'' — a^'^+i  i8uC^ — 259^'* — 83j:^-i-6i2x^ — io8^ — ^"^2:^1:0. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  du  premier  membre  de  l'é- 
quation et  de  sa  fonction  dérivée  est 

x''  —  -j  jc^  H-  1 3  x^  +  3  X  —  18. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  de  ce  polynôme  et  de  sa 
fonction  dérivée  est  x  —  3. 

Comme  cette  dernière  quantité  ne  contient  x  qu'au  pre- 
mier degré,  elle  ne  peut  avoir  aucun  facteur  commun  avec 
sa  dérivée ,  et  on  en  conclut  que  l'équation  proposée  ne  con- 
tient pas  de  facteurs  élevés  à  des  puissances  supérieures  à  la 
troisième. 

En  conservant  aux  lettres  Xj,  X^,  X3,  le  même  sens  que 
précédemment,  on  a 

X.X^X^^r.r"  —  7x' —  2j;«+-  iiSjcK  .., 
X.X]  =x'  —  7.r''+  l3x^  .., 
X,  1-  X  —  3. 
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En  divisant  chacune  de  ces  égalités  par  la  suivante ,  on 

trouve 

X|  X2X3  r=:  x''  —  i5a:^  -h  10  X  H-  24  , 

X2X,  r=  X^  —     4-^'+        X-h     6. 

En  divisant  de  nouveau  la  première  égalité  par  la  deuxième, 
et  celle-ci  par  X3  =  x  —  3  ,  on  obtient 

X|  =  X  4-  4  »      X2  =r  .r'^  —  X  —  2. 

Les  équations  à  résoudre  sont  donc 

.r-f-4  =  o,     x'^  ■ —  X  —  2  =  0,     X  —  3=^0. 

Par  la  première  on  a  la  racine  —  4  •>  qïii  ^^  se  trouve  qu'une 
fois  dans  l'équation  proposée;  par  la  deuxième  on  a  les 
racines  —  i  et  H-  2 ,  qui  sont  des  racines  doubles;  et  par  la 
troisième  on  a  la  racine  3 ,  qui  est  une  racine  triple. 
Soit  encore  l'équation 

x^ -\-  2. x^  -i- x'  -r- 6 x''  ■+■  •] x^  —  2 .r^  -4-  3 .r^  +  2 x^  —  I2x  —  8  =  0. 

En  opérant  comme  pour  l'exemple  précédent ,  on  obtien- 
dra deux  racines  simples,  deux  racines  doubles,  et  une 
racine  triple.   Les  racines  simples   sont  —  2  et  -f-  i  ;  les 

racines    doubles   sont et :   la    racine 

2  2 

triple  est  —  1. 

417.  Si  l'on  voulait  avoir  une  équation  qui  contint 
toutes  les  racines  égales  et  inégales  de  l'équation  donnée, 
et  dans  laquelle  chaque  racine  ne  se  trouvât  seule  qu'une 
fois,  il  suffirait  de  chercher  le  pkis  grand  commun  divi- 
seur Di  du  polynôme  y' (.x)  et  de  sa  fonction  dérivée,  et 
de  diviser  y  (.r)  par  Dj  ;  le  quotient  donnerait  l'équation 
demandée,  puisque  ce  quotient,  que  nous  avons  désigné 
par  Qi,  est  X^  X2X3X4. 

On  peut  aussi  parvenir  à  deux  équations  dont  l'une  donne 
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toutes  les  racines  inégales,  et  l'autre  donne  toutes  les 
racines  égales  sans  les  contenir  plus  d'une  fois  chacune.  A 
cet  effet,  après  avoir  obtenu  le  quotient  Qi,  on  cherclie  le 
plus  grand  commun  diviseur  ddes  polynômes  Di  et  Qi  ^  on 

a  <i=:r  X2X3X4,  et,  par  suite,  -^  =  Xij  les  équations  de- 


d 


Q. 


mandées  sont  donc  -,  =  o  et  d  =  o. 

a 

418.  Lorsque  la  division  du  premier  membre  de  l'équa- 
tion proposée  par  sa  fonction  dérivée  conduit  à  un  reste  nul, 
l'équation  proposée  n'a  qu'une  seule  racine  qui  est  répétée 
m  fois  [m  désignant  le  degré  de  Téquation) ,  et  la  valeur 
de  cette  racine  est  déterminée  par  l'équation  du  premier 
degré  qu'on  obtient  en  égalant  à  zéro  le  quotient  de  la 
division.  Car  le  plus  grand  commun  diviseur  du  premier 
membre  de  l'équation  et  de  sa  fonction  dérivée  étant  alors 
égal  à  cette  fonction  dérivée,  ou  n'en  différant  que  par  un 
facteur  numérique,  il  résulte  de  ce. qui  a  été  dit  dans  le 
numéro  précédent,  que  le  quotient  de  la  division  de  ces 
polynômes  l'un  par  l'autre  égalé  à  zéro  doit  déterminer 
toutes  les  racines  de  l'équation. 

Soit,  par  exemple  ,  l'équation 

.r'  —  8jc'  -f-  24^^  —  32a;  -f-  16  =  O. 
La  fonction  dérivée  du  premier  membre  est 

4  (.^^  —  6a;'^  -h  11  X  —  8) . 

Si  l'on  divise  x'*  —  8x^  -h  24^^  —  32  jc  -f-  16  par 
x^  —  6j:^+I2X  —  8,  on  trouve  que  la  division  se  fait 
exactement,  et  le  quotient  est  x  —  2.  On  en  conclut  que 
l'équation  n'a  que  la  seule  racine  2 ,  qui  est  répétée  quatre 
fois. 

419    Lorsque    tous   les    coefficients    numériques   d'une 
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équation  sont  commensurables ,   les  polynômes  que  nous 
avons  désignés  par  Xi,  Xa,  X3,  etc.,  ne  contiennent  aussi 
que  des  coefficients   commensurables^  car  les  opérations 
par  lesquelles  on  les  obtient  ne  peuvent  pas  introduire  de 
quantités  irrationnelles.  Par  conséquent,  si  Fune  des  racines 
de  l'équation  est  répétée  n  fois ,  et  si  toutes  les  autres  racines 
ont  des  degrés  de  multiplicité  différents,  cette  racine  sera 
nécessairement  commensurable.  On  conclut  de  cette  obser- 
vation qu'une  équation  du  troisième  degré,  qui  n'a  pas  de 
racine  commensurable,  n'a  pas  de  racines   égales,  puis- 
qu'elle ne  peut  avoir  deux  racines  au  même  degré  de  mul- 
tiplicité. La  même  conclusion  s'applique  à  l'équation  du 
cinquième  degré-,  car,  si  elle  a  des  racines  égales  incom- 
mensurables ,  il  faut  qu'elle  en  ait  deux  au  même  degré  de 
multiplicité,  elle  ne  peut  donc   avoir   que   deux    racines 
doubles;  alors  elle  a  une  racine  simple,  qui  doit  être  com- 
mensurable. Quant  à  l'équation  du  quatrième  degré,  si 
elle  a  des  racines  égales  incommensurables ,  il  faudra  qu'elle 
ait  deux  racines  doubles;   et,   dans  ce  cas,   son  premier 
membre  sera  un  carré.  On  peut  donc  éviter  l'emploi  de  la 
méthode  des  racines  égales  pour  toutes  les  équations  qui  ne 
surpassent  pas  le  cinquième  degré. 

420,  Quand  on  connaît  une  racine  a  d'une  équation,  on 
peut  déterminer  le  degré  de  multiplicité  de  cette  racine  en  la 
substituant  dans  les  dérivées  successives  du  premier  membre 
de  l'équation-,  car  il  résulte  du  théorème  qui  a  été  démon- 
tré dans  le  n°  413,  que,  si  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion est  divisible  par  (x  —  a)",  la  dérivée  du  premier  ordre 
sera  divisible  par  (oc  —  «)"~S  celle  du  deuxième  ordre  sera 
divisible  par  [x  —  «)"~%  ainsi  de  suite;  enfin,  la  dérivée 
de  l'ordre  n  —  i  sera  divisible  par  x  —  a,  et  la  dérivée 
suivante  ne  contiendra  pas  le  facteur  x  —  a;  la  racine  a 
devra  donc  réduire  à  zéro  les  dérivées  successives  du  pre- 
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iTiier  membrp  jusqu'à  celle  de  l'ordre  n  —  r  ,  sans  réduire  à 

zéro  la  dérivée  suivante. 

421.  On  peut  parvenir  au  théorème  du  n"  413  par  une 
méthode  différente  de  celle  que  nous  avons  suivie,  et  dans 
laquelle  la  considération  des  fonctions  dérivées  se  présente 
d'une  manière  plus  directe. 

Soit  a  une  des  racines  de  l'équation /"(x)  =  o.  Si  l'on 
forme  une  autre  équation  dont  les  racines  soient  égales  à 
celles  de  la  proposée  diminuées  de  «,  cette  équation  aura 
autant  de  racines  égales  à  zéro  qu'il  y  aura  dans  la  proposée 
de  racines  égales  à  a.  Pour  diminuer  toutes  les  racines  de 
la  proposée  de  a ,  il  faut  poser  y  =  Jo-  —  « ,  d'où  x  =j  -+-  a  ; 
l'équation  transformée  estf(f  -f-  a)  =  o  ,  ou 

/(«)  +/'(«)r  +/"(«)  7^ +/'"(«)  7^  +  -•-■=» 

fia)  étant  nulle,  puisque,  par  hypothèse ,  a  est  une  racine 
de  l'équation  f{x)  =  o,  l'équation  en  y  est  satisfaite  par 
V  ==  o.  Si  la  racine  a  est  répétée  Ji  fois  dans  Féquation  pro- 
posée ,  l'équation  en  y  devant  avoir  n  racines  égales  à  zéro , 
il  faudra  que  son  premier  membre  soit  divisible  par  j^",  ce 
qui  exige  que  les  coefficients  de  toutes  les  puissances  dey 
jusqu'à  y"~^  soient  nuls.  Donc,  lorsqu'une  racine  a  entre 
n  fois  dans  une  équation ,  toutes  les  dérivées  du  premier 
membre,  jusqu'à  celle  de  l'ordre  n — i  inclusivement, 
doivent  devenir  nulles  quand  on  y  fait  x  =  a.  Réciproque- 
ment ,  si  a  étant  racine  d'une  équation ,  l'hypothèse  x  =  a 
annule  les  dérivées  du  premier  membre ,  jusqu'à  celle  de 
l'ordre  7i  —  i  inclusivement,  sans  annuler  celle  de  l'ordre 
n ,  la  racine  a  entre  n  fois  dans  l'équation  ;  «^ar  alors  l'équa- 
tion dont  les  racines  sont  égales  à  celles  de  la  proposée 
diminuées  de  a  a  n  racines  égales  à  zéro. 

On  déduit  de  là  le  théorème  du  n''  4-13:  car  si  les  Ji  —  i 
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premières  dérivées  def(x)  sont  réduites  à  zéro  pour  x=:a, 
la  suivante  ne  l'étant  pas,  l'équation  y '(x)  =  o  aura  n  —  i 
racines  égales  à  a;  par  conséquent,  y"' (j:)  sera  divisible 
par  (:r  —  «)"~^  -,  d'ailleurs  ce  polynôme  ne  sera  pas  divisible 
par  une  puissance  plus  haute  de  .r  —  «  5  car,  pour  qnef  [x\ 
fût  divisible  par  [x  - —  a)'',  il  faudrait  que  la  tz'^'"^  dérivée 
de  J  (x)  devînt  nulle  pour  x  =^  a. 

Séparation  des  racines  incommensurables, 

4^^.  La  recherche  des  racines  incommensurables  se 
divise  en  deux  parties  distinctes  :  on  s'occupe  d'abord  de 
déterminer  deux  limites  de  chaque  racine  ,  l'une  plus  petite, 
l'autre  plus  grande ,  et  qui  soient  assez  rapprochées  pour  ne 
comprendre  qu'une  seule  racine;  c'est  ce  qu'on  appelle 
séparée?'  les  racines.  On  cherche  ensuite  la  valeur  de  chaque 
racine  avec  le  degré  d'approximation  que  la  question  exige. 

423.  On  a  prouvé  que  lorsque  deux  quantités  substituées 
dans  le  premier  membre  d'une  équation  donnent  des  résul- 
tats de  signes  contraires,  l'équation  a  au  moins  une  racine 
réelle  comprise  entre  ces  quantités.  Voici  une  autre  propo- 
sition qu'il  nous  faut  maintenant  faire  connaître  pour  par- 
venir à  la  séparation  des  racines. 

Théorème.  —  Si  Von  substitue  dans  le  premier  membre 
d'une  équation  deux  quantités  qui  comprennent  une  racine 
réelle,  ou  qui  en  comprennent  un  nombre  impair,  les  deux 
résultats  auront  des  signes  contraires^  et  si  les  quantités 
substituées  ne  comprennent  aucune  racine,  ou  si  elles  en 
comprennent  un  nombre  pair,  les  deux  résultats  auront 
le  même  signe. 

Représentons  l'équation  proposée  par  f{x)  =■■  o ,  dési- 
gnons par  a  et  ê  deux  quantités  réelles  quelconques,  et  sup- 
posons a<]ê.  Si  les  quantités  a  et  ê  ne  comprennent 
aucune  racine  de  l'équation ,  les  résultats  qu'on  obtiendra 


1-    -1^1 
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en  substituant  successivement  ces  quantités  à  la  place  de  x 
devront  avoir  le  même  signe  5  car  s'ils  avaient  des  signes 
contraires,  il  y  aurait  une  racine  comprise  entre  a  et  S 
(n°  374) ,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 

Examinons  le  cas  où  a  et  é  comprennent  des  racines ,  et 
soient  a,  è,  c,.  .  .,  k  ces  racines.  Le  polynôme  y"  (j:)  sera 
divisible  par  le  produit  des  facteurs  x  —  « ,  .r  —  Z> , .  .  . , 
X —  h^  et  en  représentant  le  quotient  par  (p  (x) ,  on  aura 

f(x)  rr:  (x  —  a)[x  —  b){x  —  c).  .  .(x  —  k)  X  <p (x). 

Faisons  successivement  dans  cette  égalité  x  =^  a.  et  a:  =  6  ; 
il  viendra 

/(a)  =:  (a  ~  «)  (a  —  ^).  .  .(a  —  /■)  X  <p  (a), 
/(6)  =  (6  -  «)  (g  -  Z.) .  .  .  (g  -  ^)  X  T  (ê). 

Or,  les  racines  a^  b^  ..,^k  étant  comprises  entre  a  et  ê,  les 
facteurs  a  —  «,  a  —  />....,«  —  k  sont  tous  négatifs ,  et  les 
facteurs  ê  —  a,  o  —  è,...,ê — k  sont  tous  positifs.  Il  suit  de 
là  que  le  produit  des  facteurs  a  —  a ,  a  —  Z>,  etc.,  a  le  même 
signe  que  le  produit  des  facteurs  £  —  «,  ê  —  b,  etc.,  ou 
bien  le  signe  contraire,  suivant  que  les  racines  «,  b^...^k 
sont  en  nombre  pair  ou  en  nombre  impair.  D'ailleurs,  g  (a) 
et  op(6)  ont  le  même  signe  ^  car  si  ces  quantités  avaient  des 
signes  contraires,  l'équation  ^  (.r)  =  o  aurait  une  racine 
entre  a  et  ê  -,  donc  a ,  Z> , .  .  . ,  k  ne  seraient  pas  les  seules 
racines  àef[x)  =  o  comprises  entre  a  et  ê,  ce  qui  est  contre 
l'hypothèse.  Donc ,  si  le  nombre  des  racines  a ,  ^ , .  .  . ,  /c  est 
pair,  les  résultats  f[c()  et  /(ê)  ont  le  même  signe 3  et  si  le 
nombre  de  ces  racines  est  impair,  les  résultats  y  (a)  etf{ë) 
ont  des  signes  contraires. 

On  déduit  immédiatement  du  théorème  précédent  la  pro- 
position réciproque ,  savoir  : 

Si  deux  quantités  substituées  dans  le  premier  membre 
d'une  équation  donnent  des  résultats  de  signes  contraires, 
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elles  ne  comprennent  qii  une  racine ,  ou  elles  en  com- 
prennent un  nombre  impair j  et,  si  deux  qiianlùès  donnent 
des  résultats  de  même  signe,  elles  ne  comprennent  pas  de 
racine,  ou  elles  en  comprennent  un  nonû^re  pair. 

La  démonstration  précédente  ne  suppose  pas  que  les 
racines  a^  b  ^.  .  .  ^k  soient  différentes;  de  sorte  que,  si  a 
et  6  comprenaient  une  racine  qui  fût  répétée  un  nombre 
pair  de  fois,  sans  en  comprendre  aucune  autre,  il  faudrait 
considérer  ces  quantités  comme  comprenant  un  nombre 
pair  de» racines. 

424.  Lorsque  le  dernier  terme  d'une  équation  est  positif, 
l'équation  n'a  pas  de  racines  positives,  ou  elle  en  a  un 
nombre  pair;  car,  en  substituant  successivement,  à  la  place 
de  a:,  zéro  et  la  limile  supérieure  des  racines  positives,  on 
a  des  résultats  de  même  signe.  Quand  \,i  dernier  terme  est 
négatif,  le  nombre  des  racines  positives  est  impair;  car,  en 
substituant  zéro  et  la  limite  supérieure  des  racines  posi- 
tives, on  a  des  résultats  de  signes  contraires. 

425.  Supposons  actuellement  que  l'on  veuille  séparer 
les  racines  incommensurables  d'une  équation  qui  ne  con- 
tient pas  de  racines  égales." 

On  commencera  par  substituer  dans  le  premier  membre 
tous  les  nombres  entiers  compris  entre  la  limite  supérieure 
des  racines  négatives  et  la  limite  supérieure  des  racines 
positives.  Si  la  suite  des  résultats  de  ces  substitutions  pré- 
senté autant  de  cbangements  de  signes  qu  il  y  a  d'unités 
dans  le  degré  de  l'équation ,  il  ne  se  trouvera  pas  plus  d'une 
racine  entre  deux  nombres  consécutifs  qui  auront  donné 
des  résultats  de  signes  contraires  ,  et  il  ne  s'en  trouvera 
aucune  entre  deux  nombres  consécutifs  qui  auront  donné 
des  résultats  de  même  signe;  autrement,  il  faudrait  que  le 
nombre  des  racines  surpassât  le  degré  de  l'équation.  La 
séparation  sera  donc  enéctuée. 

5*^  f'dit.  9,q 
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Prenons  pour  exemple  l'équation 

.r^  —  .r*  —  1  o  .r-  -f-  X  -|-  i5  =  G. 

On  ii()uv(i  pour  limites  des  racines,  par  la  méthode  du 
II*'  i02,  -1-4  ^'t  — 3^  et  en  substituant  dans  le  premier 
membre  les  nombres  entiers  depuis  — 3  jusqu'à  -|-4î  l^s 
signes  des  résultais  sont  ceux  qui  sont  indiqués  dans  le 
iableau  ci-dessous  : 

^—  —  3,   =— ?.,   =—1,   =0,   ==4-1,   =-H2,  =-1-3,  =+4^ 

+  »  — >  4-,  "f-,        -4-,  — ,  — ,  -h. 

On  conclut  de  là  que  1  équation  a  toutes  ses  racines  réelles, 
que  deux  d'entre  elles  sont  positives  et  comprises  l'une 
entre  i  et  2,  l'autre  entre  3  et  4*,  que  les  deux  autres  sont 
négatives ,  et  qu'elles  sont  comprises  Tune  entre  — i  et  —  i. 
l'autre  entre  —  i  et  —  3. 

Quand  on  sait  que  1  équation  n'a  pas  plus  de  u.  racines 
réelles,  ,a  étant  un  nombre  inférieur  au  degré,  il  suffit, 
pour  que  la  séparation  s'etîectue  en  substituant  les  noml^res 
entiers  compris  entre  les  limites ,  que  la  suite  des  résultats 
de  ces  substitutions  présente  a  changements  de  signes. 

Si  l'on  veut  elléctuer  seulement  la  séparation  des  racines 
pixsitives,  il  iaudra  qu  en  substituant  les  nombres  entiers 
depuis  zéro  jusqu  à  la  limite  supérieiu'e  des  racines  }>osi- 
tives,  le  nombre  des  changements  de  signes  dans  la  suite  des 
i^ésultats  soit  égal  au  uombre  des  variations  de  l'équation . 

Soit,  par  exemple,  l'équation 

.1*-^  —  3  .r'  —  .r-  —  8  .r  —  i  o  r=  o . 

Comme  elle  n  a  que  deux  \arialions,  elle  na  pas  plus  uc 
deux  racines  positives.  En  fais;int  .r  =  o.  on  a  pourrvsului 
-f-  lo  ;  en  faisant  .r  =  i ,  on  a  pour  ivsultat  —  i  ;  en  faisant 
x=  a,  on  a  pour  insultât  —  .>,  et  en  faisant  .r  =  3,  on 
voit,  sans  etVectueren  entier  la  substitutimi .  que  le  résultat 

\ 


CHAPITRE  QUATORZIÈME.  45 1 

est  positif.  On  conclut  de  là  que  l'équation  a  deux  racines 

positives,  comprises  l'une  entre  o  et  i,  l'autre  entre  2  et  3. 

Si  l'on  veut  trouver  les  racines  négatives,  on  changera 

d'abord  x  en  —  x,  ce  qui  donne 

X'  —  3.r'  4-  r'  —  8.r  —  lo  m  o. 

Cette  équation  a  trois  variations;  ainsi  elle  peut  avoir  trois 
racines  positives.  On  trouve,  par  la  méthode  du  n°402, 
le  nombre  3  pour  limite  supérieure  des  racines ,  et  en 
substituant  les  nombres  o ,  i  ,  2 ,  on  voit  que  ces  nom- 
bres donnent  des  résultats  négatifs;  d'ailleurs  la  limite  3 
donne  un  résultat  positif.  Il  suit  de  là  que  l'équation 
x^  —  3  X"^  —  x^  —  8  X  -h  10  =  o  a  au  moins  une  racine 
négative  comprise  entre  —  2  et  —  3  ;  mais  on  ne  peut  pas 
décider  si  les  deux  autres  racines  sont  réelles. 

426.  Si  l'on  connaissait  exactement  le  nombre  des  racines 
réelles ,  on  serait  assuré  de  parvenir  à  les  séparer  en  effec- 
tuant des  substitutions  de  plus  en  plus  rapprochées,  jus- 
qu'à ce  que  le  nombre  des  changements  de  signes  de  la 
suite  des  résultats  fût  égal  à  celui  des  racines  réelles.  Mais, 
le  plus  ordinairement,  le  nombre  des  racines  réelles  est 
inconnu,  et  il  faut  le  déterminer.  On  a  d'abord  été  conduit, 
pour  résoudre  ce  problème,  à  chercher  le  moyen  d'obtenir 
une  quantité  telle ,  qu'en  la  prenant  pour  Tin tervalle  des 
substitutions,  on  fut  certain  qu'entre  chaque  nombre  sub- 
stitué et  le  suivant  il  ne  pourrait  se  trouver  plus  d'une? 
racine.  Nous  montrerons  bientôt  comment  il  est  possible 
de  former  une  équation  dont  les  racines  soient  les  difïé- 
rences  des  racines  d'une  équation  donnée ,  considérées  deux 
à  deux ,  et  qu'on  appelle ,  par  cette  raison ,  équation  aux 
différences.  Quand  on  a  calculé  cette  équation,  on  déter- 
mine  une  limite  inférieure  de  ses  racines;  cette  limite  est 
la  quantité  qu'il  s'agissait  de  trouver. 
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La  limite  inférieure  des  racines  de  l'équation  aux  dillé- 
renées  étant  ordinairement  plus  petite  que  l'unité,  on  a  à 
substituer  des  nombres  fractionnaires.  Mais  en  désignant 
par  a  et  h  deux  racines  quelconques  de  l'équation ,  et  par  ô 
la  limite  inférieure  des  racines   de  l'équation  aux   diffé- 

renées ,  puisque  a  —  b^  d  ^  ona^  —  ^^  i-  On  voit  donc 

que ,  si  l'on  change  l'équation  proposée  en  une  autre  dont  les 

.         a     b  •        r  '^ 

racines  soient  -^'>  -^'>  Gtc  ,  ce  qui  se  lera  en  posant  x  =  Oy, 

les  racines  de  la  nouvelle  équation  différeront  les  unes  des 
autres  de  plus  d'une  unité  ^  de  sorte  qu'on  pourra  les  sépa- 
rer en  ne  substituant  que  des  nombres  entiers. 

La  méthode  que  nous  venons  d'exposer  avait  été  indiquée 
par  TVaringj  cependant  elle  était  restée  ignorée  jusqu'au 
moment  où  elle  fut  reproduite  par  Lagrange ,  qui  y  était 
parvenu  sans  connaître  cette  partie  des  travaux  de  \^^aring. 
Cette  méthode  ne  laisse  rien  à  désirer  sous  le  rapport  de  la 
rigueur,  mais  elle  devient  en  quelque  sorte  impraticable 
quand  le  degré  de  l'équation  à  résoudre  est  un  peu  élevé ,  à 
cause  de  la  longueur  des  calculs  qu'il  faut  effectuer  pour 
obtenir  l'équation  aux  différences.  On  peut  actuellement 
éviter  ces  calculs,  au  moyen  d'un  théorème  remarquable 
découvert  par  M.  Sïurm.  Nous  allons  exposer  ce  théorème, 
qui  n'avait  point  encore  été  introduit  dans  les  Eléments 
d'Algèbre,  quand  il  fut  inséré  dans  la  première  édition  de 
èe  Traité  (i  83 3).  y 

Théorème  de  M.    Stukm.  ~  Tisane  de  ce  théorème 
pour  la  recherche  des  racines  réelles. 

427.  Soit  V  =o  une  équation  d'un  degré  quelconque, 
dont  toutes  les  racines  sont  inégales,  et  soit  V^  la  fonction 
dérivée  de  \  .  On  opérera  comme  s'il  s'agissait  de  trouver  le 
plus  grand  commun  diviseur  entre  \  et  \  i,  avec  cette  seule 
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différence  qu'il  faudra  changer  les  signes  de  tous  les  restes, 
avant  de  les  prendre  pour  diviseurs.  Ce  changement  de 
signes,  qui  serait  indifférent  s'il  ne  s'agissait  que  de  trouver 
le  plus  grand  commun  diviseur,  est  essentiel  pour  le  but 
que  nous  nous  proposons  actuellement.  Désignons  par  Qi 
le  quotient  de  la  division  de  V  par  Vj,  et  par  —  V2  le  reste 
correspondant,  on  aura 

V  =  V.Q,  —  V,. 

3)ivisant  Vj  par  Va,  c'est-à-dire  par  le  reste  de  la  première 
opération  pris  en  signe  contraire,  et  désignant  par  Q2  le 
«piotient ,  par  —  V3  le  reste  correspondant,  on  aura  encore 

V,  =  V,Q.  -  V3. 

En  continuant  ainsi ,  on  arrivera  nécessairement  à  un 
reste  numérique  — V,.,  puisque  nous  avons  supposé  que 
l'équation  V  =:  o  n'a  pas  de  racines  égales  (n"  413) ,  et  on 
aura  celte  suite  de  relations  : 


V 

=  v, 

Q. 

-v„ 

V, 

=  ¥2 

Q^ 

-V., 

V, 

=  V, 

Q3 

~v,, 

v._, 

^v. 

Q. 

»  «H-l  > 

(0 


V,._,  =:  V._,Q,_,  -V,  (*). 

Cela  posé,  la  considération  des  fonctions  V,  Y,,  Vg,  etc., 
a  conduit  M.  Sturm  au  théorème  suivant  : 

428.  Théorème.  —  Lorsquofi  substitue  à  la  place  de  x, 


(*)  On  peut  éviter,  dans  les  divisions  successives,  les  coefïicients  frac- 
tionnaires ,  en  multipliant  chaque  dividende  par  un  facteur  numérique 
convenable;  mais  les  facteurs  qu^on  introduit  doivent  être  positifs,  afin  que 
les  signes  dos  restes  ne  soient  pas  altérés. 
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dans  la  suite  des  fonctions 

V     V       V         *       V         V 

deux  nombres  quelconques  oc  et  ^  positifs  ou  négatifs,  si 
a  est  plus  petit  que  ê ,  le  nombre  des  variations  de  la  suite 
des  signes  de  ces  fonctions  pour  x  =  ê  sera  au  plus  égal 
nu  nombre  des  variations  de  la  suite  des  signes  de  ces 
mêmes  fonctions  pour  x  =  a  ^  et  s'il  est  moindre,  la  diffé- 
rence sera  égale  au  nombre  des  racines  réelles  de  Véqua- 
tion  V  rr:  o  compriscs  entre  a  et  6. 

Pour  démontrer  ce  théorème ,  il  faut  examiner  comment 
le  nombre  des  variations  formées  par  les  signes  des  fonc- 
tions V,  Vj,  VgT  •  •  5  V,  î  disposées  dans  l'ordre  indiqué, 
pour  une  valeur  quelconque  de  x^  peut  s'altérer,  quand  x 
passe  par  dilTérents  états  de  grandeur.  Or  il  ne  peut  arriver 
de  changement  dans  cette  suite  de  signes,  à  mesure  qu'on  fait 
croître  :r,  qu'autant  qu'une  des  fonctions  V,  Vi.,  V^,  etc., 
change  de  signe,  et  par  conséquent  devient  nulle. 

Il  se  présente  donc  deux  cas  à  examiner,  suivant  que  la 
fonction  qui  s'annule  est  la  première  V,  ou  qu'elle  est  une 
des  intermédiaires  V^,  Va,  etc.  ;  car  ce  n'est  pas  la  dernière 
fonction  \,  qui  peut  devenir  nulle,  puisque  V,.  est  un 
nombre. 

i"'  Cas.  ]Nou&  allons  examiner  le  changement  qui  a  lieu 
dans  la  suite  des  signes,  quand  x,  en  croissant  par  degrés 
insensibles  ,  atteint  et  dépasse  une  valeur  qui  rend  V  égal  à 
zéro.  Si  l'on  substitue  cette  valeur  de  .r,  que  nous  désignerons 
par  <2,  dans  la  fonction  dérivée  \, ,  cette  fonction  devien- 
dra un  nombre  positif  ou  négatif,  puisque,  par  hypo- 
thèse, l'équation  Y  =  o  n  a  pas  de  racines  égales.  Repré- 
sentons par  u  une  quantité  positive  assez  petite  pour  que 
Féquation  V^  r=  o  n'ait  pas  de  racine  comprise  entre  a —  u 
et  a  -f-  u.  Alors  \ ,  conservera  le  même  signe  quand  on  y 
fera  x  =  «  —  u,  x  =  a^  x  =z  n-\-  u. 
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Cela  posé,  désignons  pour  un  moment  \   par^  (x)  el  \'i 
pary(x),  on  aura,  en  observant  que  J[a)  z=  o, 

/{„  _.„)  ^_  '!/'(«) + i^/»(„)  _  _!_/»(«)+ _ 

('omme  rien  ne  limite  la  petitesse  de  m  ,  on  pourra  rendre  u 
îellement  petit,  que  le  signe  du  développement  def[a  —  u) 
ne  dépende  que  du  signe  de  son  premier  terme  (n*^  372)  : 
ainsi  J'(a  —  u)  aura  le  même  signe  que  —  iif  (a) ,  et  par 
conséquent  il  aurai  un  signe  contraire  à  celui  de  f  (a)  •  or 
/'  («)  et  f  [a  —  u)  ont  le  même  signe  ^  donc  J'(a  — u)  et 
f  {a  —  II)  auront  des  signes  contraires.  Donc  V  et  Vj  seront 
de  signes  contraires  pour  x  =  a  —  u. 

En  changeant  —  u  en  -|-  u  dans  le  développement  précé- 
dent, on  a 

/(«  +  „)  ^  'lf{a)  +  ^f"(")  +  -^  /"'(«)  +  .■■ .  ; 

et  l'on  voit  de  même  que  J((i-h  u)  aura  le  même  signe  que 
f  {a) ,  et,  par  suite ,  le  même  signe  que  /' {a  -f-  //) ,  Donc  V 
et  Vj  ont  le  même  signe  pour  x  =  a  -{-  u. 

Donc ,  si  pour  x  =  aie  signe  de  f  {x)  ou  de  V  i  est  -\-  , 
le  signe  de  V  sera  —  pour  x  =  a  —  m  ,  et  il  sera  H-  pour 
X  =:  a -\- u.  Si  ^  au 'contraire ,  le  signe  de  V^  est  —  pour 
.r  =  a ,  celui  de  V  sera  +  pour  x=z  a  —  a ,  et  —  pour 
X  =:i  a-\-  u.  C'est  ce  qu'indique  le  tableau  suivant: 

V  V,  V  V, 

X  ^=:  a  —  a h  H 

Pour      {x=:::a                 o    -|-  OU  bien      o   — 

X  ■=:  a  -{-  u        ~\ — |-  . 

Par  conséquent,  lorsque  a  est  une  racine  de  l'équation 
\  =  o ,  le  signe  de  V  forme  avec  le  signe  de  Vj  une  varia- 
tion avant  que  x  atteigne  la  valeur  a ,  et  cette  variation 
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est  changée  en  tme  permanence  après  que  x  a  dépassé  cette 

valeur. 

Quant  aux  autres  fonctions  \ 2 ,  V3,  etc.,  chacune  d'elles 
aura ,  comme  Y j ,  soit  pour  x  ■=:  a —  u  ,  soit  pour  j:  =:  «  4-  «, 
le  même  signe  qu'elle  a  pour  x  =  « ,  si  toutefois  aucune  ne 
s'évanouit  pour  x  =  a^  en  même  temps  que  \  .  Nous  allons 
examiner  ce  qui  arrive  lorsqu'une  de  ces  fonctions  s'évanouit. 
'2^  Cas.  Soit  \  „  la  fonction  intermédiaire  qui  s'annule 
pour  X  =  h.  Cette  valeur  de  x  ne  peut  réduire  à  zéro  ni  la 
fonction  \  „_i  qui  précède  V„,  ni  la  fonction  V„^,  qui  la  suit 
immédiatement 5  car,  si  cela  était,  le  facteur  x  —  b  divise- 
rait en  même  temps  deux  restes  consécutifs  \„_i  et  \„,  ou 
V„  et  V„^i  ;  par  conséquent  x — b  serait  un  facteur  mul- 
tiple du  polynôme  \  ,  ce  qui  est  impossible,  puisque  nous 
avons  supposé  que  l'équation  \  =  o  n  a  pas  de  racines 
égales.  En  outre,  d'après  l'égalité  V„_i  =  \  „Q,,  —  ^«+1? 
qui  est  une  des  relations  (i)  du  n"  427,  V„  étant  nulle  pour 
X  =  b  ^  on  aura  \„i.i  =  —  V„+i  ^  donc  V„_i  et  V„^i  auront 
des  signes  contraires  lorsqu'on  y  fera  x=  b. 

Cela  posé ,  substituons  à  la  place  de  x  deux  nombres  b — u 
et  b  -h  u  très-peu  diiférents  de  b  ^  les  fonctions  \  ,<_i  et  V„^, 
auront  pour  ces  deux  valeurs  de  x  les  mêmes  signes  qu'elles 
ont  pour  r  =  b ,  puisqu'on  peut  prendre  u  assez  petit  poui 
que  chacune  des  fonctions  V„_i  et  V„^i  ne  change  pas  de 
signe  quand  x  croît  dans  l'intervalle  de  b  —  m  à  b  -{-  u.  1\ 
suit  de  là  que ,  quel  que  soit  le  signe  de  \„  pour  x=:b —  w , 
comme  il  est  placé  entre  les  signes  de  V„_i  et  V„^i  qui  sont 
contraires,  les  signes  des  trois  fonctions  consécutives  V„_i. 
V„,  V„^i ,  quand  on  fera  x  =.  b  —  m,  formeront  toujours 
une  permanence  et  une  variation,  ou  une  variation  et  une 
permanence.  On  prouvera  de  la  même  manière  que,  quel 
que  soit  le  signe  de  V„  pour  x  =  b  -\-  u^  les  signes  des  trois 
fonctions  consécutives  \n-\-,  Y„,  V„+i ,  quand  on  fera 
X  =z  b  ■+■  u^  ne  présenteront  qu  une  variation. 
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Ainsi ,  la  suite  des  signes  de  toutes  les  fonctions  \  j, .  .  . , 
V,.,  pour  x=b-^u,  contiendra  précisément  autant  de 
variations  que  la  suite  des  signes  de  ces  fonctions  pour 
X  =  b  —  u.  Donc,  quand  une  fonction  intermédiaire  quel- 
conque passe  par  zéro,  le  nombre  des  variations  dans  la 
suite  des  signes  n'est  pas  changé,  à  moins  que  la  valeur 
de  X  qui  annule  cette  fonction  intermédiaire  ne  réduise 
aussi  à  zéro  la  première  fonction  V  ^  dans  ce  cas ,  le  chan- 
gement de  signe  de  celle-ci  ferait  disparaître  une  variation 
,  sur  la  gauche  de  la  suite  des  signes,  ainsi  que  nous  l'avons 
prouvé  (i*^*'  cas). 

Il  est  clair  que  la  même  conclusion  subsisterait  si  plu- 
sieurs fonctions  intermédiaires  non  adjacentes  devenaient 
nulles  pour  la  valeur  x=  b. 

Il  est  donc  démontré  que,  chaque  fois  que  la  variable  x, 
en  croissant  par  degrés  insensibles,  atteint  et  dépasse  une 
valeur  qui  rend  V  égale  à  zéro,  la  suite  des  signes  des  fonc- 
tions V,  Vi,  Vg, .  .  . ,  V,. ,  perd  une  variation  formée  par  les 
signes  de  V  et  de  V^ ,  laquelle  est  remplacée  par  une  perma- 
nence: tandis  que  les  changements  de  signes  des  fonctions 
intermédiaires  Vi,  Vg , .  .  . ,  V,.__i  ,  ne  peuvent  jamais  ni 
augmenter  ni  diminuer  le  nombre  des  variations.  Par  con- 
séquent, si  l'on  prend  un  nombre  quelconque  a,  positif  ou 
négatif,  et  un  autre  nombre  ê  plus  grand  que  a ,  et  si  l'on 
,  fait  croître  x  depuis  a  jusqu'à  6,  autant  il  y  aura  de  valeurs 
de  X  comprises  entre  a  et  o  qui  réduiront  \  à  zéro,  autant  la 
suite  des  signes  des  fonctions  V,  \i,  ^2, .  •  . ,  V,.,  pourx=:ê, 
contiendra  de  variations  de  moins  que  la  suite  des  signes  de 
ces  fonctions  pour  x  =  ûc.  Le  principe  que  nous  venons 
d  énoncer  n'est  autre  chose  que  le  théorème  qu'on  voulait 
établir,  exprimé  en  d'autres  termes. 

ScoLiE.  — Il  peut  arriver  que  l'une  des  fonctions  \'i,  Va, 
V3, .  •  '  ?  V.-i)  devienne  nulle,  soit  pour  x  =  a  ^  soit  pour 
r  =  6.  Dans  ce  cas ,  il  suffit  de  considérer  les  variations  de 
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la  suite  des  signes  de  toutes  les  fonctions ,  sans  avoir  égard  à 
celle  qui  s'évanouit.  Car  on  a  vu  que ,  lorsque  la  fonction  V„ 
devient  nulle  pour  x  =  a ,  si  l'on  substitue  à  la  place  de  x 
une  quantité  très-peu  différente  de  a,  les  signes  des  trois 
fonctions  V„_i,  V„,  V„^i,  présenteront  toujours  une  varia- 
tion et  une  permanence;  et  la  variation  subsistera  encore 
quand  on  omettra  la  fonction  V„. 

Corollaire  i.  — Pour  connaître  le  nombre  des  racines 
réelles  de  l'équation  V  =  o,  il  faudra  substituer,  dans 
toutes  les  fonctions,  deux  quantités  a  et  o  entre  lesquelles 
toutes  les  racines  soient  comprises.  Or  il  est  toujours  pos- 
sible de  donner  à  x  une  valeur  assez  grande  pour  que  clia- 
cune  des  fonctions  V,  Vj,  \\, .  .  .  ^  V,.  ait  le  signe  de  son 
premier  terme  (n"  371  )  ;  donc ,  si  l'on  considère  d'abord 
les  signes  des  premiers  termes  des  fonctions  en  supposant 
X  négatif,  et  ensuite  les  signes  de  ces  mêmes  termes  en  sup- 
posant X  positif,  l'excès  du  liombre  des  variations  de  la 
première  suite  dé*  signes  sur  le  nombre  des  variations  de  la 
seconde  suite  sera  précisément  le  nombre  des  racines  réelles 
de  F  équation. 

Corollaire  ii.  —  Le  théorème  de  M.  Sturm  donne  le 
moyen  de  trouver  les  conditions  nécessaires  pour  que  toutes 
les  racines  d'une  équation  soient  réelles.  L'équation  Y  =  o 
étant  du  degré  m ,  il  faudra  que  la  suite  des  signes  des  pre- 
miers termes  des  fonctions  V,  V^,  Vg,  etc.,  puisse  présenter 
fu  variations;  ce  qui"exige  que  le  nombre  des  fonctions  ne 
soit  pas  moindre  que  wx -f-  i  ;  or  ce  nombre  ne  peut  pas 
surpasser  m  -\-  i ,  puisque  le  degré  de  chaque  fonction  est 
inférieur  au  moins  d'une  unité  à  celui  de  la  fonction  pré- 
cédente; donc  il  devra  être  m  -\-  i .  Il  faudra  de  plus  que  les 
premiers  termes  des  fonctions,  en  supposant  x  positif, 
aient  tous  le  même  signe.  Ces  conditions  sont  suffisantes; 
car,  si  les  exposants  des  premiers  termes  des  fonctions  ne 
(hminuent  que  d'une  unitc',  de  chaque  fonction  à  ]a  sui- 
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vante,  ils  seront  alternativement  pairs  et  impairs-,  et,  si 
les  signes  de  ces  premiers  termes  ne  présentent  que  des  per- 
manences quand  x  est  positif,  ils  ne  présenteront  que  des 
variations  pour  x  négatif.  Le  nombre  des  racines  réelles 
sera  donc  égal  à  m. 

Pour  exprimer  ces  conditions,  comme  les  premiers 
termes  des  fonctions  V  et  V^  sont  toujours  de  même  signe, 
on  aura  seulement  à  considérer  les  premiers  termes  des 
fonctions  suivantes  Va,  V3,  etc.  5  on  obtiendra  donc  m —  i 
conditions.  Il  pourra  d'ailleurs  arriver  que  quelques-unes 
de  ces  conditions  rentrent  dans  les  autres,  ainsi  qu'on  le 
verra  par  l'exemple  i  ci-après. 

Corollaire  m.  —  Toutes  les  fois  que  le  nombre  des 
fonctions  auxiliaires  Vj,  Vg,  V3,  etc.,  est  égal  à  m  ,  on  peut 
connaître  le  nombre  des  racines  imaginaires  de  l'équation 
V  =  o  par  la  simple  inspection  des  signes  des  premiers 
termes  de  ces  fonctions.  L'équation  V  =-•  o  a  autant  de 
couples  de  racines  imaginaires  quilj  a  de  variations  dans 
la  suite  des  signes  des  premiers  termes  des  fonctions 
V,  Vi,  Va,  etc.  ,  jusqu'à  la  constante  V,^  inclusivement ^ 
car,  si  cette  suite  présente  n  variations ,  elle  présente  m  —  n 
permanences  j  quand  on  change  x  en  —  x ,  les  perma- 
nences se  cbangent  en  variations  et  vice  versa,  de  sorte 
que  le  nombre  des  variations  est  m  —  «5  le  nombre  des 
racines  réelles  est  donc  m —  in. 

429.  Appliquons  le  théorème  de  M.  Sturm  à  quelques 
exemples. 

Exemple  r.  —  Soit  proposé  de  trouver  les  conditions 
nécessaires  pour  que  l'équation  x^ -f- />x -f- </ =  o  ait  toutes 
.ses  racines  réelles. 

On  a 

V      ZTL   X^   -f-  pX   -\-    (f , 

V,  =:  3  .:*.•'  -j-  p. 
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Pour  calculef  la  fonction  Vg,  on  divise  V  pai  V^,  et,  alin 
d'éviter  les  fractions,  on  multiplie  V  par  3^  on  obtient 
ainsi  le  reste  ipx-{-  Zq\  donc 

Vî  =r  —  1  px  —  3  y  - 

On  divise  \j  par  V^.  Pour  éviter  les  fractions,  il  faut 
multiplier  \^i  par  ip-^  mais  comme  le  signe  de  p  n'est 
pas  connu,  on  doit  multiplier  par  2/;^,  qui  est  toujours 
une  quantité  positive  -,  et  pour  n'avoir  aucune  préparation 
à  eifectuer  après  la  première  division  partielle ,  il  faut  mul- 
tiplier par  ^p^.  De  cette  manière,  le  reste  indépendant 
de  X  est  ^p^  ■+■  27^^^  donc 

V3  — —  4/^' —  27'/'- 

On  obtient  les  conditions  demandées  en  exprimant  que  les 
premiers  termes  des  fonctions  doivent  avoir  le  même  signe, 
ce  qui  donne 

p<^o,     et     4/^  +277  <Co- 

La  première  condition  est  comprivSe  dans  la  seconde,  car 
"^.yq^  étant  toujours  positif,  la  quantité  4/^^ H- 27^"  ne  peut 
être  négative  que  si  p  est  une  quantité  négative. 

Exemple  11.  —  Soit  l'équation  x^  —  7^-1-7=10. 

La  condition  de  réalité  des  racines  est  vérifiée^  car  on  a 

4/?3  4-  27  7^  :rr  —  49. 

Comme  l'équation  a  deux  variations,  deux  des  racines  sont 
positives,  et  la  troisième  est  négative  (n*^  397).  Le  premier 
membre  est  positif  pour  x  =  \/7  et  pour  toute  valeur  plus 
grande  de  x\  et  en  substituant  à  la  place  de  x  les  nombres 
o,  I  ,  2,  on  a  des  résultats  positifs.  Pour  séparer  les  deux 
racines  positives,  on  peut  former  les  fonctions  de  M.  Sturm. 
En  déduisant  les  fonctions  \%  et  V.,  de  celles  qui  ont  été  cal- 
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cult'"^s  dans  rcxemple  précédent,  ou  a 

V   ma:^  —  7'3:  +  7, 

V2  =  1 4  «^  —  ^-  ï  ) 

V3  =  49- 
La  substitution  dans  ces  fonctions  des  nombres  0,1,2 
donne  les  suites  de  signes  : 


(o) 


(2).  .  .H h    -\ h. 

Les  deux  racines  sont  donc  comprises  entre  i  et  2.  Si  l'on 
fait  x=  1,5,  la  fonction  V  est  négative;  donc  une  des 
racines  est  entre  i  et  i  ,5  ;  et  lautre  est  entre  i  ,5  et  2. 

Si  l'on  substituait  la  valeur  i,5  dans  les  fonctions  \\ 
et  ^2,  on  trouverait  que  la' dernière  devient  nulle,  et  on 
aurait,  pour  les  quatre  fonctions,  cette  suite  de  signes  : 

o  H-. 

En  ne  tenant  pas  compte  dans  cette  suite  du  signe  o ,  on 
y  trouve  une  variation,  ainsi  elle  a  une  variation  de  moins 
que  la  suite  qu'on  obtient  pour  x  =  i,  et  une  de  plus  que 
la  suite  qu'on  obtient  pour  x  =  2  ,  ce  qui  s'accorde  avec  le 
scolie  du  n«  4*28. 

Exemple  m.     x^  —  3x^-\-x^  —  Sx  — 10  =  0. 

On  a  vu  que  cette  équation  n'a  pas  moins  de  trois  racines 
réelles  (n°  42d)  ;  il  ne  s'agit  donc  plus  que  de  reconnaître 
si  toutes  les  racines  sont  réelles  ,  ou  si  elle  a  deux  racines 
imaginaires.  Or  on  trouve 

V,  =r  5x''  —  9  J^'  -h  2  ^  —  8 , 
V2  =^  6 x^  —  3x-  -\-  32.x  -h  5o, 
V,=r:4i3u;^ -h  636^  +  436, 

Vi  :n:  — ^"  1 96395  .r  —  iSGc^^'J  . 
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Le  premier  terme  de  la  fonction  V  4  étant  négatif,  réquatioii 
a  iiécessaireitient  des  racines  imaginaires  (n^  428,  cor.  11). 
On  peut  donc  se  dispenser  de  calculer  la  constante  \^.  Si 
l'on  achève  l'opération ,  on  trouvera  que  cette  constante 
est  négative;  de  sorte  que  la  suite  des  signes  des  premiers 
termes  des  fonctions  V,  Vt,.  .  . ,  Vg  a  une  seule  variation, 
ce  qui  est  d'accord  avec  le  corollaire  m. 

430.  Lorsqu'on  a  calculé  les  fonctions  auxiliaires  Vj, 
V2,  etc.,  s'il  ne  suffit  pas  de  quelques  essais  pour  eifectuer 
la  séparation  des  racines ,  on  doit  substituer  dans  toutes 
les  fonctions  des  nombres  croissants,  jusqu'à  ce  que  l'on 
ait  atteint  une  limite  pour  laquelle  la  suite  des  signes  des 
résultats  ne  présente  pas  plus  de  variations  qu'il  ne  s'en 
trouve  dans  la  suite  des  signes  des  premiers  termes  des 
fonctions.  On  est  alors  certain  qu'il  n'y  a  aucune  racine 
au  delà  de  cette  limite  5  et  on  substitue  des  nombres  inter- 
médiaires, dans  les  intervalles  où  on  a  reconnu  qu'il  se 
trouve  plusieurs  racines,  jusqu'à  ce  que  ces  racines  soient 
séparées.  On  peut  ne  considérer  que  les  racines  positives, 
et  changer  ensuite  x  cai.  —  00  dans  toutes  les  fonctions ,  pour 
la  séparation  des  racines  négatives.  Les  nombres  que  l'on 
substitue  peuvent  être  choisis  d'une  manière  arbitraire; 
mais  pour  la  facilité  des  calculs,  il  convient  d'employer 
d'abord  les  nombres  o,  i,  10,  100,  1000,  etc.  S'il  y  a  plu- 
sieurs racines  entre  100  et  1000,  par  exemple,  on  substituera 
5oo  et  successivement  les  autres  nombres  de  centaines  com- 
pris entre  100  et  1000.  Si  plusieurs  racines  ont  le  même 
chiifre  de  centaines,  ou  substituera  les  nombres  de  dizaines 
entre  les  deux  nombres  de  centaines  qui  comprendront  ces 
racines.  On  passera  ensuite,  s'il  est  nécessaiie ,  à  la  sub- 
stitution des  nombres  comprenant  des  unités,  puis  à  celle 
des  nombres  avec  des  dixièmes;  ainsi  de  suite.  De  cette 
manière  on  obtiendra  successivement  les  chiffres  de  chaque 
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racine,  à  partir  des  plus  hautes  unités,  jusqu'à  ce  que  les 
racines  soient  toutes  séparées.  Si  l'on  doit  substituer  les 
nombres  3io,  3 20,  etc.,  on  pourra  faire  dans  toutes  les 
fonctions  x  =  3oo  -h  x'\  on  n'aura  plus  à  substituer  dans 
les  fonctions  transformées  en  Jc' que  les  nombres  10,  20,  etc. 
Pareillement ,  s'il  faut  substituer  pour  x'  des  nombres  com- 
pris entre  20  et  3o ,  on  fera  x'  ■=  10  -\-  x'\  et  l'on  n'aura  à 
substituer,  dans  les  nouvelles  fonctions  en  x" ^  que  des 
nombres  de  1  à  10. 

431.  Lorsque  l'on  reconnaît  qu'une  des  fonctions  auxi- 
liaires, telle  que  V„,  intermédiaire  entre  V  et  V,. ,  conserve; 
toujours  le  même  signe  pour  toutes  les  valeurs  de  x  com- 
prises entre  ce  et  6 ,  il  n'est  point  nécessaire  de  considérer  les 
fonctions  qui  suivent  V„  ^  il  suffit  de  substituer  les  deux 
nombres  a  et  b  dans  les  fonctions  des  degrés  supérieurs,  V, 
\i,  V2,  etc.,  en  s'arrêtant  a  V„,  et  d'écrire  les  signes  des 
résultats.  Le  nombre  des  racines  réelles  de  V équation  V=o 
comprises  entre  a.  et  6,  est  égal  à  V excès  du  nombre  des 
variations  de  la  suite  des  signes  produits  par  la  substi- 
tution de  oL ,  sur  le  nombre  des  variations  de  la  suite  des 
signes  produits  par  la  substitution  de  ê. 

Pour  se  rendre  compte  de  cette  propriété,  il  suffit  de 
remarquer  qu'on  peut  appliquer  au  système  partiel  de  fonc- 
tions V,  Vj,...,  V„,  la  démonstration  que  nous  avons 
donnée  plus  haut  pour  le  système  complet  des  fonctions 
V,  Vj ,  ^2 , .  .  . ,  \„,  \„+i, .  .  . ,  V,.,  dont  la  dernière  était  un 
nombre  constant.  Dans  1  hypothèse  actuelle,  V„  conserve 
toujours  le  même  signe,  sans  avoir  une  valeur  constante, 
pour  toutes  les  valeurs  croissantes  de  x  depuis  a  jusqu'à  ê; 
or,  la  suite  des  signes  des  fonctions  V,  Vi,  V2, .  .  . ,  V„  perd 
une  variation  chaque  fois  que  V  devient  nulle,  et  l'éva- 
nouissement des  fonctions  intermédiaires  entre  V  et  V„  ne 
peut  ni  augmenter  ni  diminuer  îe  nombre  des  variations. 
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Donc ,  autant  l'équation  Y  =  o  a  de  racines  comprises 
entre  a  et  6;  autant  la  suite  des  signes  produits  par  la  sub- 
stitution de  S  a  de  variations-de  moins  que  la  suite  des  signes 
produits  par  la  substitution  de  a. 

Le  théorème  modifié  comme  on  vient  de  le  voir,  sera 
souvent  d'une  application  plus  facile.  Ainsi ,  lorsqu'en  cher- 
chant le  plus  grand  commun  diviseur  de  Y  et  Vi,  on  par- 
vient à  un  polynôme  V„  (par  exemple  celui  du  second  degré) 
qui ,  égalé  à  zéro ,  ne  donne  que  des  valeurs  imaginaires  de 
X,  il  n'est  pas  nécessaire  de  pousser  plus  loin  les  divisions  ; 
car  ce  polynôme  V„  sera  constamment  de  même  signe  que 
son  premier  terme,  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  x\  de 
sorte  qu'on  pourra  le  prendre  pour  la  dernière  des  fonctions 
auxiliaires  V^,  Vg,  etc.  On  pourrait  même  s'arrêter  à  un 
polynôme  V„  qui  s'annulerait  pour  des  valeurs  réelles  de  x^ 
pourvu  qu'on  pût  déterminer  toutes  ces  valeurs.  Car,  en 
désignant  par /?,  q^  r,  etc.,  celles  de  ces  valeurs  qui  seraient 
comprises  entre  a  et  ê ,  et  les  supposant  disposées  par  ordre 
de  grandeur,  en  commençant  par  les  plus  petites ,  on  trou- 
verait par  l'application  du  principe  ci-dessus,  combien 
l'équation  V  =  o  a  de  racines  entre  a  et  p  —  z^ ,  u  étant 
une  quantité  positive  aussi  petite  qu'on  le  voudrait  j  on  trou- 
verait de  même  combien  V  =  o  a  de  racines  entre  p  -h  //  et 
q  —  u^  c'est-à-dire  entre  p  et  q^  en  prenant  le  nombre  u 
suffisamment  petit  \  on  trouverait  de  même  combien  \'  =  o 
a  de  racines  entre  q  elr-^  et  ainsi  de  suite.  On  suppose  tou- 
tefois que  les  valeurs  p^  q^  /',  etc.,  qui  annulent  \„,  ne 
réduisent  pas  en  même  temps  \  à  zéro. 

432.  On  peut  remarquer  que,  lorsque  la  fonction  \„  ne 
change  pas  de  signe  pour  les  valeurs  croissantes  de  x , 
depuis  a  jusqu'à  ê,  on  obtiendra  constamment  le  même 
nombre  de  variations  en  substituant  soit  a  ,  soit  ê,  soit  tout 
autre  nombre  compris  entre  a  et  ê,  dans  la  suite  partielle 
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des  fonctions  \„,  V„^i,.  .  .,  V,,,  puisque  l'évanouissement 
des  fonctions  intermédiaires  de  cette  suite  partielle  ne  peut 
pas  altérer  le  nombre  de  ses  variations.  Mais  il  ne  faut  pas 
croire  que,  si  les  deux  nombres  a  et  6,  substitués  dans 
ces  fonctions,  donnent  le  même  nombre  de  variations, 
V„  conservera  le  même  signe  pour  toutes  les  valeurs  crois- 
santes de  X  depuis  a  jusqu'à  o.  Cette  proposition  réci- 
proque n'est  vraie  que  dans  le  cas  où  l'équation  \=:  o  a 
toutes  ses  racines  réelles. 

4-33.  jNous  avons  supposé  jusqu'à  présent  que  Féquation 
proposée  V  =  o  n'avait  pas  de  racines  égales.  Mais  le  théo- 
rème du  n"  428  subsiste  également  quand  cette  condition 
n'a  pas  lieu. 

Pour  le  faire  voir,  supposons  que,  1  équation  ayant  des 
racines  égales ,  on  opère  sur  les  polynômes  V  et  Vi  comme 
on  Fa  dit  dans  le  n^  4-27.  On  parviendra  alors  à  un  reste  \ ,., 
fonction  de  x ,  qui  divisera  exactement  le  reste  précédent 
V,._j  ;  ce  reste  V^  sera  le  plus  grand  commun  diviseur  de  \ 
et  de  Vi,  et  il  divisera  exactement  chacun  des  restes  succes- 

SlIS     Vo,      '3î*«»î      ^  r— 2  • 

Concevons  que  l'on  divise  les  fonctions  V,  Vi,  V2,...,  V,., 
par  \',. ,  et  représentons  les  quotients  par  T,  Ti ,  T2 ,...,  T^. 
il  est  facile  de  reconnaître  que  le  théorème  du  n°  428  aura 
lieu  pour  l'équation  T  =  o ,  en  considérant  la  suite  des  fonc- 
tions T,  Tj ,  T2 , . . . ,  T,.. 

En  effet ,  on  voit  d'abord  que  le  dernier  quotient  T,.  sera 
indépendant  de  x,  puisqu'il  sera  égal  à  Punité.  En  second 
lieu,  comme  on  aura  toujours,  entre  les  fonctions  V,  V^, 
Vg,  etc.,  les  équations  V=ViQi — Vg,  Vi^VaQa — V3,etc., 
on  aura  aussi,  en  divisant  toutes  ces  équations  par  V,., 
T  =  Ti  Qi  —  T2 ,  Tj  =  Tg Q2  —  T3 ,  etc.  ^  et  de  là  on  con- 
clura, comme  dans  le  n^  4-28,  que,  si  une  valeur  de  x 
annule  une  des  fonctions  Tj ,  Tg ,  T3 , . . . ,  T,._i ,  elle  ne  pourra 
5"^  édit.  3o 
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amiukr  aucune  des  deux  fonctions  adjacentes,  et  elle  fera 
prendre  à  ces  deux  fonctions  des  valeurs  de  signes  con- 
traires. 

Tout  se  réduit  donc  à  faire  voir  que ,  si  a  est  une  racine 
de  l'équation  T  =  o,  les  deux  fonctions  T  et  Ti,  dont  la 
seconde  n'est  plus  la  dérivée  de  la  première,  auront  néan- 
moins des  signes  contraires  pour  x  :=  a  —  u  et  les  mêmes 
signes  pour  x=.  a  -\-  u.  Soit 

V  =z[x  —  n)"  (x  —  /;)"'  {x  —  c)  [x  —  d). 


On  aura  (n^4i:^) 

V,  =  (.r  —  «)""'  [x  —  b\"'-'  X 


;'        n  [x  —  b)  {x  —  c)  (x  —  ci  ) 

\  -\-  n'(x  —  a)  (x  —  c)[x  —  d) 

H-      [x  —  a)  (x  —  b)  [x  —  d) 

-h      ix  —  a)(x  —  b)  (x  —  c) 


et  en  observant  que  \,.  =  (x  —  a)"   ^  (x  —  ^)"'~S  on  con- 
clura de  ces  valeurs  de  \  et  de  Vi  : 

T  =r  (j:  —  a)[x  —  b)  {.x  —  c){x  —  d) , 

!n[x  —  b)  [x  —  r)  [x  —  d)  -f-  n'  [x  —  d)  [x  —  c)  {x  —  d) 
-\--  {x  —  a)  [x  —  b){x  —  ^)  -i-      (x  —  à)  {x  —  b)(x  —  <•). 

Cela  posé,  si  l'on  fait  x  =.  a  —  u^'  u  étant  une  quan- 
tité très-petite,  toutes  les  parties  de  Tj  qui  contiennent 
le  facteur  x  —  a  auront  des  valeurs  très-petites^  par  con- 
séquent, le  signe  de  T,  sera  le  même  que  celui  du  produit 
ji  (x  —  b)  [x  —  c)  [x  —  d)  -,  or  ce  produit  aura  un  signe 
contraire  à  celui  de  T,  puisque  le  facteur  x  —  a  se  réduira 
à  la  quantité  négative  —  u-^  donc  T  et  T^  auront  des  signes 
contraires.  Si  l'on  fait,  au  contraire,  x  =  a-\-u^  le  fac- 
teur X  —  a  devenant  -H  w ,  T  et  Tj  auront  le  même  signe. 

Il  résulte  de  ces  explications  que,  si  l'on  donne  siicces- 
swenient  à  x ,  dans  la  suite  des  fonctions  T,  T^,  Ta,  etc., 
deux  valeurs  a  et  è  (a  étant  plus  petit  que  ê) ,  l'excès  du 
nombre  des  variations  quon  trou\^era  en  faisant  x  =:  a , 
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sur  celui  des  'variations  quon  troui^era  pour  x  =  o,  sera 
égal  au  nombre  des  racines  réelles  de  V équation  T  =  o 
comprises  entre  a  et  ^. 

On  peut  se  dispenser  de  calculer  les  quotients  T,  Tj , 
1^,  etc.  ^  car  les  fonctions  V,  Vj,  V2 ,  etc.,  qui  sont  respec- 
tivement égales  aux  fonctions  T,  Ti,  To ,  etc.,  multipliées 
par  V^ ,  auront  pour  une  valeur  particulière  de  x  les  mêmes 
signes  que  les  fonctions  T,  Tj,  T2,  etc.,  ou  bien  elles 
auront  toutes  des  signes  contraires,  suivant  que  la  fonc- 
tion V^  sera  positive  ou  négative  pour  cette  valeur  de  x  ;  par 
conséquent,  le  nombre  des  variations  de  signes  des  fonc- 
tions V,  Vj,  Va,  etc.,  pour  une  valeur  quelconque  de  x^ 
sera  toujours  égal  au  nombre  des  variations  de  signes  de  la 
suite  des  fonctions  T,  Ti,  Ta,  etc. 

Donc ,  si  Von  donne  successis^enient  à  x  dans  la  suite  des 
fonctions  V,  Vj,  Vg, .  .  . ,  V,. ,  deux  valeurs  a  et  'o  {a.  étant 
rnoindre  que  S) ,  V  excès  du  nombre  des  variations  quoji 
obtiendra  en  faisant  1^=::  a  ^  sur  celui  des  variations  quon 
obtiendra  pour  x  =  ê ,  sera  égal  au  nombre  des  racines 
réelles  différentes  de  Véquation  V  =  o  comprises  entre  a 
et  ê ,  abstraction  faite  du  degré  de  multiplicité  de  chaque 
racine. 

434'.  Parmi  les  différentes  observations  que  M,  Sturm 
a  faites  au  sujet  de  son  théorème,  nous  rapporterons  encore 
îa  suivante  : 

Vj  étant  la  fonction  dérivée  de  V,  on  a  vu  que  si  V  est 
iiul  pour  X  =  a,  V  a  le  signe  contraire  à  celui  de  Vj  pour 
x=^a  —  M,  et  le  même  signe  que  Vj  pour  x  ^=  a-{-  u. 
C'est  ce  qu'on  peut  exprimer  plus  brièvement  en  disant  que 

V 

le  quotient  —  passe  toujours  du  négatif  au  positif  quand  V 

s'évanouit. 

Supposons  maintenant  que  V^  ne  soit  plus  la  fonction 
dérivée  de  \',  mais  que  ce  soit  un  polynôme  quelconque 

3o. 
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d'un  degré  inférieur  à  relui  de  >  ,  et  qui  n'ait  aueun  facteur 
réel  du  premier  degré  commun  avec  ^  .  On  pourra  se  servir 
de  ce  polynôme  \  i  pour  en  former  d  autres  V, ,  \\  ,  etc.,  de 
degrés  décroissants,  par  des  divisions  successives,  comme 
on  s'est  servi   du  polynôme  dérivé  (n"427). 

Considérons  ce  nouveau  système  de  fonctions  \ ,  \  ^ . 
Vo, .  •  •  •  ^r?  qui  vérifient  aussi  les  équations  (i)  du  n"  427. 
Quand  X  en  croissant  atteint  et  dépasse  une  valeur  a  qui 

Y 

annule  \,  il  peut  arriver  que  le  quotient  —  passe  du  néga- 

tif  au  positif,  ou  du  positif  au  négatif,  ou  enfin  qu  il  ne 
change  pas  de  signe.  Dans  le  premier  cas ,  la  suite  des  signes 
des  fonctions  ^  ,  \i,  V2,.  .  .,  V,.  perd  sur  sa  gauche  une 
variation-,  dans  le  deuxième  cas  elle  acquiert,  au  contraire, 
une  variation;  dans  le  troisième  cas  le  nombre  des  varia- 
tions de  la  suite  n'est  pas  changé.  D'ailleurs  Févanouisse- 
menl  d'une  fonction  intermédiaire  entre  V  et  \ ,.  ne  peut 
pas  altérer  le  nombre  des  variations.  De  là  résulte  le  théo- 
rème suivant,  qui  remplace  celui  du  n'^  428  lorsque  la 
fonction  \'i  n'est  par  la  dérivée  de  \  . 

Le  nombre  des  racines  de  l'équation  \  =  o  comprises 
entre  les  deux  nombres  a  et  o,   pour  lesquelles  le  quo- 

V 
tient  —  passe  du  négatif  au  positif,  moins  le  nombre  des 

racines  de  la  même  équation  comprises  entre  a  et  o ,  pour 

V 

lesquelles  —  passe  du  positif  au  négatif,  est  égal  au  nombre 

des  variations  qui  se  trouvent  dans  la  suite  des  signes  des 
fonctions  V,  Vj,  \  5 , .  .  . ,  \  ,. ,  pour  x=  a^  moins  le  nombre 
de  leurs  variations  pour  x  =  ê. 

Le  nombre  des  racines  de  l'équation  V  =  o  comprises 
entre  a  et  o  ne  peut  donc  pas  être  moindre  que  la  diffé- 
rence entre  ces  deux  nombres  de  variations;  mais  il  peut 
être  égal  à  cette  différence,  ou  la  surpasser  d'un  nombre 
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pair  quelconque.  Pour  qu  il  lui  soit  précisément  égal,  il 
faut  que  Y,  soit  la  fonction  dérivée  de  \  ,  ou  bien  une  fonc- 
tion qui  ait  toujours  le  même  signe  que  cette  dérivée  ou 
bien  un  signe  contraire  au  sien  pour  cbaque  valeur  réelle 
de  .r  comprise  entre  a  et  o  qui  annule  V.  Comme  on  ne 
connaît  pas  à  priori  une  telle  fonction ,  on  est  obligé  de 
prendre  pour  ^  1  la  fonction  dérivée  de  V,  si  Ton  veut 
déterminer  avec  certitude  toutes  les  racines  réelles  de  1  é- 
quation  Y  =  o. 

Théorème  de  Rolle.  Séparation  des  racines  par  ce 
théorème  et  par  celui  de  M.  Budan. 

435.  On  a  vu,  dans  la  démonstration  du  théorème  de 
M.  Sturm ,  que,  si  a  est  une  racine  d  uneéquation^  (x)  =  0, 
en  désignant  par  u  une  quantité  positive  très-petite  ,  le 
polynômey(j:)  et  sa  àér\\éG  f  [x)  ont  des  signes  contraires 
pour  X  =  «  —  a^  et  ils  ont  le  même  signe  pour  x  :=:  a  -{-  u 
(n"'  428  et  433).  Soit  h  une  autre  racine  àef[x)=:o^ 
plus  grande  que  a\,  J  (x)  et  J' (x)  auront  des  signes  con- 
traires quand  on  fera  .r  =  b  —  u.  Or,  s'il  n'y  a  entre  a  et  h 
aucune  autre  racine  de  Féquation  f{x)  =  o^f[b  —  u)  a  le 
même  signe  que  J'[a  -h  u)  ^  doucJ'(b  —  u)  etj'  («  -f-  u)  ont 
des  signes  contraires  ^  d'où  il  résulte  qu'il  y  a  entre  a  H-  //. 
et  h  —  //  un  nombre  impair  de  racines  dej^'^x)  =  o.  Donc, 
entre  deux  racines  réelles  et  différentes  d'une  équation 
i  (x)  =  o  ,  qui  nen  comprennent  aucune  autre ,  il  y  a  tou- 
jours une  racine  ou  un  ti ombre  impair  de  racines  de 
r  équation  f  '  (x)  =  o . 

Cette  proposition  est  le  théorème  de  Rolle.  On  en  déduit 
un  moyen  de  trouver  les  conditions  nécessaires  pour  que 
toutes  les  racines  d'une  équation  soient  réelles-,  mais  elle 
est  surtout  utile  pour  séparer  les  racines  d'une  équation 
f[x)  =  o,  quand  il  est  possible  d'obtenir  toutes  les  racines 
léelles  de  l'équation  plus  simple /'(.r)  =  o. 
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436.  Soienta,  ê,  y,  (^^...,  X  ces  racines  de/"' (x)  =  o,  ran- 
gées par  ordre  de  grandeur,  en  commençant  par  les  plus 
petites^  et  supposons  d'abord  que  Téquation  proposée  n'ait 
pas  de  racines  égales ,  auquel  cas  elle  ne  sera  vérifiée  par 
aucune  des  valeurs  a,  S,  y,  etc. 

Puisque  deux  racines  quelconques  de  f(jo)  =  o  doivent 
comprendre  au  moins  une  des  quantités  a,  6,  y,  etc.,  cette 
équation  ne  peut  avoir  qu'une  seule  racine  plus  petite  que 
oc ,  une  seule  comprise  entre  a  et  ê ,  une  seule  entre  ê  et 
y,  etc.,  une  seule  plus  grande  que  1.  Donc,  si  l'on  substitue 
successivement,  à  la  place  de  x  dans  f{oc)^  les  nombres 
—  L',  a ,  ê,  y , .  .  . ,  X ,  -f-  L ,  en  désignant  par  —  L'  et  -h  L 
deux  limites  quelconques  des  racines  àef[x)  =  o ,  on  con- 
naîtra par  les  signes  des  résultats  de  ces  substitutions  quelles 
sont  celles  entre  lesquelles  il  y  a  une  racine,  et  celles  entre 
lesquelles  il  n'y  en  a  aucune. 

Il  suffit  que  la  suite  a,  ê,  y, ....  X  soit  formée  de  toutes 
les  racines  de  f  {pr)  =  o  dont  le  degré  de  multiplicité  est 
impair;  car,  lorsque  deux  racines  consécutives  a  et  h  de 
f(x)  =  o  comprennent  une  racine  àe  f  (oc)  =■  o  d'un  degré 
de  multiplicité  pair,  elles  doivent  en  comprendre  une  autre 
d'un  degré  de  multiplicité  impair,  puisque  les  racines  de 
f  [x)  =  o  comprises  entre  a  et  b  sont  en  nombre  impair. 

Quand  l'équation  y  (x)  =  o  a  des  racines  égales,  si  o  est 
une  de  ces  racines,  qui  doit  se  trouver  comprise  parmi 
celles  de  la  dérivée,  la  racine  de  f{x)  =■  o  immédiatement 
plus  grande  que  6  doit  être  aussi  plus  grande  que  la  racine 
suivante  y  de  f  [x)  =  o. 

437.  On  peut  séparer  de  cette  manière  les  racines  d'une 
équation  quelconque  du  troisième  ou  du  quatrième  degré. 
Car,  dans  le  cas  d'une  équation  du  troisième  degré,  l'équa- 
lionf'^x)  =  o  est  du  second  degré;  de  sorte  qu'on  peut  la 
résoudre.  Pour  une  équation  du  quatrième  degré,  si   l'on 


CHAPlïRi:  QUATORZIÈMK.  4?  ^ 

fait  évanouii-  le;  second  terme,  et  que  Ton  change  ensuite  x 

en  -9  on  aura  une  équation  qui  ne  contiendra  pas  la  pre- 
mière puissance  de  j:^  la  dérivée  aura  une  racine  nulle,  et 
ses  deux  autres  racines  seront  données  par  une  équation  du 
second  degré. 

438.  Quand  on  est  assuré  que  toutes  les  racines  d'une 
équation  sont  réelles,  on  peut  les  séparer  en  employant , 
au  lieu  des  fonctions  de  M.  Sturm,  les  fonctions  dérivées 
successives^  puisque,  dans  ce  cas,  les  signes  des  fonctions 

J'{x) ,  J'  {x) ,  etc.,  jusqu'à  la  constante  f^"''>  (x),  pour  deux 
valeurs  quelconques  de  x,  font  connaître  le  nombre  exact 
des  racines  comprises  entre  ces  deux  valeurs  (n^  398). 

439.  Le  problème  de  la  séparation  des  racines  se  trou- 
vant ainsi  complètement  résolu,  pour  le  cas  de  la  réalité 
de  toutes  les  racines ,  par  le  théorème  de  M.  Budan  ou  par 
celui  de  P^ourier,  qui   lui  est  équivalent,    ces  deux  géo- 
mètres s'étaient  efforcés  de  rendre  le  même  théorème  appli  - 
cable  à  tous  les  cas  :  mais  ils  n'avaient  pu  y  réussir.  A  la 
vérité,  Fourier  avait  énoncé,  en  182^7,  dans  les  Mémoires 
de  l'Institut,  que,  lorsqu'il  resterait  de  l'incertitude  sur  le 
nombre  des  racines  comprises  dans  un  certain  intervalle , 
elle  serait  toujours  dissipée  par  les  opérations  ultérieures 
pour  le  calcul  des  valeurs  approchées  de  ces  racines,   en 
les  supposant  réelles;  mais  il  n'avait  donné  aucune  preuve 
à  l'appui  de  celte  assertion ,  dont  l'exactitude  n'a  été  établie 
qu'en  i834,  par  une  démonstration  de  M.  Vincent,  qui  a 
ainsi  complété  la  méthode  de  Fourier.  M.  Ossian  Bonnet 
a  montré  depuis  qu'on  peut  également  parvenir  à  la  déter- 
mination de  toutes  les  racines  réelles  d'une  équation ,  au 
moyen  de  la  remarque  de  M.  Jacobi,  que  nous  avons  men- 
tionnée dans  le  n"  399.  [Foir  las  Nom^elles  Annales  des 
Mathcniatiques,  décembnî  i847-)  ^^^  travaux  de  Fourier 
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sur  les  équatio^is  ont  été  réunis  dans  un  ouvrage  publié , 
après  sa  mort,  par  les  soins  de  M.  Navier,  sous  le  titre 
à'Analjse  des  Equations .  Le  Mémoire  de  M.  \incent  a 
d'abord  été  inséré  parmi  ceux  de  la  Société  des  Sciences 
de  Lille.  Il  a  été  ensuite  imprimé  séparément  sous  ce  titre  : 
Note  sur  la  résolution  des  équations  numériques.  (Paris, 
Bachelier.)  On  le  trouve  aussi  dans  le  Journal  de  M.  Liou- 
viLLE  (tomel,  i836). 

Méthode  d'approximation  de  Newton. 

440.  Quand  on  a  déterminé  deux  nombres  a  et  b .  qui 
comprennent  une  racine  d'une  équation  ,  et  qui  n'en  com- 
prennent qu'une  seule,  on  peut  trouver  la  valeur  aussi 
approchée  qu'on  le  veut  de  cette  racine  par  des  substitu- 
tions successives.  Car,  si  l'on  substitue  un  troisième  nombre 
c  compris  entre  a  et  b ,  le  signe  du  résultat  fera  connaître 
si  la  racine  est  entre  «  et  c  ou  entre  b  et  c.  Supposons 
qu'elle  soit  entre  Z>  et  c  ;  on  substituera  un  nombre  inter- 
médiaire J,  ce  qui  fera  connaître  si  la  racine  est  entre  b 
et  d  ou  entre  c  et  d.  En  continuant  de  resserrer  ainsi  les 
limites  de  la  racine,  on  parviendra  à  l'évaluer  avec  l'ap- 
proximation que  Ton  voudra.  Mais  ces  opérations  peuvent 
être  remplacées  par  d'autres  beaucoup  plus  simples,  en 
employant  la  méthode  suivante,  due  à  Newton.  Nous  expo- 
serons d'abord  cette  méthode  d'après  l'usage  ordinaire; 
nous  ferons  connaître  ensuite  les  perfectionnements  qui  y 
ont  été  apportés  par  Fourîer. 

441 .  Supposons  qu'on  ait  obtenu  une  valeur  de  la  racine 
qui  en  diffère  de  moins  d'un  dixième.  Soit  a  cette  valeur 
approchée ,  et  désignons  l'équation  par  f{jc)  =  o.  Si  l'on 
pose  X  =::  a  -+-y-,  l'équation  en  j  sera 

/(«)  +/'{")  /  +/"  («)  Ç  +/'"(«)  o  +  •  •  • = ^- 
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En  tirant  de  cette  équation  la  valeur  de  y,  comme  si  les 
quantités j^'^,j)^^,  etc.,  étaient  connues,  on  trouve 


^  fia)       f'[a) 


/»^+/»;S +.-.]■ 


La  valeur  àe  y  que  Ton  veut  obtenir  étant  moindre  qu  un 
dixième,  j'^  est  moindre  qu'un  centième,  j^  est  moindre 
qu'un  millième,  etc.  -,  de  sorte  qu'en  négligeant  dans  l'ex- 
piession  ci-dessus  de  y,  tous  les  termes  qui  contiennent 
ces  puissances ,  il  pourra  arriver  que  l'on  obtienne  la  valeur 
de  j^  à  moins  d'un  centième.  On  a  ainsi 

on  eifectue  la  division  indiquée  en  s'arrêtant  aux  centièmes, 
et  l'on  ajoute  le  résultat  à  la  quantité  a. 

Nommons  b  la  valeur  de  x  qu'on  obtient  par  cette  cor- 
rection, et  supposons  qu'elle  soit  exacte  à  moins  d'un  cen- 
tième. En  opérant  sur  cette  valeur  comme  on  a  opéré  sur  la 
précédente ,  et  en  nommant  j'  ce  qu'il  faut  ajouter  à  h 
pour  avoir  la  racine,  on  trouvera 


La  valeur  àe  j'  devant  être  moindre  qu'un  centième,  d'oii 
il  suit  que  j'%j'%  etc.,  sont  des  quantités  toutes  moindres 
qu'un  dix-millième,  on  calculera  la  valeur  àe  j'  jusqu'aux 
dix-millièmes-  on  ajoutera  ensuite  le  résultat  à  b. 

Si  la  valeur  de  x  qu'on  obtient  par  cette  seconde  correc- 
tion est  exacte  à  moins  d'un  dix-millième,  on  s'en  servira 
pour  calculer  de  la  môme  manière  une  troisième  valeur 
encore  plus  approchée;  et  cette  fois  on  poussera  l'approxi- 
mation jusqu'à  la  huitième  décimale.  On  continuera  ainsi, 
en  doublant  chaque  fois  le  nombre  des   décimales  de  la 
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valeur  de  x,  .jusqu'à  ce  qu'on  ait  rapproximadon  néces- 
saire. 

On  doit  remarquer  que,  dans  la  pratique ,  les  corrections 
successives  sont  toutes  données  par  la  même  formule.  Ainsi , 
en  posant  généralement 

on  remplacera  d'abord  x  par  a ,  on  calculera  la  valeur  de  y 
jusqu'aux  centièmes,  et  on  l'ajoutera  à  a,  ce  qui  donnera 
la  seconde  valeur  approchée  h  •  on  remplacera  ensuite  x 
par  b^  on  calculera  la  valeur  de  y  jusqu'aux  dix-millièmes, 
et  on  l'ajoutera  à  Z>,  ce  qui  donnera  la  troisième  valeur 
approchée-,  ainsi  de  suite. 

442.  Cette  méthode^  telle  que  nous  venons  de  la  pré- 
senter, n'offre  aucune  certitude  5  et  il  peut  arriver  qu'au 
lieu  d'approcher  de  la  racine,  on  obtienne,  au  contraire, 
des  nombres  qui  s'en  éloignent  de  plus  en  plus.  11  est  donc 
nécessaire  de  vérifier,  après  chaque  correction ,  si  toutes 
les  décimales  qu'on  a  calculées  appartiennent  réellement  à 
la  valeur  de  la  racine  que  l'on  cherche. 

Considérons  d'abord  la  valeur  h  fournie  par  la  première 
correction ,  et  qui  est  exprimée  avec  deux  décimales.  On 
substituera  cette  valeur  dans  l'équation ,  et ,  suivant  que  l'on 
connaîtra  par  le  signe  du  résultat,  comparé  aux  signes  des 
résultats  des  substitutions  qui  auront  été  faites  précédem- 
ment, que  la  racine  est  plus  grande  ou  plus  petite  que  ^,  on 
substituera  b  -\- -~  ^  ou  bien  h  — y^.  Si  le  résultat  de 
cette  seconde  substitution  a  un  sisrne  contraire  à  celui  de  la 
première  .^  on  sera  certain  que  la  quantité  b  ne  diffère  pas 
de  la  racine  d'un  centième-,  mais  si  les  deux  résultats  ont  le 
même  signe,  on  en  conclura  que  la  correction  est  fautive 
ou  insuffisante.  Dans  ce  cas,  pour  se  servir  de  la  méthode 
de  JXewlon  ,  il  faudra  partir  d'une  valeur  plus  apj>ro(hér. 


CHAPITRfc:  QUATORZIÈME.  475 

qu'on  pourra  obtenir  en  cherchant  le  chiiVre  des  centièmes, 
comme  il  a  été  dit  dans  le  numéro  précédent. 

On  agira  de  la  même  manière  pour  les  valeurs  qui  résul- 
teront des  autres  corrections.  C'est-à-dire  qu'après  chaque 
opération,  on  substituera  d'abord  la  valeur  qu'on  aura 
obtenue,  et  ensuite  cette  valeur  augmentée  ou  diminuée 
d'une  unité  du  dernier  ordre.  Si  Ton  trouve  que  la  seconde 
correction,  dans  laquelle  on  prend  quatre  décimales,  ne 
fournit  pas  une  valeur  approchée  à  moins  d'un  dix-mil- 
lième, on  supprimera  la  dernière  décimale;  et  si  celles  qui 
restent  sont  exactes  ,  on  passera  à  une  autre  correction  qu  on 
étendra  jusqu'aux  millionièmes,  sauf  à  supprimer  ensuite 
ane  ou  deux  décimales. 

443.    i'''^  Exemple.  — Soit  l'équation  x^  —  ^x —  5  =  0. 

Les  règles  qui  ont  été  exposées  précédemment  font  con- 
naître que  cette  équation  a  une  seule  racine  réelle,  qui  est 
comprise  entre  2  et  3.  En  substituant  2,5 ,  on  a  un  résultat 
positif,  et  comme  2  donne  un  résultat  négatif,  la  racine 
est  comprise  entre  2  et  2,5.  En  substituant  2,2 ,  on  a  encore 
un  résultat  positif.  La  racine  est  donc  2,1  à  moins  d'un 
dixième. 

La  dérivée  du  premier  membre  est  3  X"  —  2  ;  ainsi  la 
formule  des  corrections  est 

or  -—  IX  —  5 
3  x'^  —  2 

On  fait  dans  cette  formule  x  =  2,  i  ,  ce  qui  donne 

0,061 

!  1,23 

On  doit  calculer  la  valeur  de  y  jusqu'auîc  centièmes;  mai?? 
le  quotient  de  0,061  par  11, 23  étant  plus  petit  qu'un  cen- 
tième, il  s'ensuit  que,  si  la  méthode  n'est  pas  ("n  défaut. 
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le  nombre  2,  \  dilîère  de  la  racine  de  moins  d'un  centième^ 
on  peut  donc  pousser  immédiatement  la  correction  jus- 
([u'aux  dix-millièmes.  On  trouve  alors  y  =  —  0,0054,  ^^ 
Ton  en  conclut 

jc  =  2,0946. 

En  substituant  cette  seconde  valeur  dans  la  formule  ci- 
dessus,  et  calculant  la  valeur  de  j  avec  huit  décimales,  on 
irouvey^i:: — o,oooo485i,  et  l'.on  en  conclut 

.r  r=:  2,09455149- 

En  continuant  les  calculs ,  on  pourra  pousser  le  nombre  des 
décimales  aussi  loin  qu'on  le  voudra. 

Pour  procéder  avec  plus  de  certitude,  il  aurait  fallu  s  as- 
surer d'abord  que  le  nombre  2,1  exprime  la  valeur  de  la 
racine  à  moins  d'un  centième ,  et  que  la  valeur  qu'on  en 
déduit  ensuite  est  exacte  à  moins  d'un  dix-millième.  Mais 
en  négligeant  ces  précautions,  et  en  se  bornant  à  vérifier 
la  dernière  valeur,  qui  est  exprimée  avec  huit  décimales, 
on  voit  qu'elle  a  tous  ses  chillres  exacts-,  car  en  substituant 
cette  valeur  on  a  un  résultat  positif  j  et  en  substituant 
2,09455148  on  a  un  résultat  négatif. 

AÀé.  Avant  d'expliquer  comment  la  méthode  de  iSewton 
peut  être  employée  de  manière  à  donner  des  résultats  dont 
l'exactitude  soit  certaine,  il  nous  faut  établir  quelques  for- 
mules préliminaires. 

Désignons  par  F(^)  et  cp(^)  deux  fonctions  entières  de  z^ 
et  soit  F{z)  =  ^cp(^).  Si  l'on  pose  Téqualion 

F  («)  —  /<  0)  (z)  :=  O  , 

cette  équation  sera  vérifiée  par  uz=  o  et  par  11  ^=  z.  Donc , 
en  vertu  du  théorème  de  Rolle  (11^  435),  la  dérivée  du  pre- 
mier membre  par  rapport  à  // ,  F'  (//)  —  9  (^)  ?  sera  rcndnc 
nulle  par  une  valeur  de  7/  comprise  entre  zéro  et  z.  Soit  0 z 
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cette  valeui',  0  SL'ia  un  nombre  (!omprls  cuire  zéro  et  i,  et 
on  aura 

F'  ( 0 z)  —  (p  (s)  —  o  ,      ou      (p  {zj  —  F'  (0  z)  ; 
par  suite, 

V{z)  =  zF'iQZ;. 

Soit  F(z)  =  z"'r)[z).  Si  l'on  pose  1  équation 

F  [il)  U'^(fi[z)  zzz  o , 

cette  équation  sera  vérifiée  par  11=^  o  et  par  u  =  z;  donc 
la  dérivée  du  premier  membre  par  rapport  à  u  sera  rendue 
nulle  par  une  valeur  z^  de  z  comprise  entre  zéro  et  z. 
Cette  dérivée  est  F' [u)  —  '2.u(f{z),  et  elle  est  aussi  rendue 
nulle  par  u  =  o-^  car,  puisque  F  (//)  =  u'^  9  (")  •  F  [u)  est  divi- 
sible par  w^,  d'où  il  suit  que  F' (m)  est  divisible  par  ii.  La 
quantité  F^(zf)  —  2u<f[z)  étant  nulle  pour  u=^o  et  pour 
u  z=z  Zi,  sa  dérivée  par  rapport  à  m,  F"  (u)  —  2(p(s) ,  sera 
rendue  nulle  par  une  valeur  de  u  comprise  entre  zéro  et  Zi-^ 
cette  valeur  sera  comprise  eiTtre  zéro  et  z  ;  en  la  représen- 
tant, comme  précédemment,  par  6z^  9  sera  un  nombre 
compris  entre  zéro  et  i,  et  on  aura 


F"  (G  z)  —  2  (p  (z;  —  o  ,     ou     cp  [z]  —  -  F''  (9  z)  ; 


par  suite, 


z 


¥{z]  =  --V"(9z). 


4-45.   Considérons  la  fonction  y (x -f- A).   La  dilïérenc(> 

f(x  -h  h)  —f[x)  est  une  quantité  de  la  forme  h'j{h) ,  et  sa 

dérivée  par  rapport  à  h  est  f  [x -i- h)  (*).  Donc,  d'après 

(*)  La  dérivée  par  rapport  à  h  de  f{x -h  h)  est  le  coefficient  de  la  pre- 
mière puissance  de  k  dans  le  développement  de/{x  -^h  -+-  k);  or,  en  posant 
X  -f-  /i  =  5 ,  on  a 

/(;,  ^  h  -+.  k)  =/(s  -H  k)  =/{z)  H-/'  (5)  A-  -h. . .  ; 

la  dérivée  de/(j:  -h  h)  est  donc  /'{z)  ou  f  [x  -+-  h). 


478  TRAITÉ  ÉLÉMENTAlRt:  D'ALGÈBRE, 

les  formules  du  numéro  précédent,  on  a 

La  différence  y  (.r  + A) — f(-'^)  —  ^if' {^)  ^  tous  ses  termes 
divisibles  par  h^-^  ainsi  elle  est  delà  forme  h^(^{Ji).  Los  deux 
premières  dérivées  de  cette  différence,  par  rapporta//, 
sont  /'  (.r  -h  h)  — /'  (.r)  et  f"  (x  -f-  h) .  Donc 

(2)        f(x  +  //)  =--f{x)  +  hf  (x)  +  ^f"  (x  -f-  e ,'0 . 

446.  Revenons  maintenant  à  la  méthode  de  Newton. 
Soient  a  et  b  deux  nombres  qui  comprennent  une  racine  a 
de  l'équation  J{x)  =  o  et  qui  n'en  comprennent  qu'une 
seule.  Supposons  a<^b  et  représentons  par  y  et  y^  les 
différences  a  —  a  et  b  —  a  ^  d'où  a=za-{-yGta  =  b  — y^. 
Les  valeurs  approchées  de  y  etj^i  données  par  la  méthode 
sont 

Or,   en  remplaçant  x  dans  l'équation  par  a -{- y  at  par 
Z)  —  Yi^  on  obtient ,  d'après  la  formule  (i) , 

f{a)  -i-rf'{a  H-  Oj)  =:  o,     f{b)  -yj'{b  -  Qj,)  =  o; 
d'où 

Les  quantités  y  et  j^i  sont  positives,  et  la  méthode  serait 
fautive  si  les  termes  de  correction  (3)  et  (4)  étaient  néga- 
tifs \  il  faut  donc  que/' (rt)  ait  le  même  signe  c^g  J'  {a-^d y) , 
et  que/'(^)  ait  le  même  signe  que  f  [b  —  ôjKi)-  Or  on  ne 
peut  être  assuré  que  cette  condition  est  remplie,  que  si 
f  ix)  ne  change  pas  de  signe  depuis  x  =^  a  jusqu'à  x  =  h. 
Il  faut  donc  que  les  limites  a  et  b  ne  comprennent  aucune 
racine  de/'(.r)  =  o. 
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La  méthode  sera  encore  fautive  si  les  valeurs  des  termes 

de  correction  surpassent  la  différence  b  —  «5  et  pour  que 

I  on  soit  assure  que  les  quantités  a  —  V. ,  ,  ?  0  —  „. ,,.  sont 

j  \^)         f  w 

plus  approchées  de  la  racine  que  les  deux  limites  a  et  è,  il 
faut  que  la  première  quantité  ne  surpasse  pas  cette  racine 
et  que  la  seconde  ne  lui  soit  pas  inférieure.  Or,  on  a, 
d'après  la  formule  (2),  en  remplaçant  x  dansy(.r)  par  a  -{-y 
et  par  h  — ^y^, 

/(./)  -4-  xf'ia)  -f-  ~f-  f"{a  -I-  Qy)    =  o  , 

d  où  l'on  conclut 

^^  ^-       /'(«)  ^  /'(V/)         1.2' 

^^  fW         f'[b)      «.2' 

La    dernière    condition    énoncée    sera    donc    remplie    si 

/''(«-4-Gj)       f"{b  —  ÔjO  , 
ffi  \        *^^  —   ff(i\ ^^^^  ^^^  quantités  positives. 

Nous  pouvons  supposer  que  la  racine  a  ne  réduit  pas 
f"[x)  à  zéro  -,  car,  si  les  équations  j\x)  =  o  (ti  J"  [x)  =  o 
ont  des  racines  communes,  on  pourra  remplacer  la  pre- 
mière équation  par  deux  autres  plus  simples,  en  détermi- 
nant le  plus  grand  commun  diviseur  de  f(x)  et  def'^{x). 

La  racine  a  n'annulant  ni/^'  (x)  ni  f"  (x) ,  on  peut  rendre 
les  limites  a  et  b  assez  rapprochées  pour  qu'elles  ne  com- 
prennent aucune  racine  de  ^ (x)  =  o,  ni  de  f"{x)  =  o^ 
et  on  peut  toujours  s'assurer  si  ces  conditions  sont  rem- 
plies, en  appliquant,  s'il  est  nécessaire,  le  théorème  de 
M.  Sturm  à  ces  deux  équations.  Alors  f  {a)  etj'{h)  ont  le 
même  signe ,  el  J"  [a-\-  Qy)  et  J  "  [b  —  Qy^  )  ont  aussi  le 
même  signe.  11  suit  de  là  que  Tune  des  deux  formules  de 
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correction  (d)  et  (4)  pourra  être  fautive,  mais  que  l'autre 
ne  le  sera  pas*,  et  que,  slf^' (a)  ci  f" {h)  sont  de  signe  con- 
traire kf'(a)^  on  devra  appliquer  la  formule  (3)  ;  et  si  f"  [a] 
et  j  "  [h)  ont  le  même  signe  que  f  [a) ,  on  devra  appliquer 
la  formule  (4). 

Comme  y^' («)  est  de  signe  contraire  kf{a)^  et  de  même 
signe  que  f[b) ,  on  voit  qu'il  faudra  employer  celle  des 
deux  limites  a  et  b  pour  laquelle  y(x)  et  f"  (x)  auront  le 
même  signe.  On  déduira  de  cette  limite  une  suite  de  valeurs 
de  plus  en  plus  approchées  de  la  racine ,  et  qui  en  appro- 
cheront toutes  dans  le  même  sens. 

447.  Pour  reconnaître  le  degré  d'approximation  que 
l'on  obtiendra  à  chaque  opération ,  considérons  le  cas  où 
l'on  doit  employer  la  plus  petite  limite  a.  L'erreur  de  la 

correction  —  ^;~^,  est  le  terme ^^ — ^ — —  ~-  rsommons 

e  cette  erreur.  Soit  M  un  nombre  plus  grand  que  toutes  les 
valeurs  de  zhf'^x)  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  a 
et  Z> ,  et  soit  N  un  nombre  moindre  que  toutes  les  valeurs 
de  dzf'hc)  pour  les  mêmes  valeurs  de  x.  On  aura  pen- 
dant toute  la  durée  des  opérations 

^  M 

(7)  •      ^  ^'<^^'- 

Pour  calculer  la  quantité  M,  si  la  valeur  dej^'(x:)  est 
positive  entre  x  =  a  et  .r  =  /> ,  il  suffit  de  remplacer  x 
dans  les  termes  positifs  par  la  plus  grande  limite  Z>,  et 
dans  les  termes  négatifs,  par  la  plus  petite  limite  a.  Si,  au 
contraire,  la  valeur  de/''(x)  est  négative  entre  x  =  a  et 
X  =  b  ^  il  faut  remplacer  x  dans  les  termes  négatifs  par  la 
plus  grande  limite  Z>,  et  dans  les  termes  positifs,  par  la  plus 
petite  limite  a  ^  la  valeur  absolue  de  la  dilïérence  des  deux 
sommes  qu'on  obtient  ainsi  est  le  nombre  M.  A  l'égard  du 
nombre  N,  puisque  y  (,r)  ne  change  pas  de  signe  depuis 
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X  :=■  a  jusqu'à  x  =  ù  ^  la  fonction  dérivée  y  ^(.r)    est  coi»- 

stâinnient    croissante   ou   constamment  déc  roi  séante  dans 

cet  intervalle,  et  comme  elle  est  de  signe  contraire  kf"{x) 

dans  le  cas  que  nous  examinons,  ou  devra  prendre  pour  ï\ 

la  valeur  absolue  de  j ' (h)  (*).  Quand  on  doit  employer, 

pour  les  corrections  successives ,  la  plus  grande  limitç  b , 

l'approximation  qu'on  obtient  à  chaque  opération  est  encore 

indiquée  par  la  formule  (7) ,  et  on  obtient  le  nombre  M  de 

la  même  manière  que  daus  le  cas  précédent ,  mais  le  nombre 

jN  est  alors  la  valeur  absolue  de  /'(«). 

^   .        ^   1  M     ^    I        ,. 

30ity<] — ^  et   ^  <C >   [exposant  p   pouvant  être 

négatif;  on  aura  e  <^ — ^ — ?  et,  pour  que  l'on  soit  assuré 

d'obtenir  des  chilfres  exacts  au  delà  de  ceux  qui  seront 
déjà  connus ,  il  faudra  que  l'on  ait  2  /z  H-p  >/i,  ou  ^  >  —  // . 


Lorsque  l'on  réduira  en  décimales  la  quantité  — 


fia; 


OU  'f}(L  f  en  prenant  seulement  in-\~p  chiti'res,  on  corn- 


et) On  a 

f'{T  H-  h)  -/'{x)  =  hf"  {x)  -4-  ~  j"'{x)  -+-.... 

On  peut  prendre  h  assez  petit  pour  que  Je  second  membre  de  celle  éjfalilé 
ail  le  signe  de  son  premier  terme  hj"  {x).  Donc,  h  étant  posiiif,  5,iy"(.() 
est  une  quantité  positive ,  on  a 

/'(x-hfe)>/'(x]; 

si ,  au  contraire  ,  f"  [x)  est  une  quantité  négative,  on  a 

/'(a:H-/,)</'(x). 

II  ?uit  de  là  que  la  fonction  f'{x)  est  croissante  quand  f"{x)  a  une  valcui- 
positive;  et  qu'elle  est  décroissante  quand  y" (x)  a  une  valeur  négative.  Si 
/'(jr)est  de  signe  contraire  à/"(j:),  depuis  cr  =  a  jusqu'à  x  =1  h ,  !ors 
qu'elle  sera  croissante  t lie  sera  négative,  et  sa  plus  petite  valeur  ahso! ne 
correspondra  à  la  plus  grande  limite  fe,  lorsqu'elle  s^ra  décroissant»*  elle 
sera  positive,  et  sa  plus  pfiito  vahuu'  sera  f^nrore  donnée  pai'  \\\  plus  grande 
limite  h. 

5^  édit.  3  I 
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mettra  sur  le  quotient  une  erreui  qui  s'ajoutera  à  l'erreur  e. 

La  valeur  exacte  de  la  fraction  sur  laquelle  on  opérera'étant 

toujours  trop  faible,  pour  être  assuré  que  l'erreur  totale  ne 

sera  pas  d'une  unité  du  dernier  chiffre ,  on  devrait  prendre 

le  quotient  par  excès  -,  mais  le  sens  de  l'approximation  du 

résultat  serait  incertain,  et  il  pourrait  arriver  que  la  valeur 

qu'on   obtiendrait  ainsi   ne  fut    pas    celle   qu'il   faudrait 

employer  dans  l'opération  suivante.  On  devra  préféi^er,  par 

cette  raison,  le  quotient  par  défaut.  Si  l'erreur  est  de  plus 

d'une  unité  du  dernier  chiffre,  on  en  sera  averti  par  la 

correction  suivante  qui  portera  sur  ce  chiffre^  on  en  tiendra 

compte  dans  l'estimation    de   l'approximation  qui   devra 

résulter  de  cette  nouvelle  opération,  et  on  ne  conservera 

que  les  chiffres  dont  l'exactitude  sera  certaine ,  sauf  l'erreur 

produite  par  la  réduction  en  décimales. 

448.  Appliquons  ces  principes  à  l'exemple  du  n"  443. 

Les  nombres    i  et  2,1  ne  comprennent  aucune  racine  de 

f  (pc)  =  0  ni  de  f"{x)  =  o.   La   dérivée  du  second  ordre 

étant  positive   pour   toute  valeur  positive  de  x^  on  doit 

employer  la  limite  2,1  qui  est  plus  grande  que  la  racine. 

On  a 

^  ,,   ,       M     ^ 

M  =  12,0,     N=io,   •  d  ou     — .,  <C  ï  ; 

'  2N 

ainsi  on  peut  doubler  à  chaque  opération  le  nombre  des 
chiffres  décimaux.  Les  corrections  calculées  avec  les  valeurs 
approchées  2,10  et  2,0946,  font  voir  que  le  dernier  chiffre 
de  chacune  de  ces  valeurs  approchées  est  exact.  Si  Ton 
s'arrête  après  avoir  calculé  huit  chiffres  décimaux ,  on 
pourra  craindre  que  l'erreur  ne  soit  de  plus  d'une  unité 
du  dernier  chiffre,  et  il  faudra  diminuer  ce  chiffre  de  i. 
On  reconnaîtra  alors,  en  faisant  la  substitution ,  que  le  résul-  . 
tat  est  approché  par  défaut. 

2^  Exemple.  —  Soit  Téquation  6x^ —  i4i'^-h  263  =0. 
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On  reconnaît,  comme  dans  Texemple  ii  (in  n^  429,  que* 

les  trois  racines  sont  réelles,  que  deux  d'entre  elles  sont 

positives,  et  qu'elles  sont  moindres  que  v^.  Les  nombres 

entiers  inférieurs  à  V —^  sont  o,  i ,  2 ,  3,  4  j  et  en  les  substi- 
tuant dans  l'équation,  on  n'a  que  des  résultats  positifs. 
Pour  séparer  les  deux  racines  positives  au  moyen  du  théo- 
rème de  Rolle,  on  cherche  la  racine  positive  de  l'équation 
f^(x)  =  o,  c'est-à-dire  i8x^  —  i4i  =:  o.  (]ette  racine  est 
\/~-^  ou,  à  très-peu  près,  2,8.  En  substituant  2,8  dans 
l'équation  on  obtient  un  résultat  négatif;  ainsi  l'une  des 
racines  est  plus  petite  que  2,8,  et  l'autre  est  plus  grande 
que  ce  nombre.  La  substitution  de  2,7  et  celle  de  2,9 
donnent  des  résultats  positifs;  ainsi  l'une  des  racines  est 
erïtre  2,7  et  2,8;  l'autre  est  entre  2,8  et  2,9. 

Occupons-nous  d'abord  de  la  plus  petite  racine.  Comme 
les  nombres  2,7  et  2,8  comprennent  une  racine  de  l'équa- 
tion/"'(j:)  =  o,  il  faut  obtenir  des  limites  plus  rapprochées. 
La  substitution  de  2,76  donne  un  résultat  positif,  et  celle 
de  2,76  donne  un  résultat  négatif.  Donc  la  racine  est  entre 
2,75  et  2,76.  La  dérivée  du  second  ordre  étant  positive 
pour  toutes  les  valeîurs  positives  de  .r,  on  doit  faire  usage  de 
la  plus  petite  limite,  qui  donne  un  résultat  positif.  On  a 

M  =  36x2,76    et    N=  i4i  —  18  X(2,76)',  d'où   _-<;i3. 

Ainsi  la  première  correction  pourra  ne  pas  donner  exacte- 
ment le  chiffre  des  millièmes;  mais  lorsque  ce  chiiïre  auivj 
été  déterminé,  chacune  des  corrections  suivantes  fera  trou- 
ver de  nouveaux  chiffres  exacts,  dont  le  nombre  ne  sera 
pas  inférieur  de  plus  de  deux  unités  à  celui  des  chiffres 
décimaux  de  la  valeur  qui  aura  été  employée. 

Pour  la  plus  grande  racine,  les  limites  2,8  et  2,9  ne 
comprennent  aucune  racine  de  la  dérivée;  de  sorte  qu'on 
peut  appliquer  la  méthode  (n  partant  de  ces  limites,  et  il 
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faut  employer  la  plus  grande  limite  5  mais  en  calculant  là 

fraction  -— r  avec  les  nombres  2,8  et  2,9,  on  trouve  que  la 

valeur  de  cette  fraction  surpasse  4oo ,  ce  qui  ne  permet  pas 
d'apprécier  l'approximation  de  la  première  correction^ 
Cette  correction  calculée  jusqu'aux  centièmes  est  o,o4,  et 
elle-  doit  être  soustraite.  On  est  assuré  par  là  que  la  racine 
est  plus  petite  que  2,86.  La  substitution  de  2,85  donne  un 
résultat  positif,  et  celle  de  2,84  donne  un  résultat  négatif^ 
ainsi  Ja  racine  est  entre  2,8|  et  2,85.  Ces  limites  donnent 

M  r:^  36X2,85,     Nr=  i8x  (2,84)^— i4i,    d'où   ~--<i3. 

En  continuant  les  opérations ,  on  ne  sera  pas  assuré  d'ob- 
tenir exactement  le  diiifre  des  millièmes  j  mais  lorsque  ce 
chiifre  aura  été  déterminé,  chacune  des  corrections  sui- 
vantes fera  trouver  de  nouveaux  chiflVes  exacts,  et  leur 
nombre  ne  sera  pas  inférieur  de  plus  de  deux  unités  à  celui 
des  chiffres  décimaux  de  la  valeur  qui  aura  été  employée 

On  peut  se  dispenser  de  calculer  directement  la  racine 
négative  ;  car  sa  valeur  absolue  est  la  somme  de  deux  racines 
positives. 

Méthode  d'approximation  de  T.. AGP. ange. 

4-49.  Soient  aex  a-\-  i  deux  nombres  entiers  consécutifs 
qui  comprennent  une  seule  racine  d'une  équation.  Si  l'on 

pose  X  =■  a-\ — •>  l'équation  résultante  eu  y  aura  neîcessaire- 

ment  une  racine  plus  grande  que  i  ;  et  parmi  les  racines  de 
cette  équation  en  )s  il  n'y  en  aura  qu'une  seule  plus  grande 
que  i  ^  autrement  il  y  aurait  plusieurs  valeurs  de  x  entre  a 
et  ^7, -h  1  ,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse.  On  pourra  donc 
déterminer  la  partie  entière  de  cette  valeur  de  y,  en  substi- 
Uiant   successivement  dans  l'équation   on    y  les   nombres 


r 
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liiitiers  1 ,  2,3,  etc.,  jusqu'à  ce  que  l'on  ait  obtenu  deux 
résultats  de  signes  contraires. 

Soient  h  etb  -}-i  les  deux  nombres  qui  donnent  ces  résul- 
tats de  signes  contraires.  Si  l'on  pose  j  =  b  -\ — »  l'équa- 

lion  résultante  en  z  aura  encore  une  seule  racine  plus 

grande  que  i ,  et  l'on  pourra  déterminer  la  partie  entière 

de  cette  valeur  de  z ,  en  opérant  de  la  même  manière  que 

pour  la  valeur  de  f. 

Si  c  est  la  partie  entière  de  la  valeur  de  z,  on  posera 

I       .     .    ,         . 
z  =  c  -\ —  ;  ainsi  de  suite. 
Il 

On  aura  de  cette  manière  la  valeur  de  x  exprimée  par 

une  fraction  continue. 

450.  On  pourra  calculer  les  transformées  successives  en 
y^  z^  etc.,  au  moyen  des  dérivées  (n^  369).  L'équation  pro-, 
posée  étant  exprimée  par  f[x)  =  o ,  celle  qu'on  obtiendra 

en  posant  a:  =  /7  H —  sera 

r 

On   chassera  les  dénominateurs  en  multipliant   tous   les 
termes  par  j"\  m  étant  le  degré  de  l'équation,  ce  qui  don- 

n,era 

fia]  f"'ia) 

1  1 .  o 

Si  l'on  représente  le  premier  membre  de  cette  équation  pat: 
o  (  r) ,  la  transformée  suivante  sera 


vi  de  même  pour  loutcs  les  autres 


5  -       -+-    .    =  o: 

2.3 
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451 .   Quand  les  nombres  a  et  a-\-  i  comprennent  plu- 
sieurs racines  de  l'équation  proposée,  la  transformée  en/ 

qu'on  obtient  en  posant  x  =^  a  ~\ —  a  aussi  plusieurs  racines 

plus  grandes  que  i ,  de  sorte  que  la  substitution  des  nombres 
entiers  i ,  2,  3,  etc.,  à  la  place  de/,  peut  ne  plus  suffire 
pour  faire  connaître  les  parties  entières  des  \aleurs  de  y^ 
mais  quand  on  a  eifectué ,  par  quelque  méthode  que  ce 
soit,  la  séparation  des  racines  ,  il  est  toujours  facile  de  voir 
par  quel  nombre  on  doit  multiplier  les  racines  qui  sont 
comprises  entre  les  mêmes  nombres  entiers,  afin  de  les 
changer  en  d'autres  dont  les  parties  entières  soient  di lié- 
rentes.  De  cette  manière  le  calcul  des  valeurs  approchées 
des  racines  par  la  méthode  de  Lagrange  se  ramène  toujours 
à  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus.  Au  reste,  quand  les  différences 
des  racines  comprises  entre  deux  nombres  entiers  consé- 
cutifs a  eta-h  i  ne  sont  pas  des  fractions  très-petites,  on 
peut  encore  opérer  directement  sur  l'équation  proposée, 
ainsi  qu'on  le  verra  dans  le  deuxième  exemple  ci-après. 

4.'»2.    i*^""  Exemple.  .r'  —  a.r  —  5  :::=  o. 

(jette  équation  ayant  une  seule  racine  réelle  qui  est  com- 
prise entre  '2  et  3  (n'*  44.*^) ,  on  pose  x  =  '2  -\ — •  On  a 

/  (2)  =:  2  '  —  2.2  —  5  r=i  —  I  , 
/''  2)  =  3 . 2^  —  7.  =  I (» , 

1'^'  tratjsformée.     /  '  —  luj  ^  —  6}  —  i  =  o. 


11  est  facile  de  voir,  sans  faire  la  substitution,  que/=  lo 
donne  un    résultat    négatif;    d'ailleurs   ^=11    donne  un 

ivsiillal  positif  (n"  i(H))  ;  l.i   valeur  de  >   est  donc  aymprisc 
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entre  lo  et  1 1.  En  posant  j  =  lo  H — »  on  trouve 

'f    (  l  o)  =   I  G  ' 1  G  .  I  O^  —  6  .  I  O  —  I  =  —  6  I  , 

^'  (  I  o)  =  3  .  I  G-  —  20  .  1  o  —  G  =:  94  5 
jff"  (lo)  =  3.\0  —  IG  =  20, 

2^  transformée.     6i  z^  —  94  z^. —  20ir  —  1  =:  o. 

L'hypothèse  z  =z  1  donnant  un  résultat  positif,  on  en 
conclut  que  la  valeur  de  z  est  comprise  entre  i  et  2^  il  faut 

donc  poser  z  :=  1  H On  obtient 

^  ft 

TJ>   (  I  )  =    61.1^  —    94  •  ï  ^  —  2^  •  *  —  ï  =  ~  54  5 

■y  (l)  =^   l83.  I^  —   188.  I    —  2G  r=  —  25, 

|f'(i)=i83.i   -    94      -89, 

3*^  transformée.      54  m^  -f-  î^Sï^^  — 89  m  —  61  =0. 

Cette  équation  fait  connaître  que  la  valeur  de  u  est  com- 
prise entre  i  et  2.  * 

En  continuant  les  opérations,  les  quotients  incomplets 
suivants  sont  1,2,  i,  3,  i,  etc.,  et  il  en  résulte  les  réduites 

2       21       23       44       " ï '        i^^       ^7^       7^^ 
I        iG       II        21        53         74        275       349 

En  s'arrêtant  à  la  fraction  ^-7-5  on  a  une  valeur  trop  forte 

349 

(n^  246)  :  mais  l'erreur  est  moindre  que  ^  ,    ,^, ;^, 

^       349(349  +  275) 

ou  ^ ^  (n^250).    Cette  dernière   fraction   étant  plus 

petite  que  0,000  oo5,   on  peut  obtenir,  au  moyen  de   la 
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réduite  ■—--,   une  valeur  approchée  de  la  racine  avec  cinq 
décimales  exactes^  cette  valeur  est  2,094^5. 
?/'  Exemple.  .r'  ^-  -^  jt  +  -^  r=  o. 

Ou  a  vu  que  celte  équation  a  une  racine  négative  com- 
prise entre  —  3  et  —  4?  et  deux  racines  positives  comprises 
Tune  entre  i  et  i ,  et  l'autre  entre  |  et  2  (n'^^SO).  Pour 
obtenir  une  équation  dont  les  racines  positives  n'aient  pas 

la  même  partie  entière,  il  suffit  de  remplacer  .r  par  — :  la 

transformée  èsî 

■v'-'  —  28x'  -T-  56  =  o  ; 

r\  elle  a  une  racine  comprise  entre  2  et  3,  et  une  autre 
comprise  entre  3  et  4- 

En  opérant  sur  cette  équation  comme  dans  l'exemple 
précédent,  on  trouve  pour  la  première  racine  les  quotients 
incomplets  2,  i,  2,  2,  4<^?  etc.,  et  en  prenant  la  cin- 
quième réduite,  on  en  déduit  une  valeur  approchée  de  la 
racine  avec  quatre  décimales  exactes,  qui  est  2,7138. 

Les  quotients  incomplets  de  la  racine  comprise  entre  3 
et  4?  sont  3,  2,  I,  i,"t.,  I.  9,  etc.  La  septième  réduite 
donne  une  valeur  approchée  de  la  racine  avec  quatre  déci- 
males exactes,  qui  est  3,384o. 

Il  suit  de  là  que  les  valeurs  approchées  des  deux  racines 
positives  de  Féquaition  proposée,  à  moins  d'un  demi-dix- 
millièïAe,  sont  1,3569  et  1,6920, 

Pour  calculer  la  racine  négative,  on  devra  changer  x 
en  —  X  ;  mais  on  peut  se  dispenser  de  calculer  directement 
cette  racine  ;  car,  la  somme  des  racines  étant  nulle  ,  la  valeur 
absolue  de  la  racine  négative  est  égale  à  la  somme  des  deux 
racines  positives. 

On  pourrait  calculer  les  deux  racines  positives  sans  faire 
'îubir  à  1'c«|uation  aucune  Iransfoimation;  car,  l'une  de  ces^ 
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racines  élanl  comprise  entre  i  et  {  ,  et  l'autre  entre  f  et  2  . 

si  l'on  pose  x  =  i  -\ — 5  l'inconnue  y  aura  seulement  deux 

valeurs  positives,  l'une  plus  grande  que  2  ,  l'autre  comprise 
entre  i  et  2.  L'équation  qui  résulte  de  la  substitution  de 

I  -h  -  à  la  place  de  x  est  j^  —  4^2-j-3j^-f-i  =  o.  En  faisant 

V  =  I ,  on  a  un  résultat  positif;  y  =  2  donne  un  résultat 
négatif,  et  y  =  3  donne  un  résultat  positif-,  ainsi  la  par- 
lie  entière  de  la  plus  grande  valeur  de  j  est  2 .  En  posant 

j  =i  i-\ —  ,etj=:iH —  1  on  obtiendra  deux  transformées 

qui  auront  chacune  une  seule  racine  plus  grande  que  l'unité. 

453.  Lorsqu'on  calcule  une  racine  par  la  méthode  de 
Lagrange,  on  peut  obtenir  une  fraction  continue  pério- 
dique. Cette  racine   est   alors  une   quantité   de  la  forme 

a  H-  sjh^  qu'on  détermine  au  moyen  d'une  équation  du 
second  degré  (n^  254).  Soit  x^  -f-  px  -}-  ^  =  o  cette  équa- 
tion du  second  degré,  et  soit /'(x)  =  o  l'équation  pro- 
posée. Si  les  coefficients  de  l'équation /(x)  =  o  sont  ration- 
nels, son  premier  membre  sera  exactement  divisible  par 
x}  -\- ]ix -\- q .  En  effet,  on  peut  effectuer  la  division  jus- 
qu'à ce  que  le  reste  ne  contienne  x  qu'au  premier  degré. 
Soit  M,x  H-  N  le  reste  ,  et  soit  Q  le  quotient;  on  aura 

f[x)  =z  (x'  -h  p.x  ■+  ^)  Q  -h  M  .r  -h  N. 

Si  Ton  remplace  x  dans  les  deux  membres  de  cette  égalité 

parrï  -h  y/Z> ,  le  premier  membre  sera  zéro,  [x^-^px-\-r/)  Q 
sera  aussi  zérof  par  conséquent  M  j:^  4-  N  devra  être  aussi 
zéro.  Or  il  faut,  pour  cela,  que  l'on  ait  M  =  o,  N  =  o; 
autrement,  comme  M  et  jN  sont  des  quantités  rationnelles, 
on  aurait  une  quantité  rationnelle  égale  à  une  quantité  irra- 
ilonnelle,  ce  qui  est  impossible:  J  (x)  est  donc  divisible 
pai-  X~  -h  px  4-7. 
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Il  suit  de4à  que,  lorsque  l'on  trouve  une  suite  de  quo- 
tients incomplets  qui  se  reproduisent  dans  le  même  ordre , 
pour  s'assurer  si  la  racine  est  réellement  exprimée  par  une 
fraction  continue  périodique,  il  faut  former  l'équation  du 
second  degré  qui  donnerait  la  valeur  de  cette  fraction  con- 
tinue périodique ,  et  voir  si  le  premier  membre  est  un  divi- 
seur du  premier  membre  de  l'équation  proposée.  Si  la 
division  se  fait  exactement,  on  connaîtra  deux  racines  de 
l'équation ,  et  la  recherche  des  autres  racines  ne  dépendra 
que  d'une  équation  d'un  degré  moindre  de  deux  unités  (*). 

404-.  Si  l'on  n'a  pas  supprimé  les  racines  commensu- 
rables,  on  pourra  les  obtenir  par  la  méthode  de  Lagrange; 
elles  seront  exprimées  par  des  fractions  continues  termi- 
nées; mais,  tant  que  l'on  n'est  pas  parvenu  à  une  transfor- 
mée qui  admet  une  racine  entière,  on  ne  peut  pas  être 
assuré  que  la  fraction  continue  ne  se  prolongera  pas  indé- 
finiment. La  méthode  de  Newton  donnerait  également  les 
racines  commensurables;  elles  seraient  exprimées  par  des 
fractions  décimales  terminées  ou  périodiques.  Mais  si  l'on 
devait  parvenir  à  une  fraction  décimale  périodique,  les 
calculs  ne  pourraient  que  faire  soupçonner  la  périodicité  ; 
et  pour  lever  l'incertitude,  il  faudrait  substituer  dans 
l'équation  la  fraction  ordinaire  équivalente  à  la  fraction 
périodique. 

455.  En  combinant  la  méthode  de  Lagrange  avec  le 
théorème  de  M.  Sturm,  on  peut  calculer  toutes  les  racines 

(*)  On  pourrait  penser  que,  lorsqu'on  doit  obtenir  une  fraction  continue 
périodique,  on  parviendra,  après  un  certain  nombre  d'opérations,  à  une  trans- 
formée identique  avec  i'une  des  précédentes.  Mais  il  n'en  est  pas  ainsi,  et 
les  transformées  successives  sont  toujours  différentes.  Cette  propriété  des 
transformées  se  conclut  de  celle  qur  M.  Vincent  a  démontrée  dans  le 
Mémoire  cité  à  la  page4y2,  et  dont  l'auteur  a  tiré,  pour  l'emploi  de  la 
méthode  de  Ps'ewlon  ,  des  règles  qui  conduisent  au  mcnic  but  que  celles  qui 
ont  été  expliquées  dans  le  n"  '5-50. 
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d'une  équation  qui  ont  la  même  partie  entière,  sans  faire 
subira  ces  racines  aucune  transformation. 

Supposons  que  a  ei  a  -r-  1  soient  deux  nombres  qui  com- 
prennent plusieurs  racines.  On  fera,  selon  la  métbode  de 

Lagrange,  x  =  a-\ —  ;  mais  au  lieu  de  se  borner  à  substi- 

r 

tuer  a-\ —  à  la  place  de  .r  dans  Téquation  proposée,  que  nous 

représenterons  par  Y  =  o  ,  on  fera  en  outre  la  même  sub- 
stitution dans  les  fonctions  que  nous  avons  désignées  par 
^  lî  V25  V3,  etc.,  en  s'arrêtant  à  la  première  fonction  qui 
garde  le  même  signe  pour  toutes  les  valeurs  de  x.  Si  l'on  sub- 
stitue alors  dans  les  fonctions  résultantes  en  j  les  nombres 
entiers  consécutifs,  la  différence  entre  les  nombres  des 
variations  que  donneront  les  signes  de  ces  fonctions  pour 
deux  nombres  consécutifs.-/^  et  Z>  -f-  i  sera  le  nombre  des 
valeurs  de  y  comprises  entre  b  et  b  -\-  i  -  Car,  puisque  loti 

a  posé  .r=  a  H — ?  les  résultats  qu'on  obtient  en  substi- 
tuant pour  y  les  nombres  b  et  Z>  -f-  i  ,   sont  ceux  qu  on 

aurait  en  substituant  a  -h  y  et  a  -f-  -, à  la  place  de  x  dans 

b  6-1-1         ^ 

les  polynômes  primitifs  V,  Vj,  Y,,  etc.  Ainsi  la  diden-nce 
entre  les  deux  nombres  des  variations  que  présentent  les 
signes  de  ces  résultats,  est  égale  au  nombre  des  racines  de 

1  équation  V  ==:  o  comprises  entre  a  -\-  -j  et  a  -h  ,  ■>    et 

^  '■  b  b  -\-  \ 

auxquelles  répondent  auîanr  de  valeurs  de  y  comprises 
entre  ^  et  /?  H-  1 . 

S'il  y  a  plusieurs  valeurs  àey  comprises  entre  b  etb-\-i^ 

on  posera  j  =  b  -\-  --,  et  l'on  remplacera  r  par  ^  -h  -  dans 

toutes  les  fonctions  précédentes  en  j^  ^  on  substituera  ensuite 
pour  5,  dans  les  nouvelles  fonctions,  les  nombres  entiers 
'onséculifs.  Ainsi  de  suite. 
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Quand  une  des  inconnues  successives  j^,  2,  etc.,  n'aura 
qu'une  seule  valeur  comprise  entre  deux  nombres  entiers 
consécutifs ,  on  continuera  les  calculs  pour  cette  valeur,  en 
ne  considérant  plus  que  la  seule  transformée  qui  proviendra 
de  la  fonction  V. 

Comme  on  n'a  besoin  que  de  connaître  les  signes  et  non 
les  valeurs  des  fonctions  de  y  pour  chaque  nombre  sub- 
stitué à  la  place  dey,  on  pourra  multiplier  ces  fonctions  par 

des  facteurs  positifs.  Ainsi ,  après  avoir  mis  a-\ —  à  la  place 

de  X  dans  la  fonction  V,  on  pourra  multiplier  la  fonction 
résultante  par  y"\  ce  qui  revient  à  prendre  immédiatement 
pour  cette  fonction  celle  qu'on  obtient  en  opérant  comme 
il  a  été  dit  dans  le  n°  450.  Il  en  serait  de  même  des 
fonctions  transformées  qui  se  déduiraient  des  polynômes 
Vi,  V2,  etc.,  et  de  toutes  les  fonctions  semblables  que  l'on 
aurait  à  considérer  dans  la  suite  des  calculs. 

Quand  on  doit  calculer  avec  une  grande  approximation 
des  racines  qui  sont  très-peu  différentes,  on  peut  d'abord 
obtenir,  par  les  moyens  que  nous  venons  d'indiquer,  une 
valeur  suffisamment  approchée  de  chaque  racine,  puis 
recourir  à  la  méthode  de  Newton,  pour  avoir  une  valeur 
plus  exacte. 

Exemple.  x^-^iix"^  —  102  jr -j-  i8i  =  o. 

(]ette  équation  a  deux  racines  comprises  entre  3  et  4*7  ainsi , 
en  posant  x'  =  3  H —  ■>  J  ^  deux  valeurs  plus  grandes  que  i  ; 

€n  remplaçant  x  par  3  H — •>  dans  les  fonctions  V,  Vj,  Vg, 

et  en  substituant  ensuite  pour  j^ les  nombres  i ,  2  ,  3,  4^  etc., 
on  voit  que  les  deux  valeurs  de  j  sont  comprises  entre  4 

et  5.  Il  faut  alors  poser  r  =z  4  H — '  ^^  ^  <^oit  avoir  deux 
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valeurs  plus  grandes  que  i .  L  une  de  ces  valeurs  de  z  est 
comprise  entre  i  et  2,  et  l'autre  entre  2  et  3.  Arrivé  à  ce 
point,  on  n'a  plus  besoin  de  considérer  les  fonctions  auxi- 
liaires 5  et  l'on  peut  continuer  à  développer  les  deux  racines 
en  fractions  continues ,  comme  nous  l'avons  expliqué  dans 
le  w""  M9. 

Lorsqu'on  a  trouvé  la  valeur  de  chacune  des  deux  racines 
à  moins  de  0,001,  en  calculant  trois  chiffres  de  plus  par  la 
méthode  de  Newton,  on  obtient,  pour  les  valeurs  appro- 
chées de  ces  racines,  2,210128,  et  3,'>2952i. 


CHAPITRE  QLINZIÈ31E. 

THÉORIE  DE  l'ÉLIMINATION  ,  POUR  LA  RÉSOLUTION  DE  DEUX  ÉQUATIONS 
SIMULTANÉES,  DE  DEGRÉ  QUELCONQUE ,  A  DEUX  INCONNUES.  ÉQUA- 
TION  AUX  CARRÉS  DES  DIFFÉRENCES.   RACINES  IMAGINAIRES. 


Sur  la  Jbrme  des  équations  à  deux  inconnues. 

456.  Lorsqu'une  équation  contient  deux  inconnues  x 
et  r,  on  peut  l'ordonner  par  rapport  à  Tune  des  inconnues, 
X  par  exemple.  On  la  ramène  ainsi  à  cette  forme  : 

(i)  A.r'"-hB.r'-'-hCa;'»--^-t-  ...  +  H.r +K  =  o, 

les  coefficients  A  ,  B,  C .  .  .H ,  K  étant  des  polynômes  en  r . 
Pour  que  l'équation  soit  du  degré  m^  il  faut  que  le  coeffi- 
cient A  soit  une  quantité  indépendante  de  ) -,  que  B  ne 
contienne  aucune  puissance  de  y  supérieure  à  la  première  ; 
que  C  ne  contienne  aucune  puissance  de  j^  supérieure  à  la 
seconde 5  ainsi  de  suite*,  enfin  que  K  ne  contienne  que  des 
puissances  dej^  dont  l'exposant  ne  surpasse  pas  m.  On  a  donc 
tous  les  termes  que  l'équation  peut  contenir  en  posant 


De  sorte  que  Féquation  générale  du  degré  m  h  deux  incou 
nues  est 


(2) 


A  .r'"  -f-  (^0  -f-  h,  y)  x'"-  -h  (co  -h  r,  j  -h  r,y')  x'"-' .  .  . 
+  ^0  4-  ^,  r  -f-  -^.j^  -+-...  -f-  /-mj'"  =  G. 


En  supposant  m  ^=  o.  ^  on  obtient  Téquation  générale  du 
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second  degré  à  deux  inconnues 

Comme  une  équation  n'est  pas  altérée  quand  on  divise 
tous  les  termes  par  un  même  nombre,  on  peut  toujours 
faire  en  sorte  que  le  coefficient  de  l'un  des  termes  soit  l'uni  té. 
Mais ,  dans  une  équation  générale  ;  on  doit  donner  à  chaque 
terme  un  coefficient  indéterminé 5  car,  si  l'on  supposait, 
par  exemple,  A  =  i ,  l'équation  (2)  ne  comprendrait  plus  les 
équations  du  degré  m  qui  ne  contiendraient  pas  la  jn'^'"" 
puissance  de  l'inconnue  x. 

457.  Quand  il  faut  déterminer  les  coefficients  d'une 
équation  générale  à  deux  inconnues  de  manière  à  obtenir 
une  équation  particulière  qui  satisfasse  à  des  conditions 
indiquées ,  un  des  coefficients  inconnus  reste  nécessairement 
arbitraire,  et  lorsque  l'on  ar "trouvé  les  valeurs  de  tous  les 
autres  coefficients  exprimées  au  moyen  de  ce  coefficient 
arbitraire,  en  mettant  ces  valeurs  dans  l'équation  générale, 
le  coefficient  arbitraire  est  facteur  dans  tous  les  termes ,  et 
on  peut  le  supprimer.  Le  nombre  des  conditions  nécessaires 
pour  déterminer  ainsi  une  équation  du  degré  m  est  inférieur 
d'une  unité  au  nombre  des  coefficients  de  Féquation  (2)  ^  par 
conséquent  il  est 

2  H-  3  -h  4  +  •  •  •  +  (/w  -4-  0     o"     7'«  ('^^  -+■  3). 

Si  l'on  supposait  l'un  des  coefficients  inconnus  égal  à 
l'unité,  et  si  Téquation  cherchée  ne  devait  pas  contenir  le 
terme  auquel  ce  coefficient  appartiendrait,  on  ne  pourrait 
pas  trouver  des  valeurs  finies  pour  les  autres  coefficients  : 
et  le  but  du  calcul  ne  pourrait  pas  être  atteint. 
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Observations  préliminaires  sur  la  résolution  de  deux 
équations  à  deux  inconnues. 

458.  Pour  résoudre  deux  équations  à  deux  inconnues  x 
et  y,  quand  l'une  d'elles  est  du  premier  degré  par  rapport 
à  une  des  inconnues  x,  il  faut  tirer  de  cette  équation  la 
valeur  de  x  exprimée  en  fonction  de  y  \  la  substitution  de 
cette  valeur  dans  l'autre  équation  en  fournit  une  qui  ne 
contient  plus  que  j^.  Lorsque  les  valeurs  dey  sont  connues, 
en  les  mettant  successivement  dans  la  valeur  de  x  expri- 
mée en  fonction  de  j ,  on  obtient  les  valeurs  correspon- 
dantes de  X 

Ce  procédé  peut  encore  être  appliqué  lorsque  l'une  des 
équations  n'est  que  du  second  degré  par  rapport  à  x.  On 
déduit  de  cette  équation  deux  valeurs  de  x  qui  peuvent 
être  représentées  par  p  -\~  sjq  et  p  —  y^.,  p  ei  g  désignant 
des  fonctions  rationnelles  dej^.  En  substituant  successive- 
ment chacune  de  ces  valeurs  à  la  place  de  x  dans  l'autre 
équation,  on  obtient  deux  équations  enj'^  la  résolution  de 
ces  deux  équations  donne  toutes  les  valeurs  de  y  qui  con- 
viennent au  système  proposé. 

L'équation  qui  résulte  de  la  substitution  de  p  -h  ^q  a  ]a 
place  de  x ,  dans  la  seconde  équation  du  système  proposé, 
est  de  la  forme 

(l)  P  +  Qs/^rrzO, 

P  et  Q  étant  des  fonctions  rationnelles  de  >• 

L'équation  qui  résulte  de  la  substitution  de  />  —  \/q  ne 
diffère  de  la  précédente  que  par  le  signe  de  la  partie  irra- 
tionnelle, de  sorte  qu'elle  est 

En  inullipliant  tes  équations   menibrr  à  membie,    un 
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obtient  une  équation  délivrée  de  radicaux, 

(P-f-Q  V7)(P  — Qs/7)=P,     ou     V'  —  q'q  =  o. 

Pour  avoir  toutes  les  valeurs  de  y  qui  vérifient  les  deux 
premières  équations,  il  suffit  évidemment  de  résoudre  la 
troisième.  Cette  dernière  équation  peut  d'ailleurs  se  déduire 
immédiatement  de  l'une  ou  de  l'autre  des  équations  (i)et(2)-, 
car,  si  dans  chacune  de  ces  équations  on  fait  passer  la  partie 
irrationnelle  dans  le  second  membre ,  en  élevant  ensuite 
les  deux  membres  au  carré ,  on  a 

V'  =  q'cj,     d'où     P^— Q^^  =  o. 

Quand  on  connaît  les  valeurs  dey,  on  obtient  les  valeurs 
de  X  au  moyen  d'un  principe  qui  sera  exposé  ci-après. 

459.  Lorsque  les  premiers  membres  des  équations  pro- 
posées peuvent  être  décomposés  en  facteurs  rationnels  par 
rapport  aux  inconnues ,  la  résolution  du  système  des  deux 
équations  se  ramène  à  la  résolution  de  plusieurs  systèmes 
plus  simples.  Représentons,  par  exemple,  les  deux  équa- 
tions par  M=o,  N=:o,  et  supposons  que  l'on  ait  M=UU'U'^, 
N  =  W,  en  désignant  par  U,  U^  U^  V,  V,  des  facteurs 
rationnels  par  rapport  aux  inconnues  x  et  y.  Il  est  clair 
qu'on  obtiendra  toutes  les  solutions  du  système  M  =^  o , 
N  ==  o ,  en  cbercbant  celles  des  différents  systèmes , 

U''=o 
Y'  =0. 

Si  les  premiers  membres  des  deux  équations  ont  un  fac- 
teur commun,  le  système  proposé  est  vérifié  par  tous  les 
couples  de  valeurs  des  inconnues  qui  réduisent  ce  facteur 
à  zéro,  ce  qui  fournit  un  nombre  illimité  de  solutions. 
Quand  le  facteur  commun  ne  contient  que  x^  en  l'égalant 
à  zéro,  on  a  une  équation  qui  détermine  un  nombre  limité 
5^  cdit.  32 


X]z=0 

U  =  0 

U'=o 

V'=o 

V"=o 

V  =0 

V'  =  o 

V  =0 

Y'z=:0 

V   =0 
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(le  valeurs  de  x^  auxquelles  on  peut  joindre  des  valeurs  quel- 
conques de  y  .  Quand  le  facteur  commun  ne  contient  que  y, 
on  en  déduit,  au  contraire,  des  valeurs  déterminées  dej^ 
auxquelles  on  peut  joindre  des  valeurs  quelconques  de  x. 
Enfin ,  quand  le  facteur  commun  est  dépendant  à  la  fois 
de  X  et  de  7,  il  en  résulte  une  équation  dans  laquelle  une 
des  inconnues  peut  recevoir  des  valeurs  arbitraires  qui 
déterminent  celles  de  l'autre  inconnue. 

460.   Soient  les  deux  équations 

(  j-  —  1)  .r'  —  (2  j^  —  ?,j)  X  +  J*  —  2J-'  -\-  1  =0, 

(  j-  —  3 j  4-  2)  .r-  —  r^  —  3  J-'  -f-  7  j'^  ■+-  1 5 y  —  18  =  0. 

En  effectuant  les  calculs  nécessaires  pour  trouver  le  plus 
grand  commun  diviseur  des  multiplicateurs  des  diverses 
puissances  de  x  et  de  la  partie  indépendante  de  .r,  dans  la 
première  équation ,  on  reconnaît  que  ces  quantités  sont  divi- 
sibles par  j'^  —  I,  ou  [j — i)  (/-f-*)  5  ^t  le  quotient  du  pre- 
mier membre  de  l'équation  pary^ — i  est  x^ — 2yx-^j^ — i . 
On  voit,  de  la  même  manière,  que  le  premier  membre  de  la 
seconde  équation  est  divisible  par  le  trinôme  y^  —  3y-h2  , 
qui  équivaut  à  (y —  i)  [y  —  2),  et  le  quotient  est 
x^  — y^  —  ^y  —  9*  J^^s  équations  proposées  peuvent  dont^ 


s'écrire  ainsi  : 

(7- 

i){r-hi){a:' 

— -  'lyx  -h  7'  —  1)  =  0, 

(r- 

-0(j  — 2)(x-^ 

—  y'  —  6j— 9)=o. 

On  satisfait  à  ces  équations  en  posanty  =  1  avec  des  valeurs 
quelconques  de  X'^  et  on  obtiendra  les  autres  solutions  au 
moyen  des  trois  systèmes  : 

i''.     j   H-  I  =  o,      a:-  —  Y^  —  6jr  —  9  =  ^> 

■i'\     y   —  2=0,      x-  —  2.yx  -h  j'^  —  i  =  o  ; 

3".     X'  —  2yx  -t-  j^  ■ —  1=0,     jc-  —  r^  —  6  y  —  q  =r  o. 
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Le  premier  système  donne  les  deux  couples  j' = — i, 
.x:=:2-^y  =  —  i,a:==  —  2. 

Le  deuxième  système   donne   les   deux  couples  j  ==:  2  ^ 

Le  troisième  système  a  été  résolu  précédemment  (n*^  195) . 
Soient  encore  les  équations 

X-'  —  j3  —  3  xy  -}-  3  j-  =  o , 
Z  x^  —  2  xy  —  y-  =r  o . 

La  première  équation  peut  s  écrire  ainsi 

{x  —  y)  [x'  -h  jrj  -f-  j'  —  3  r)  =:=  o. 
La  seconde  équation  revient  à 

ix"^  —  ixy  -\-  X-  —  y''-  niz  o ,      ou      [x  — j)  (3jr  -}-  j)  rrr  o. 

On  satisfera  donc  aux  deux  équations  en  posant  x — 7  =  0, 
ce  qui  donne  un  nombre  illimité  de  solutions. 

Pour  obtenir  les  autres  solutions ,  il  faut  résoudre  le 
système 

x'^ -^  xy -^  y^  —  3/=3:o,      3x+j^r=o; 

on  en  déduit  le  couple  :r  =  o,  j^  =  o ,  qui  était  déjà  compris 
parmi  les  solutions  de  l'équation  x  —  )^  =:  o ,  et  le  couple 

X  —        7  5  ,T        T' 

Méthode  générale  pour  la  résolution  de  deux  équations 
numériques  à  deux  inconnues. 

461 .  Considérons  deux  équations  de  degré  quelconque  à 
deux  inconnues  x  el  y.  Soit  x=(X.^  y  =  g,  une  solution 
commune  à  ces  deux  équations.  Si,  au  lieu  de  substituer 
simultanément  «  à  la  place  de  x ,  et  ê  à  la  place  de  r ,  on 
substitue  seulement  ê  à  la  place  de  j,  il  en  résultera  deux 
équations  qui  ne  contiendront  plus  que  l'inconnue  x,  et  ces 
équations  devront  être  vérifiées  par  la  valeur  x  =  a^  or, 

32. 
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pour  cela,  il  sera  nécessaire  et  il  suffira  que  les  premiers 
membres  aient  un  commun  diviseur  contenant  le  facteur 
X  —  a.  Ainsi  : 

Deux  équations  à  deux  inconnues  étant  données,  pour 
au  une  valeur  attribuée  à  Vune  des  inconnues  y  convienne 
à  ces  équations,  il  faut  que^  si  Von  substitue  cette  valeur 
dans  les  équations,  les  premiers  membres  acquièrent ,  par 
cette  substitution ,  un  commun  diviseur  fonction  de  Vautre 
inconnue  x.  Réciproquement,  si,  après  la  substitution 
d'une  valeur  de  y,  les  premiers  membres  des  deux  équa- 
tions ont  un  commun  diviseur  fonction  de  x ,  cette  valeur 
de  y  convient  aux  équations  j  et  en  égalant  le  commun 
diviseur  à  zéro ,  on  obtient  une  équation  dont  les  racines 
sont  les  valeurs  correspondantes  de  Vautre  inconnue  x. 

462.  Cette  proposition  donne  lieu  de  penser  qu'on  pourra 
trouver  les  solutions  communes  de  deux  équations,  en  appli- 
quant aux  premiers  membres  les  mêmes  calculs  que  si  Ton 
voulait  obtenir  leur  plus  grand  commun  diviseur. 

Représentons  les  deux  équations  par  A  =  o,  B  =  o. 
Supposons  que  le  degré  de  B,  par  rapport  à  j:,  ne  surpasse 
pas  celui  de  A.  Soit  Q  le  quotient  de  la  division  de  A  par 
B,  en  continuant  l'opération  jusqu'à  ce  que  l'on  ait  un 
reste  de  degré  moindre  que  B  par  rapport  à  X'^  nommons  R 
ce  reste,  et  considérons  d'abord  le  cas  où  la  division  peut 
être  effectuée  sans  que  le  quotient  contienne  des  dénomi- 
nateurs en  y^  et  sans  qu'on  soit  forcé  de  recourir  à  aucune 
préparation  pour  que  cette  condition  soit  remplie.  On  aura 

A  =  BQ  -+-  R. 

D'après  cette  égalité,  toutes  les  valeurs  des  inconnues  qui 
donneront  A  =  o ,  B  =  o ,  devront  donner  aussi  R  =  o  . 
puisque  le  quotient  Q  ne  peut  pas  devenir  infini  pour  des 
valeurs  finies  de  x  et  de  j.  Par  la  même  raison,  toutes  les 
valeurs  qui  donneront  B  =  o  et  R  =  o  donneront  aussi 
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A  =:  o.  On  pourra  donc  remplacer  le  système  des  équations 
A  =  o ,  B  =  o ,  par  le  système  B  =  o ,  R  ==:  o  ,  lequel  est 
plus  simple  que  le  précédent,  en  ce  que  R  est  d'un  degré 
moins  élevé  que  B  par  rapport  à  x. 

La  même  conclusion  n'aurait  plus  lieu  si  le  quotient  Q 
contenait  des  dénominateurs  en  y,  car  alors  il  pourrait  se 
faire  que  A  et  B  étant  réduits  à  zéro ,  Q  devînt  infini  \  dans 
ce  cas  le  terme  B  X  Q  pourrait  avoir  une  valeur  dilïérenie 
de  zéro  \  par  conséquent ,  R  pourrait  ne  pas  être  nul. 

Supposons  que ,  pour  eiTectuer  la  division  de  A  par  \\ , 
sans  que  j'  entre  en  dénominateur  dans  le  quotient,  il  soii 
nécessaire  de  multiplier  d'abord  le  polynôme  A  par  un  fac- 
teur contenant  y .  Nommons  c  ce  facteur,  et  représentons 
encore  par  Q  le  quotient  qu'on  obtiendra  après  cette  pré- 
paration ,  et  par  R  le  reste ,  on  aura 

cA  —  BQh-R. 

Cette  égalité  prouve  que  les  solutions  des  équations  B  =  o , 
R  =  o ,  sont  les  mêmes  que  celles  dos  équations  c  A  =::=  o , 
B=:o.  Or  ce  dernier  système  est  vérifié  lorsqu'on  a  en 
même  temps  A  =  oetB  =  o,  ouc  =  oetB=:o.  Quand 
les  solutions  de  chacun  de  ces  deux  systèmes  diffèrent  toutes 
de  celles  de  l'autre  système ,  elles  doivent  être  toutes  don- 
nées par  les  équations  B  =  o  ,  R  =  o.  Quand  les  deux  sys- 
tèmes ont  des  solutions  communes ,  on  ne  peut  plus  affirmer 
qu'il  en  sera  de  même,  parce  cju'il  faudrait  pouvoir  juger 
si  les  solutions  communes  seront  données  plusieurs  fois  par 
les  équations  B  :=  o ,  R  =  o.  Mais ,  dans  tous  les  cas ,  si  l'on 
calcule  toutes  les  solutions  distinctes  du  dernier  système, 
et  si  l'on  en  retranche  toutes  les  solutions  de  c  =  o,  B  =  o , 
qui  ne  satisferont  pas  à  A  =  o ,  on  sera  assuré  d'avoir  toutes 
les  solutions  distinctes  de  A  =  o  et  B  =  o ,  et  de  ne  pas 
avoir  de  solutions  étrangères. 

On  opérera  sur  les  équations  B  :=  o  et  R  =;  o  de  la  même 
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manière  que  sur  les  équations  A  =  o  et  B  ='o.  On  obtien- 
dra ainsi  un  nouveau  système  formé  de  l'équation  R  =  o  , 
et  d'une  autre  équation  de  degré  moindre  par  rapport  à  x. 
Ce  système  admettra  toutes  les  solutions  du  système  B  =  o, 
R  =  o ,  et  il  pourra  en  admettre  d'autres. 

En  continuant  ainsi ,  on  parviendra  toujours  à  un  sys- 
tème de  deux  équations  dont  Fune  ne  contiendra  plus  x\ 
et  en  déterminant  toutes  les  solutions  de  ce  dernier  système, 
on  aura  toutes  les  solutions  du  système  proposé,  et,  en 
outre ,  celles  qui  auront  été  introduites  par  les  préparations 
qu'on  aura  fait  subir  aux  dividendes  successifs. 

463.  S'il  existe  dans  les  premiers  membres  des  équations 
proposées  des  facteurs  qui  ne  dépendent  que  dey,  on  devra 
les  supprimer,  afin  de  simplifier  les  calculs  ;  et  parce  que 
ceux  qui  se  trouveraient  dans  le  diviseur  et  qu'il  serait 
nécessaire  d'introduire  dans  le  dividende,  donneraient  lieu 
à  des  solution?  étrangères  qui  comprendraient  des  valeurs 
indéterminées  de  x.  On  supprimera  ainsi  des  solutions; 
mais  on  pourra  en  tenir  compte  suivant  ce  qui  a  été  dit 
dans  le  n'^  459.  On  devra  supprimer  pareillement  dans  les 
restes  successifs  les  facteurs  qui  ne  dépendront  que  de  j'^,  en 
tenant  compte  des  solutions  qui  en  résulteront. 

464.  M.  Labatie,  et,  après  lui,  M.  Sarrus,  professeur 
à  la  Faculté  des  Sciences  de  Strasbourg,  ont  démontré 
qu'on  peut  écarter  les  solutions  étrangères,  sans  résoudre 
les  systèmes  dans  lesquels  elles  sont  contenues,  et  sans 
avoir  à  soumettre  ces  solutions  à  des  vérifications  qui 
seraient  le  plus  souvent  tout  à  fait  impraticables.  La  démons- 
tration que  nous  allons  faire  connaître  est  celle  de 
M.  Sarrus-,  mais  la  proposition  qui  en  résulte  n'est  pas 
différente  de  celle  de  M.  Labatie. 

465.  Supposons  que  A  et  B  représentent  les  quotients 
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que  l'on  obtient  en  divisant  les  premiers  membres  des 
équations  proposées  par  tous  ceux  de  leurs  facteurs  qui  ne 
dépendent  que  de  y. 

Soit  c  le  fadeur  par  lequ("l  il  faut  multiplier  A  pour 
effectuer  la  division  par  B*,  représentons  par  ç  le  quotient, 
et  par  R/'  le  reste,  /désignant  le  produit  des  facteurs  de  ce 
reste  qui  ne  dépendent  que  de  y.  Soit  Ci  le  facteur  par  lequel 
il  faut  multiplier  B  pour  effectuer  la  division  par  R  ;  repré- 
sentons par  (ji  le  quotient  et  par  Ri/'i  h)  reste,  j'i  désignant 
le  produit  des  facteurs  de  ce  reste  qui  ne  dépendent  que 
de  y.  Ainsi  de  suite.  Enfin  supposons,  pour  fixer  les  idées  ^ 
qu'à  la  quatrième  division  on  ait  un  reste  indépendant  de  x, 
et  désignons  ce  reste  par  /;,.  On  aura  les  égalités 


iO 


c,B    =:\\q,  H-  R,/,, 
c,R    =R,r/,-f- R,/-,, 

Soient  fl  le  plus  grand  commun  diviseur  de  c  et  de  r, 

d,  celui  de  ~  et  de  /'i,  d^  celui  de  —^  et  de  /'a ,  d^  celui  de 

a  dct^ 

et  de  /'g.  Nous  allons  prouver  qu'on  obtiendra  toutes 


CCiCnCl 


dd,  d-. 


les  solutions  du  système  A  =:=  o,  B  =  o,  sans  aucune  solu- 
tion étrangère,  en  résolvant  les  systèmes  ci-après  : 


(^) 


d  "" 


"1  r^^° 


/"., 

/'. 

.-^^"^ 

, 

;/;  =  " 

R,  =  o._ 

_R=  =  o 

:J 


Pour  établir  cette  proposition ,  nous  prouverons  d'abord 
que  les  solutions  des  systèmes  (2)  conviennent  toutes  aux 
équations  A=:  o ,  B  =  o  -,  nous  fexons  voir  ensuite  que  les 
solutions  du  système  A  =  o,  B  =  o  ,  sont  toutes  comprises 
parmi  celles  des  systèmes  (2), 
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En  divisant  par  d  les  deux  membres  de  la  première  éga- 
lité (i) ,  on  ot tient 

-^  est  entier;  car  c  et  /'  sont  divisibles  par  d^  donc  qh  est 

divisible  par  d-^  mais  B,  par  hypothèse,  est  premier  avec  d\ 
donc  <^  divise  q. 

D'après  l'égalité  (3) ,  les  valeurs  de  j::  et  y  qui  satisfont 

f  c  c        r 

aux  équations  B  =  o ,  -  =  o ,  annulent  -  A  :  or  -  et  -  sont 
^  'a  a  a       a 

premiers  entre  eux;  donc  ces  valeurs  satisfont  à  l'équation 

A  =  o.  Par  conséquent,  i^  toutes  les  solutions  du  système 

y 

B  =  o ,  -  =  o ,  conviennent  au  système  A  =  o ,  B  =  o. 

Pour  avoir  une  relation  entre  A,  R  et  -^9  on  multiplie 

l'égalité  (3)  par  Ci ,  et  Ton  remplace,  dans  celle  qui  en 
résulte,  CjB  par  le  second  membre  de  la  deuxième  éga- 
lité (i);  ce  qui  donne 

^A=(f.i±-)K+i.K,. 

La  quantité est  entière ,  puisque  retq  sont  divi- 

et 

sibles  par  J;  de  plus,  cette  quantité  est  divisible  par  Ji  ; 
car  d^  divise  —^  et  i\^  et  il  est  premier  avec  R.  Divisant  les 
deux  membres  de  l'égalité  ci-dessus  p^^,pQ'f![^Csant,  pour 
abreeer,  -,=  M  et ■jt^-ÈêB^^')  "  vient 

Pour  avoir  une  relation  entre  B,  R  et  -f  ?  on  multiplie 
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d'abord   la  deuxième  égalité    (i)   par   --,    ce    qui    dorme 

—  B  =  -Ç  R  H-  -  Ri  /"i .  Puisque  ~  et  r^  sont  divisibles  par 
d  Cl  d  ^        a 

<ifi,  il  faut  que  d^  divise  aussi  -^  R;  or  d^  est  premier  avec 


d 

-.    Divisât 
d 

d~  ^'  '  dd, 


R,  donc  di  divise  -^-  Divisant  tous  les  termes  par  d^,  et 


posant ,  pour  abréger,  -  =  rv ,  —  =  i>  i ,  il  vient 
(5)  ^B^N.R  +  NR,^. 


D'après  les  égalités  (4)  et  (5) ,  toutes  les  valeurs  de  x  et 
de  j  qui  réduisent  à  zéro  les  polynômes  R  et  -^5  annulent 

aussi  -4  A  et  — !  B:  or  -y|  et  —  sont  premiers  entre  eux; 
dd^  dd,  ddy    ,  rt, 

pa-r  conséquent,  i^  toutes  les  solutions  du  système  R  =  o , 
-1  =  o ,  conviennent  au  système  proposé  A  =  o ,  B  =  o. 

d^ 

On  obtient  une  relation  entre  A,  Ri  et  -^  en  mulli- 

pliant  (4)  par  Cg,  et  remplaçant  C2R  par  le  second  membic 
de  la  troisième  égalité  (i).  On  trouve  ainsi 

C6',C2  ^    l^  ,_      r 


A  — R,  [M,q,-^Uc.,j\  -t-M,R: 


dd^ 

Par  hypothèse ,  d.^  divise  le  premier  membre  de  cette  éga 

lité ,  ainsi  que  r^  \  il  doit  donc  diviser  Ri  (  Mj  (j^-\-^lc^-^\  ; 

or  Ri  et  d^  sont  premiers  entre  eux  :  donc  d^^  divise  le  mul- 
tiplicateur de  Rj.  Désignant  le  quotient  par  M2,  il  vient 

(6)  ^^-i^Ar^M^R.  +  M.R^y. 

En  multipliant  (5)  par  c^ ,  et  remplaçant  ensuite  c^  R  par 
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le  second  membre  de  la  troisième  égalité  (i) ,  il  vient 

'^  B  =  R.  ^N,  q,  4-  N6-,  M  -h  N.R./-,. 

On  démontrerait  comme  ci -dessus  que  le  multiplicateur 
de  Ri  est  divisible  par  (h  ;  et  en  représentant  le  quotient 
par  INg,  on  trouve 

(7)  —^B^-N.R.-f-N.R,-. 

cidy  di  «2 

D'après  les  égalités  (6)  et  (7) ,  toutes  les  valeurs  de  x  et 
A^y  qui  réduisent  les  polynômes  Rj  et  -^  à  zéro,  annulent 

aussi  les  premiers  membres  de  ces  deux  équations  ;  or      '  ' 


et  -7-  sont  premiers  entre  eux;  par  conséquent,  3'*  toutes 

les  solutions  du  système  R^  =  o ,  —  =  o ,  conviennent  au 
système  proposé  A  =  o ,  B  =  o. 

On  obtient  une  relation   entre  A,  Rg  et  -J-  en  multi- 

pliant  (6)  par  C3 ,  et  remplaçant  C3R1  par  le  second  membre 
de  la  quatrième  égalité  (1).  On  trouve  ainsi 


Divisant  les  deux  membres  par  J3 ,  et  désignant  par  M»  le 
quotient  de  la  division  du  polynôme  entier  IVL^^s  4-^3  M,  -- 
par  <T?3 ,  il  vient 

Pour   avoir  une  relation  entre  R,   R^  et  -f  ?  on  mulli- 

d, 

plie  (7)  par  C3 ,  et  l'on  remplace  c'a  Ri  par  le  second  membre 
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de  la  quatrième  égalité  (i) ,  ce  qui  donne 

'''"'"'  B  =  R.  (n.7,  --  C3N.  ^^  +  N,r3. 


Divisant  les  deux  membres  par  (k ,  et  désignant  par  Ng  le 
quotient  de  la  division  du  polynôme  entier  Ngi/g  4-  C3N1  ^ 
par  d^ ,  il  vient 

(9)  "        2S«-«-^'^«'i- 


D'après  les  égaliîés  (8)  et  (9) ,  toutes  les  valeurs  de  x  et 
de  /  qui  réduisent  les  polynômes  R2  et  -^  à  zéro,  annulent 

aussi  les  premiers  membres  de  ces  équations;  or       '     ^ 

et  -^  sont  premiers  entre  eux  5  par  conséquent,  4^  toutes  les 

solutions  du  système  Rg  =  o ,  -^  =  o ,  conviennent  au  sjs- 

tème  proposé  A  =  o ,  B  =  o. 

Il  reste  encore  à  prouver  qu'un  système  quelconque  de 
valeurs  qui  satisfont  aux  équations  A  =  o,  B  =  o,  fait  partie 
des  systèmes  de  valeurs  que  fournissent  les  équations  (2). 

Pour  former  les  relations  qui  démontrent  cette  seconde 
partie  du  théorème ,  remplaçons  d'abord  dans  l'égalité  (3) 

c  p 

~  par  N  et  ^  par  M  \  il  viendra ,  en  transposant  le  terme  MB , 

(10)  NA~-MB  =  R-- 

ci 

Eliminons  maintenant  R  entre  les  égalités  (4)  et  (5).  On 
pourrait  effectuer  cette  élimination  en  retranchant  les  deux 
égalités  l'une  de  l'autre,  après  avoir  multiplié  la  première 
par  Ni,  la  seconde  par  Mj,  et  en  ayant  égard  aux  valeurs 
ci-dessus  de  N^  et  de  Mj  ^  mais  les  calculs  sont  plus  simples 
en  multipliant  (4)  par  B  et  (5)  par  A.  On  trouve  alors,  en 
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retranchant  l'une  de  l'autre  les  deux  égalités  résultantes, 

(  M,  B  —  Ni  A  )  R  4-  (  MB  —  NA)  Ri  9"  =  o-    Remplaçant 
MB  —  NA  par  —  R  -,  et  supprimant  le  facteur  R ,  il  vient 

(il)  N,A  — M,Br:=-R,  ^^. 

Afin  d'éliminer  Ri  entre  (6)  et  (7) ,  on  multiplie  (6)  par  R 
et  (7)  par  A,  puis  on  retranche  l'une  de  l'autre  les  égalités 
résultantes  ^  ce  qui  donne 

(M.B  — N^AjR, -f-(M,B  — N,A)R2^  =:  o. 


d-, 


r  r. 


Remplaçant  Mi  B  —  Ni  A  par  Ri  -  y  7  et  supprimant  le  fat*- 

teur  Rt ,  il  vient 

(12)  iv,A~M,Bz=R,^^^. 

On  parvient  de  la  même  manière  à  l'égalité 

/      ov  ^    '1     '2     '", 

(.3)  p,.,A-M3=--,;^^^;^. 

D'après  l'égalité  (i3),  tout  système  de  valeurs  de  x  er 
dej^  qui  donnera  A  =  o  et  B  =  o,  devra  aussi  satisfaire  à 

l'équation -«-i.-^.-^  =  o,  ce  qui  exige  que  l'un  des  fac- 
tï    rtj    ct'2   ct^ 

leurs -5  -^',  etc.,  devienne  nul^  d'où  il  suit  que  les  équa- 

tiens  -  =  o,  —  =  o,  -^  =  0,  -f=:o,   donnent  toutes  les 

d  rt,  di  r/, 

bonnes  valeurs  dey. 

Cela  posé,  soitx  =  a,  j^r=ê,  un  système  de  bonnes 
valeurs  des  équations  A  =  o  ,  B  =  o. 

Si  la  valeur  j^  =  ê  est  une  racine  de  l'équation  -  =  o ,  il 
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est  clair  que  le  couple  .r  ==:  a  ,  ^  =  é  ,  sera  une  solution  du 

système  B  =  o ,  -  =  o. 

Si  la  valeur  ^^  =  o  ne  vérifie  point  Féquation  -  =  o  ,  et 

qu'elle  soit  une  racine  de  l'équation -^  =  o ,  on  voit  pai' 

ri, 

l'égalité  (10)  que  le  couple  x  =  a  ,  y  =:  ê  ,  donnera  R  =  o  ; 
par  conséquent ,  il  sera  une  solution  du  système  R  =  o, 

Si  la  valeur  j^  =  S  ne  vérifie  ni  l'équation   -=:o,   ni 

l'équation  -^:=:o,  et  qu'elle  soit  une  racine  de  l'équation 

-^  =  0,  on  voit  par  l'égalité  (i  i)que  le  couple  x-=a^  j=.^^ 
donnera  Ri  =0^  par  conséquent,  il  sera  une  solution  du 
système  Kj  =  o ,  —  =z  o. 

et  2 

Si  la  valeur  ^  =  ê  ne  vérifie  aucune  des  équations  -  :=  o , 
^  =  o  ,  y  =  o ,   et  qu'elle  soit  une  racine  de   l'équation 

jnro,  on  voit  par  l'égalité  (12)  que  le  couple x  =  a,  j=  g, 
donnera  Rg  :=:  o;  par  conséquent,  il  sera  une  solution  du 
système  Rs  =  o ,  -^  =  o . 

Donc  tous  les  systèmes  de  valeurs  qui  satisfont  aux  équa- 
tions A  =^  o,  B  =  0,  font  partie  des  systèmes  de  valeurs 
que  fournissent  les  équations  (2) . 

f      7^        7*'       T* 

L'équation  ^'J'J'J~^->  4^^  donne  toutes  les  bonnes 
valeurs  dey^  est  appelée  équation  finale  en  j . 
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♦  EXEMPLE    I. 

X'  -h  Zyx'-  H-  (3j2  — j  -hi)j:+ j'  —  jr' -h  2  j=:  o, 
x^  -^  lyx  +  j-  —  y  =  o. 

Première  Division. 

x^-\-  lyx-^-y"^ — y 


x^-\-  3/x^4-  (3/^— j-f- 1  )x  +j3~ /=*+  2j>' 
—  .r^ —  lyx"^ —  (  y  ^ — y)  x 


x-hy 


yx'-\-{2y'-\-  i)x-hy'—y^-h2y 
-  yx-  —  T.y'^x  — y^  -h  y' 


x-\-iy 

Seconde  Division. 

.r^  -h  2  yx  +  y-  —  y   x  -\-  iy 
■x'^  —  lyx 


r  —  y 

Puisque  Ton  n'a  pas  fait  subir  de  préparation  aux  divi- 
dendes, et  que  l'on  n'a  supprimé  dans  les  restes  aucun  fac- 
teur, on  aura  toutes  les  solutions  du  système  proposé  au 
moyen  des  deux  équations 

xH-2j™0,      y^  —  y=o-y 

ces  équations  donneul  les  deux  couples 

j=r:0,       X=:0;       et       y  :=:   l  ^       x= — 2. 

L'équation  r^  — y  =  o  est  1  équation  finale  en  y. 

EXEMPLE    II.  V 

x"'  -+-  lyx"^  -+-  2/  (  J  —  i).v  -\-  y'-  —  4  z=  o , 
jc-  -+-  2  yx  4-  2  J^  —  5  J  4-  2  =:  o. 

La  première  division  donne  le  reste  (/  —  2)  x  -f-  y^  —  4 
ou  (/  —  2)  [x  ~\-y  H-  2) .  On  supprime  le  facteur  y  —  2 ,  et 
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l'on  divise  le  premier  membre  de  la  seconde  équation  par 
X  -+-J-  -}-  2 ,  ce  qui  conduit  à  un  reste  indépendant  de  x  qui 
est  j'  —  Sy-\-6.  On  obtiendra  toutes  les  solutions  des 
équations  proposées  en  résolvant  les  deux  systèmes  , 

l".  f    —  2=0,       .r^  H-  2.fJC  +  2  j'^  —  5jr  -f-  2  =r  O; 

2°.  jr^  —  5  y -h  6  =  0  y     a:+r-f-2  =  o. 

Le  premier  système  donne  les  deux  couples  y  =  2  ,  x  =  o  : 
y  =  2^  X  =  —  4 ^  6t  le  second  système  donne  les  deux 
couples  j  ==  2^  X  =  —  4  7  JT  =  3  ,  X  =  —  5 . 

On  obtiendra  l'équation  finale  en  y,  en  multipliant 
membre  à  membre  les  deux  équations  y  —  2  =  0  et 
r*  —  Sy  -h6  =  o. 

EXEMPLE    III. 

x^ —  3j.r^-4-  3x'^-\-  3y^x  —  6/a:  —  x  — y^-h  ^y'^-hx  —  3  =  0, 
x^  +  3 rx^  —  3x' H-  3f^x  —  6rx  —  x  -\-y^  —  3jr-  — j  +  3  ==  o . 

Le  reste  de  la  première  division  est  2  (  i-j)  {^x~~\-y^-2y-'5). 
On  divise  le  premier  membre  de  la  seconde  équation  par 
^x^-hy^  —  2y  —  3,  ce  qui  conduit  au  reste  8  (y^  —  2y)x. 
Enfin ,  en  divisant  3x^  -^-/^  —  2/  —  3  par  x^  on  obtient 
le  reste  y^  —  2/  — ^3.  On  aura  donc  toutes  les  solutions  des 
équations  proposées  en  résolvant  les  trois  systèmes 

i".  j^— -ir=o,   a;^-t-3jx^-3^'H-3j^a7-6j^-.r-i-j^-3j-^-j-+3=o; 
2°.  /- — 2j"=o,      3^^-f-/^  —  2y  —  3=0; 
3°.  y"^ — 2/  —  3  =  0,      ^  =  0. 

Le  premier  système  donne  les  trois  couples  )^  =  i ,  x  =  o  ; 
^=1,  x=  2^/=  I,  x=:  —  2. 

Le  deuxième  système  donne  les  quatre  couples  j^  =  o , 
x—i,y^o,  x~  —  i'^y=^7.,  x  =  i',y—2,  x=  —  i. 

Le  troisième  système  donne  les  deux  couples  y  =  3 , 
x=^  O'^y  =:^  —  I,  x  =  o. 


bi"?. 
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EXEMPLE    IV. 

♦ 
i  f  "IJX'^  —  2.x  -\-  5  y  —  2  =  0, 

yx^  —  5  .r  +  4  J  =  o. 
Première  Dwision. 

Pour  effectuer  cette  division,  on  multiplie  d'abord  le 
premier  membre  de  la  première  équation  par  y. 


(  J  —  l)x'^  —  2  X  +  5  J  —  2 

(  j  —  2)  j^^  —  lyx  ~\-  5  j^  —  2  j 
—  (j  —  2)jx2  +  (5j  —  io)x  — 4  j'  +  8j 


jj:^  —  5x-\-  4j' 


7 


(3/ —  io)x+j- +  6j 

Seconde  Dwision. 

Pour  effectuer  cette  division,  on  multiplie  d'abord  le 
dividende  par  ?>j —  lo-,  et  pour  continuer  l'opération,  il 
faut  multiplier  encore  le  reste  par  ?>y  —  10. 

yx"^  —  Sx-\~^y  (3j  —  io)x->t-jr^-\-Ç)y 

(3/ —  I o)yx'^ — (  1 5 j- 5o).r  + 1 2 j^-  40 j  yx - (  r^-^-G j^H- 1 5jr- 5o) 
— — (jr'  +  6^r')-^ 

—  (  /^  4-  6  j^  -h  1 5/  —  5o)  X  +  1 2  j-  —  ^oy 

—  ( 7^  +♦  •  •  •)  (^y —  io).r+36j^  —  24o/^  +  4oojr 
-\- -i-jr^+  isj^H-Si  j'^-h4oj' —  3ooj 

^*4-  12/^  -1-87/^ —  200/^-4-  lOOj. 

Il  est  facile  de  voir  qu'on  aurait  obtenu  le  même  reste, 
si,  au  lieu  de  multiplier  le  dividende  par  3r — 10,  et 
ensuite  le  premier  reste  par  Zy  —  10 ,  on  avait  multiplié  le 
dividende  par  (3  7  —  10)^  ^  il  faut  donc  diviser  le  reste  Gnj 
ci-dessus  par  le  plus  grand  commun  diviseur  de  ce  reste  et 
de  r  (3r —  10)^.  D'ailleurs  on  voit  immédiatement  que  le 
reste  r^  H-  i2}^*-f-  etc.  n'est  pas  divisible  par  3j —  10, 
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puisque  la  valeur  de  y  qui  annule  "ij  —  i  o  étant  frac- 
tionnaire,   elle    ne    peut    pas   rendre    nul   le   polynôme 

y^  -+-  iij''  -h  etc.  (n^^  409).  Tout  se  réduit  donc  à  diviser 
ce  polynôme  par  y\  et  l'on  obtieudra  toutes  les  solutions 
des  équations  proposées  au  moyen  des  deux  équations  ci- 
après  : 

(3/  --  io).r  -hj-  -h  6j  =  o,  ' 

J-*  -h    I2j'  -1-  877'  —  200/  -h    100  =:  O. 

On  peut  remarquer  que  s'il  n'est  résulté  de  la  multipli- 
cation par  Zj  —  10  aucune  solution  étrangère,  cela  tient  à 
ce  que  l'on  ne  peut  pas  satisfaire  en  même  temps  aux  deux 
équations 

3j—  10  —  o,        (3j—    10)j:-hj'H-6j=:r  o, 

puisque,  si  l'on  met  dans  la  seconde  équation  la  valeur  dey 
tirée  de  la  première,  le  premier  membre  se  réduira  à  un 
nombre. 

L'équation  j^*  -f^  i  ij^  H-  87  )^^  —  200j^  -f-  1 00  =  o  admet 
la  racine  commensurable  j  =  i  ^  et  en  supprimant  le 
facteur  y  —  i  ,  on  obtient  l'équation  du  troisième  degré 
y^  -f-  i3j^  -+-  looy  —  100  =  o  -,  les  racines  de  cette  équation 
sont  incommensurables.  La  valeur  de  x  qui  correspond  à 
y  z=  I  est  X  =  I  ^  les  autres  solutions  ne  peuvent  s'obtenir 
qu'approximativement. 

EXEMPLE    V. 

yx'^  —  [j^  —  3  j  —  I  )  X  +  r  =  o , 
,.^2  _  ^2  _|_  3  _  o, 

La  première  division  donne  le  reste  x  ~\-y^  et  la  division 
de  .r^  — y^  -I-  3  par  x  -+-y  donne  le  reste  3.  Ce  reste  étant 
numérique,  il  n'existe  point  de  valeurs  des  inconnues  qui 
le  réduisent  à  zéro^  et  comme  on  n'a  supprimé  aucun  fac- 
teur, les  équations  proposées  sont  incompatibles. 

5*"  édit.  33 
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Remarques  sur  la  méthode  précédente. 

1.   Afin  (le  justifier   en  général  ce  que  nous  avons  dit 
dans  le  4^  exemple,  sur  la  manière  d'eiTectuer  les  prépara- 
tions nécessaires  pour  éviter  les  quotients  fractionnaires, 
désignons  par  A  le  dividende  et  par  B  le  diviseur.  Suppo- 
sons qu'après  avoir  multiplié  A  par  c ,  on  obtienne  un  quo- 
tient q  et  un  reste  A'  qui  contienne  x  à  un  plus  haut  degré 
que  B^  que  l'on  multiplie  A'  par  un  nouveau  facteur  c',  et 
que  la  division  de  c'A'  par  B  donne  un  quotient  q'  et  un 
reste  A^'^  que  l'on  multiplie  A^'  par  un  facteur  c'[^  et  que  la 
division  de  c"Èi!'  par  B  donne  un  quotient  q"  avec  le  reste 
R/',  ce  reste  étant  d'un  degré  moindre  que  le  diviseur  par 
rapport  à  x.  On  aura  les  égalités 

cA  =  B^  -h  A^      c'M  z=^làq'  ^  A",     c"k"  =  B^"  +  Ra. 

Or,  en  multipliant  les  deux  membres  de  la  première  égalité 
par  c' c"^  ceux  de  la  seconde  par  c'\  et  en  ajoutant  ensuite 
les  trois  égalités ,  on  obtient  celle-ci  : 

cc'c"k  =  B(  7c'c"  +  q'c"  -f-  /')  -h  R/-; 

si    dans    cette   dernière   égalité    on    pose    ce' c."  =  Q  ^    et 

qc'c"  -h  q' c"  -h  ^''  =  Q ,  il  vient 

CA=:=BQ-hRr. 

Il  existe  donc  entre  CA,  B  et  Rr  une  relation  semblable  à 
celle  que  présentent  les  égalités  (i)  (page  5o3). 

II.  Pour  conserver  à  la  démonstration  du  n*^  465  toute 
sa  généralité ,  nous  avons  supposé  que  c  et  /pouvaient  avoir 
un  facteur  commun^  mais,  d'après  ce  qu'on  a  dit  au  sujet 
de  l'égalité  (3) ,  si  d  est  le  plus  grand  commun  diviseur  de  c 

et  de  /',  la  division  de  -A  par  B  donnera  un  quotient  qui 

ne  contiendra  point  de  fractions  \  par  conséquent,  c  ne  sera 
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pas  le  facteur  le  plus  simple  par  lequel  il  faudra  multiplier 
A  pour  effectuer  la  division  par  B.  On  peut  donc  faire  en 
sorte  que  c  soit  premier  avec  /■;  et  on  voit  de  même  que, 
si  l'on  a  opéré  convenablement,  c'i  sera  premier  avec  /,, 
Cs  sera  premier  avec  /'g,   c^  sera  premier  avec  /■{.  Alors, 

dans  les  systèmes  (2) ,  l'équation  -.  =  ^  sera  la  même  que 

r  =  o  -,  et  Ton  devra  prendre  pour  di  le  plus  grand  commun 

ce 
diviseur  de  c  et  de  /•,  ;  pour  ri^  celui  de  •—  et  de  i\  ^  pour-  d^^ 

celui  de  -r~  et  de  r^. 
rt,  a, 

III.   Lorsque  le  reste  indépendant  de  jf ,  que  nous  avons 

désigné  par  /'g,  est  nul,  le  polynôme  R^  est  le  plus  grand 

commun  diviseur  des  polynômes  A  et  B,  et  il  divise  aussi  les 

restes  R  et  R, .  Les  équations  proposées  A  =:  o  ,  B  =  o,  sont 

alors  vérifiées  par  toutes  les  solutions  de  l'équation  Rg^o, 

et  les  autres  solutions  sont  données  par  les  deux  équations 

A  B 

7—  =  o,  —-  =  o.  Or,  en  divisant  les  deux  membres  des  égali- 
Rj  R2  ^ 

tés  (i)  par  R2,  on  obtient  d'autres  égalités  qui  ne  diffèrent  des 

premières  qu'en  ce  que  les  quantités  A  ,  B,  R,  R, ,  Rg  sont 

,      .  ,  .  A      B      R     R,     R, 

remplacées  par  les  quotients  —-5  =r->  =7-5  ^;~9  --  ou  i.  Par 

R2     R2     R2     R2     R2 

conséquent  on  aura   toutes  les  solutions  du   système  des 

'         .A  B  ,    ,        ^ 

équations  — -  =  o ,  — -  =  o,  en  resolvant  ceux-ci  : 
R2  Ri 

'  B        1  fr.  R        1  r^,  R,        j 

;/=^'  r:-^^JU=^^'  r:^^JU  =  ^'  â:-^]' 


EXEMPLE    VI. 

x^  -h  J.r^  —  (  /'  -f-  I  )  .r  -h  j  —  r^  =  o  , 

^•'  —  yx'  —  (  j^  -H-  6j  H-  9)  X  H-  r'  -f-  67-  +  9 j  =1  o. 

33. 
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La  première  division  conduit  au  reste 

fx'  -y  (3/  -h  4)  .X  —  (  j^  4-  3  j^  -4-  4  j). 

Pour  faire  la  seconde  division  ,  on  multiplie  le  dividende 
par  j  ,  et  l'on  exécute  encore  la  même  préparation  sur  le 
premier  reste  que  l'on  obtient.  On  est  ainsi  conduit  à  un 
reste  du  premier  degré  en  .r  qui  peut  se  mettre  sous  cette 
forme 

En  divisant  alors  le  reste  du  second  degré  par  x  — j ,  on 
obtient  le  quotient  j^.r  -hj^.-h  3  j  -1-47  et  le  reste  est  nul. 
On  conclut  de  ces  calculs  que  les  premiers  membres  des 
équations  proposées  sont  divisibles  par  x — 7,  de  sorte 
qu'elles  sont  véiifiées  par  toutes  les  solutions  de  Téquation 
indéterminée  x  — y  =  o.  Les  autres  solutions  sont  fournies 
par  le  système  des  deux  équations 

j2  -f  3jr  -h  ^.  =  o ,      r.v  -+-  1-'  -{-  3y  -h  i  =  o  \ 

d'où  Ton  conclut 

y  =  —  I,     J7tzx-f-2,      et      y  =  —  2,      a:  =  -\-  i . 

IV.  Lorsque  le  reste  indépendant  de  x  n'est  pas  nul ,  les 
polynômes  A  et  B  n'ont  aucun  facteur  commun.  Dans  ce 
cas ,  les  équations  A  =  o ,  B  =  o  n'admettent  que  des  solu- 
tions déterminées  pour  chaque  inconnue-,  car.^  dans  chacun 
des  systèmes  (2) ,  l'équation  qui  ne  contient  que  y  donne 
des  valeurs  déterminées  de  celte  inconnue,  et  la  substitu- 
tion de  chaque  valeur  de  j^  dans  l'autre  équation  donne  une 
équation  qui  ne  peut  être  identique,  puisque  les  quantités 
B,  R,  Ri,  R2  n'admettent  point  de  diviseurs  qui  ne  dépen- 
dent que  dey. 

V.  Soit  Téquation  Gx" -j- Hr""' .  .  . -h  Px -h  Q  =  o  , 
les  coetïicients  G,  H,.  .  .,  P,  Q  étant  des  fonctions  d'une 
inconnue  yx  il   pouira   arriver  qu'en   attribuant  à    )    une 
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valeur  6,  on  ail  G  ==:  o.  Or,  si,  avant  de  faire  j  :=  d  ,  ou 

remplace  dans  l'équation  x  par  -—•,  elle  devient 

Qx'"  +  Px'«  -' .  .  .  +  H.r'  -h  G. 
Quand  on  a  G  =  o ,  une  des  racines  de  cette  équation  est 
zéro.  Donc,  puisque  x  =  —,-)  une  des  racines  de  la  pre- 
mière équation  est  infinie.  Si  Ton  a  en  même  temps  G=:o  , 
H  =  o  1  la  seconde  équation  a  deux  racines  nulles  5  par  con- 
séquent la  première  a  deux  racines  infinies.  En  général , 
on  doit  admettre  que  la  première  équation  a  autant  de 
racines  infinies  correspondantes  à  7  ==^  6  qu'il  y  a  de  coeffi- 
cients consécutifs,  à  partir  du  premier  coefficient  G ,  qui 
sont  rendus  nuls  par  cette  valeur  de  y.  Lorsque  l'on  a  deux 
équations  entre  deux  inconnues  x  et  j.  le  système  de  ces 
deux  équations  peut  co'mporter  des  solutions  communes 
formées  d'une  valeur  finie  de  l'une  des  inconnues,  et  d'une 
valeur  infinie  de  l'autre  inconnue.  Mais  les  raisonnements 
qui  ont  été  employés  dans  les  n"*  46^  et  465  ne  sont  pas 
applicables  aux  solutions  infinies,  puisque  l'on  suppose 
que  les  quotients  ne  peuvent  prendre  que  des  valeurs  finies. 
Quand  on  veut  obtenir  les  solutions  formées  d'une  valeur 
finie  de  y  avec  une  valeur  infinie  de  .r,  il  faut  les  déter- 
miner directement  ^  à  cet  effet,  on  divise  tous  les  termes  de 
chacune  des  équations  par  la  plus  haute  puissance  de  x ,  en 
faisant  ensuite  x=r  co  ^  on  obtient  deux  équations  qui  ne 
contiennent  que  l'inconnue  j,  et  il  faut  chercher  les  racines 
communes  à  ces  deux  équations. 

EXEMPLE    VII. 

{  y  —  l)  ^^'  -f-   YJ^  -hf^  —  2  j  ir:  o  , 

(7-— 0-^'  +  7  =  0. 

La  division  conduit  au  reste   )  '  —  ly  :=  o\  ainsi  les  solu- 
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lions  des  équations  proposées  dépendent  du  système 

Ce  système  donne  les  deux  couples  j  =  o,  x  :==  o'^  y  ==  i^ 
X  =  —  2.  Mais  les  équations  proposées  admettent  en  outre 
la  solution  j^=:  i,  x  =  oo  ,  puisque  la  valeur  j=t:  i  anéantit 
le  multiplicateur  de  la  plus  haute  puissance  de  x  dans  cha- 
cune des  équations. 


EXEMPLE    VIII. 


(  j  ~  ' )  ^'  -1-  r  (  j  -h  1  )  ^'  -h  (3  j'^  -t-  j  —  2)  jt  +  2 j  =  o , 

La  première  division  donne  le  reste  (y  —  i)  x  -}-  2j^;  et 
en  prenant  ce  reste  pour  diviseur,  on  parvient,  sans  aucune 
préparation  ,  au  reste  j^  —  i .  On  obtiendra  donc  toutes  les 
solutions  du  système  proposé  en  résolvant  les  deux  équa- 
tions 

J^—  1=0,        (j  —   l).r  +   2J    =  O. 

La  première  équation  donne  j'  =±1.  Poui  j>'= —  i,  ou 
trouve  .r= — i.  Pour  j  =r=:  +  i,  on  trouve  x=:  co  ;  ce  couple 
est  une  solution  des  équations  proposées-,  car  en  divisant 
chacune  d'elles  par  la  plus  haute  puissance  de  x,  et  suppo- 
sant .r  =  oc  ,  les  deux  équations  se  réduisent  à  y  —  i  =  o. 

Equation  aux  carrés  des  différences. 

466.  On  a  vu  comment  on  peut  eflectuer  la  séparation 
des  racines  incommensurables  d'une  équation  numérique, 
en  calculant  d'abord  une  autre  équation  dont  les  racines 
soient  les  difierences  des  racines  de  l'équation  proposée 
prises  deux  à  deux  (n"  4-26).  Nous  allons  maintenant  expli- 
quer comment  on  forme  cette  équation. 

Représentons  réqualioii  proposée  par 
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et  soient  a,  Z',  c,  r/,  etc.,  les  ui  racines.  Supposons  d'abord 
que  l'on  veuille  obtenir  une  équation  dont  les  racines  soient 
les  différences  entre  une  racine  a  et  les  m  —  1  autres 
racines    On  posera 

y  z=:  X  —  rt  ,      d'où     xziz  a  -\-  y . 
En  substituant  a  -\-  y  au  lieu  de  x  ^  dans  f[oc)  =^  o  ,  il  vient 

f{a~^  y)zzz  o, 
ou,  en  développant  (n'^  369) , 

(2)     f[a)+f'(a)y+f"(a)I-+f"(a)-^+    . .  ^  o. 

J\a)  est  nulle ,  puisque  ,  par  hypothèse ,  a  est  une  racine  de 
l'équation  (i).  11  suit  de  là  que  l'équation  (2)  est  divisible 
pary  •  ainsi  elle  admet  une  racine  nulle.  Cette  racine  nulle 
provient  de  la  différence  •«  —  fi'^  car,  d'après  la  relation 
y  =.  X  —  « ,  les  valeurs  de  j  sont  les  différences  entre  la 
racine  a  et  toutes  les  racines  de  l'équation  (i) ,  en  y  com- 
prenant la  racine  «.  Si  Ton  supprime  cette  racine  nulle, 
léquation  se  réduit  à 

/'(«)+/"(«)  7^  +  y"  {«)  —^  +.    .^o; 

cette  dernière  équation  a  pour  racines  les  différences  entre  a 
et  les  ni  —  i  autres  racines  de  la  proposée. 

En  prenant  successivement  pour  a  toutes  les  racines  de  la 
proposée,  et  en  déterminant  les  valeurs  correspondantes 
de  j%  on  obtiendra  toutes  les  différences  des  racines  com- 
binées deux  à  deux;  or  on  aura  ainsi  effectué  la  résolution 
du  système  des  deux  équations  f{x)  =  o  et 

(3)  •^"W+-^"W7^+-^"'('^)t173+--  =°- 

Par  conséquent,  si  Ton  élimine  x  entre  ces  deux  équations, 
l'équation  finale  en  )  sera  l'équation  cherchée 
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467.  L'équation  proposée  étant  du  degré  m,  l'équation 
aux  différences  est  du  degré  m  [m —  i)  •  car  le  nombre  de 
ses  racines  est  égal  au  nombre  des  arrangements  qu'on  peut 
former  avec  m  lettres  a^b^c  ^  etc.,  en  les  prenant  deux  à 
deux.  Cette  équation  ne  contient  ql^  des  puissances  paires 
de  l'inconnue^  car  elle  admet  à  la  fois  les  racines  a  —  h  et 
h  —  a-^  par  conséquent  ses  racines  sont  deux  à  deux  égales 
en  valeur  absolue, et  désignes  contraires.  En  faisan tj^^r=:^, 
on  obtiendra  une  équation  de  degré  sous-double,  dont  les 
racines  seront  les  carrés  des  différences  des.  racines  de  l'équa- 
tion proposée ,  et  qu'on  nomme,  par  cette  raison  ,  équation 
aux  carrés  des  différences . 

4'68.  Le  principal  usage  de  l'équation  aux  différences  est 
de  faire  trouver,  comme  nous  l'avons  dit  dans  le  n°  426 , 
une  quantité  moindre  que  la  plus  petite  différence  des  racines 
d'une  équation  donnée;  à  cet  effet,  on  cherche  une  limite 
inférieure  des  racines  positives  de  l'équation  aux  diffé- 
rences :  cette  limite  est  la  quantité  qu'on  voulait  obtenir. 
On  peut  aussi  chercher  une  limite  inférieure  des  racines  de 
l'équation  aux  carrés  des  différences  ,  et  prendre  la  racine 
carrée  de  cette  limite  \  on  obtient  s0J^vent ,  de  cette  manière, 
une  limite  plus  grand(;,  qui  est  par  conséquent  préférable. 

11  peut  arriver  que  l'élimini^tion  de  x  entre  les  équa- 
tions (i)  et  (3)  conduise  à  plusieurs  équations  partielles  enj^, 
qui  comprennent  chacune  une  partie  des  valeurs  de  y. 
Dans  ce  cas,  on  détermine  une  quantité  moiiiclre  que  la 
plus  petite  ditïërence  des  racines  de  l'équation  proposée,  en 
cherchant  les  limitef,<  inférijeures  des  racines  de  chaque 
équation  partielle-  eî^^mme  chaque  dirtérence  doit  se 
trouver  à  la  fois  dans  K^fvstème  dë;^e.s  équations  avec  le 
signe  -h  et  avec  le  signe  — ,  on  peut  pjrèndre  pour  la  quan- 
tité cherchée  la  plus  petite  limite  inférieure  des  valeurs 
positives  de  y.  ou  la  plus  petite  limite  inférieure  des  valeurs 


négatives, 
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Si  l'on  n'a  pas  fait  les  opérations  nécessaires  pour  que 
les  équations  en  y  ne  renferment  pas  des  racines  étran- 
gères ,  on  pourra  se  servir  de  ces  équations  pour  déterminer 
la  quantité  dont  nous  venons  de  parler-,  seulement  on  sera 
exposé  à  obtenir  une  limite  moindre  que  celle  que  l'on 
trouverait  si  les  équations  en  y  avaient  été  débarrassées  des 
racines  étrangères. 

469.  L'équation  aux  carrés  des  diflerences  donne  le 
moyen  de  reconnaître  si  l'équation  proposée  a  des  racines 
imaginaires. 

Lorsque  toutes  les  racines  d'une  équation  sont  réelles, 
l'équation  aux  carrés  des  différences  a  toutes  ses  racines 
réelles  et  positives^  par  conséquent,  elle  est  complète  et 
elle  n'a  que  des  variations  de  signes.  (Nous  supposons  que 
l'équation  proposée  n'a  pas  de  racines  égales,  de  sorte  que 
l'équation  aux  différences  n'a  pas  de  racines  nulles.) 

Réciproquement,  si  l'équation  aux  carrés  des  différences 
est  complète  et  ne  présente  que  des  variations ,  l'équation 
proposée  a  toutes  ses  racines  réelles  ^  car,  si  elle  avait  deux 
racines  imaginaires  ,  a  H-  ê  \J — i  et  a  —  6  y  —  i ,  le  carré 
de  la  différence  de  ces  deux  expressions  étant  —  4  o^,  il 
s'ensuivrait  que  l'équation  aux  carrés  des  différences  aurait 
une  racine  négative,  et  puisqu'elle  est  complète,  elle  devrait 
avoir  au  moins  une  permanence,  ce  qui  est  contraire  à 
l'hypothèse. 

En  considérant  l'équation  x^  -+-  px  4-  <y  =  t) ,  on  trouve 
que  l'équation  aux  carrés  des  différences  est 


z^  4-  iS pz^  -h  9/»"  s  -h  4/^^  "+~  27  7 


2  — 


On  en  conclut  que  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
pour  que  l'équation  proposée  ait  toutes  ses  racines  réelles 
sont  /;<lo,  ^ p'^ -\- '1^  cf"  <C  *.> '^  ce  qui  s'accorde  avec  ce 
qu'on  a  vu  dans  le  n"  429  (i"^'  exe  triple). 
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Calcul  des  racines  imaginaires. 

470.  Lorsque  l'on  veut  trouver  les  racines  imaginaires 
d'une  équation  f{x)  =  o ,  on  représente  ces  racines  par 
r  -V-  z  \j — I,  y  et  z  devant  être  des  quantités  réelles.  En 
remplaçant  x  par  y -j-  z  s/ — i ,  dans  le  polynôme  f(x) ,  on 
a  un  résultat  de  la  forme  P  -f-  Q^  y/ — i .  Ce  résultat  devant 
Lître  nul ,  il  faut  que  l'on  ait  P  =  o  et  ^  =  o ,  ou  P  :^  o  et 
Q  =:  05  mais,  pour  les  racines  imaginaires ,  j'^  étant  réelle, 
5  ne  peut  être  nulle.  On  obtiendra  donc  toutes  les  racines 
imaginaires,  en  déterminant  les  couples  de  valeurs  réelles 
dej  et  de  z  qui  vérifieront  les  deux  dernières  équations. 

On  a 


c 


1 . 2 


12  3^  -^     ^^^  1.2.3.4 

Donc  Jes  équations  P  =  o ,  Q  =  o ,  sont 

On  devra  éliminer  une  des  inconnues  j"  et  z  entre  ces  deux 
équatioiîs,  afin  d'obtenir  une  ou  plusieurs  autres  équa- 
tions qui  déterminent  les  valeurs  de  l'autre  inconnue.  Si 
Ton  élimine  y,  les  équations  résultantes  ne  contiendront 
(jue  des  puissances  paires  de  z  ,  puisque  z  n'entre  qu'à  des 
puissances  paires  dans  les  deux  équations. 

471.  Le  système  des  équations  (i)  et  (2)  admet  d'autres 
solutions  que  les  couples  de  valeurs  réelles  de  y  et  de  z 
qui  déterminent  les  racines  imaginaires  de  l'équation  pro- 
posée,  et   il   est    facile    de    voir   comment    ces    solutions 
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dépendent  des  laeines  de  la  proposée.  En  eiï'et,  les  équa- 
tions (i)  et  (2)  expriment  que  )^  H- ^  s/ — i  est  une  racine  de 
l'équation^ (jt?)  =r=  o ,  et  que  j^  —  z  y/ — i  est  aussi  une  racine 
de  la  même  équation.  Or,  si  l'on  représente  par  a  et  b  deux 
racines  quelconques  def{x)  =  o ,  et  si  l'on  pose 

y-hz\/—it=a^      y  —  zsl—\  —  b, 

on  en  conclut 

a  -\~  b  a  -r-  b 


y  =  -— — , 


2  si — 1 

Il  suit  de  là  que  les  valeurs  de  y  seront  les  demi-sommes 
des  racines  de  l'équation  proposée  combinées  deux  à  deux  ; 
et,  si  l'on  fait  z^  =  u,  les  valeurs  de  u  seront  les  carrés  des 
dillérences  des  racines,  pris  en  signes  contraires  et  divisés 
par  4.  Si  l'on  a  calculé  l'équation  aux  carrés  des  différences, 
elle  tiendra  lieu  de  celle  que  produirait  l'élimination  de  r 
entre  les  équations  (i)  et  (2).  On  devra  alors  calculer  les 
racines  négatives  de  l'équation  aux  carrés  des  différences , 
les  prendre  en  signe  contraire ,  lesdiviser  par  4,  et  extraire 
les  racines  carrées  des  résultats.  On  obtiendra  ainsi  toutes 
les  valeurs  de  z;  on  trouvera  ensuite  les  valeurs  correspon- 
dantes de  Y^  en  substituant  chacune  des  valeurs  de  z  dans 
les  équations  (i)  et  (2)  et  cherchant  le  plus  grand  commun 
diviseur  des  équations  en  y  produites  par  la  substitution.  Il 
pourra  d'ailleurs  arriver  que  toutes  les  valeurs  de  z  ne 
déterminent  pas  des  valeurs  réelles  de  y  ;  car,  lorsque  l'équa- 
tion proposée  a  des  racines  imaginaires  non  conjuguées, 
dont  la  partie  réelle  est  la  même  ,  comme  a  H- j5  \/ — i  et 

oc  -\-y  s/ — I  ,  le  carré  de  la  différence  de  ces  racines  est  une 
quantité  négative;  de  sorte  que  l'équation  aux  carrés  des 
différences  peut  avoir  plus  de  racines  négatives  que  la  pro- 
posée n'a  de  couples  de  racines  imaginaires. 
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CHAPITRE  SEIZIÈME. 

DE  l'abaissement  DES  ÉQUATIONS.  DES  ÉQUATIONS  RÉCIPROQUES. 
RECHERCHE  DES  DIVISEURS  DU  SECOND  DEGRÉ.  ÉQUATIONS  BINOMES 
ET  TRINOMES.  ÉQUATIONS  IRRATIONNELLES.  RÉSOLUTION  GÉNÉRALE 
DE    l'équation    DU    QUATRIEME    DEGRÉ. 


De  rabaissement  des  équations. 

¥1^1.  On  a  vu  qu'une  équation  qui  a  des  racines  égales 
peut  être  remplacée  par  plusieurs  autres  équations  de 
degrés  moindres^  on  dit  alors  que  l'éqviation  proposée  est 
susceptible  à' abaissement.  On  peut  également  abaisser  le 
degré  d'une  équation ,  quand  on  connaît  des  relations  par- 
ticulières entre  quelques-unes  des  racines. 

473.  Supposons  qu'en  désignant  par  /?,  q^  r  trois  quan- 
tités connues ,  on  sache  que  deux  racines  a  et  b  d'une  équa- 
tion/(.r)  =  o  doivent  vérifier  l'équation 

(i)  pa  -i-  rjb  =z  r. 

Puisque  a  et  b  sont  des  racines  de  l'équation  y  (x)  =  o, 
on  devra  avoir /"(a)  =:  o  ,J{b)  =  o.  Or,  en  substituant  dans 
J'(^b)  =r  o  la  valeur  de  b  tirée  de  l'équation  (i)  ,  on  obtient 

/  ( — I  =  o.   La  quantité  a  doit  donc  vérifier  à  la  fois 

les  deux  équations  /(x)  =z  o  etjl ^j  =  o.  Par  consé- 
quent, si  l'on  cherche  le  plus  grand  commun  diviseur  D 
des  premiers  membres  de  ces  équations ,  l'équation  D  =  o 
admettra  la  racine  a. 

Si  l'équation  y  (x)  =:  o  a  une  racine  a  qui  satisfasse  à  la 

...                                                        r  .         ,  . 

condition  />{/  -h  aa  =  / ,   ou  a  =  •>  celte  racine  veri- 

/?  4-  V 
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fiera  aussi  l'équation /'( ~]  =:o;  par  conséquent  elle 

sera  donnée  pnr  l'équation  D  =  o. 

Réciproquement,  toute  racine  a  de  l'équation  Dr=o 
sera  une  racine  de  l'équation  proposée,  par  laquelle  on  en 
aura  une  autre  b ,  au  moyen  de  la  relation  pa  -\-  qh  =z  i\ 
ou  c{ui  satisfera  à  la  condition  pa-{-  qa  =^r-^  car  cette  racine 

V  en  liera  1  équation/ 1 —  ]  ==  o ,  par  conséquent — 

sera  une  racine  àe  f(pc)  =.  o. 

474.   Si  l'on  a  /?  =  <yr,  la  relation  (i)  devient  «-{-^  =  5,  en 

posant  pour  abréger  -  ==  5.  Il  faut  alors  chercher  le  plus 

grand  commun  diviseur  des  polynômes  y(.r)  ^t  f[s — x). 
Soit  D  ce  plus  grand  commun  diviseur.  Les  deux  racines  a 
et  b  entrant  de  la  même  manière  dans  la  relation  a-\-b=zs^ 
l'équation  D  =  o  ne  doit  pas  donner  une  d'elles  plutôt  que 
l'autre;  ainsi  elle  doit  les  donner  toutes  deux.  Cette  équa- 
tion doit  donner,  en  outre,  toutes  les  racines  de  l'équation 
proposée  qui  satisfont  à  la  condition  a-\-a=^s^  ou  a=.^s. 

Si  toutes  les  racines  peuvent  être  groupées  deux  à  deux 
de  manière  que  la  somme  des  racines  de  chaque  groupe  soit 
égale  à  s^  réquationy(.ç  —  ne)  =  o  sera  la  même  c[\ief[x)  ^=  o, 
et  il  faudra  recourir  à  un  autre  procédé  pour  opérer  l'abais- 
sement On  pourra  diminuer  les  racines  de  75  *,  la  somme 
des  racines  de  chaque  groupe  sera  alors  diminuée  de  5;  il 
résultera  de  là  que  les  racines  de  l'équation  transformée 
seront  égales  deux  à  deux  en  valeur  absolue ,  et  de  signes 
contraires;  par  conséquent  cette  équation  sera  réductible  à 
un  degré  sous-double. 

Si  l'équation  J(jo)  =  o  est  de  degré  impair  et  ne  change 
pas  quand  on  y  remplace  x  par  s  —  x,  elle  a  au  moins  une 
racine  égale  à  ^5;  et  quand  on  a  diminué  toutes  les  racines 
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de  --  s,  la  racine  correspondante  de  la  transformée  est  égale 


2 

à  zéro 


475.  Quand  on  connaît  le  produit  p  de  deux  racines, 
en  représentant  une  de  ces  racines  par  «,  l'autre  est  ^;  et 
comme  a  ne  désigne  pas  une  des  deux  racines  plutôt  que 
l'autre,  chacune  d'elles  doit  vérifier  Féquationyf -  j  =  o. 
En  conséquence,  on  cherchera  le  plus  grand  commun  divi- 
seur D  des  polynômes /'(^)  et/'f  -  )  -,  l'équation  D  =  o  devra 


admettre  les  deux  racines  a  et  —  Si  la  proposée/  (x)  =  o  a 

des  racines  dont  le  carré  soit  égal  à  p,  elles  seront  aussi 
comprises    dans    l'équation    D  =  o  ;    car,    en    supposant 

a  =:±Lslp  ^  on  a  -  =  i  \//?.  Mais ,  puisque  p  est  une  quan- 
tité connue ,  on  peut  supprimer  toutes  les  racines  de  l'équa- 
tion proposée  égaies  à  dz  si  p  Alors  l'équation  D  =:  o  ne 
donnera  que  les  racines  qui  pourront  être  groupées  deux  à 
deux,  de  manière  que  le  produit  des  racines  de  chaque 
groupe  soit  égal  à  p. 

476.  Lorsque  chaque  racine  a  est  liée  à  une  autre  b  de 
telle  sorte  que  l'on  ait  ab  =^p^  les  équations  J[x)  =  o  et 

f\-\  =o  sont  identiques,  et  l'abaissement    ne  peut  plus 

être  opéré  de  la  même  manière. 

Si  l'on  représente  par  z  la  somme  de  deux  racines  d'un 
même  couple,  le  nombre  des  valeurs  de  z  sera  la  moitié  du 
nombre  des  racines;  par  conséquent  ces  valeurs  dépen- 
dront d'une  équation  dont  le  degré  sera  sous-double  de  celui 
de  la  proposée,  z  désignant  la  somme  de  deux  racines  dont 
le  produit  est  /?,  le  polynôme  J\x)  devra  être  divisible  par 
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x^  —  zx-{-p^  on  pourra  effectuer  la  division  et  on  devra 
expi  mer  que  le  resle  du  premier  degré  par  rapport  à  x 
doit  être  nul  indépendamment  de  la  valeur  de  x  5  on  obtien- 
dra ainsi  deux  équations  M  =  o  ,  N  =  o  ^  on  calculera  le 
plus  grand  commun  diviseur  D  des  polynômes  M  et  Nj 
l'équation  cherchée  sera  D  =  o. 

477.   On  peut  former  autrement  l'équation  en  z.  Consi- 
dérons, par  exemple,  une  équation  du  sixième  degré, 

(2)  x^  H-  Ajt^  +  Bx'  4-  Cx^  -\-  Dx-  -f-  Eo:  -f-  F  =  o. 

Cherchons  d'abord  quelles  sont  les  conditions  nécessaires 
pour  que  les  racines  présentent  le  cas  dont  nous  nous  occu- 

pons.  En  remplaçant  x  par  -  -,  on  obtient  l'équation 

(3)  .rr,^^a:^^^x^-^^-fx^^--fx^+-fx-^^-  =  o. 

Pour  que  ces  d'eux  équations  soient  identiques,  on  doit 

avoir 

._£/>      R_D/>'      f,_cp' 
A_— ,      B_^,      C_  — , 

La  dernière  condition  donne  F^=p*',  d'où  F=  ^  p^'-,  mais 
puisque  les  racines  doivent  se  grouper  deux  à  deux  de 
manière  que  le  produit  des  racines  de  chaque  groupe  soit 
égal  à  p,  le  produit  de  toutes  les  racines  doit  être  égal  à  ^^: 
par  conséquent  on  doit  rejeter  la  condition  F  =  —  p^.  Les 
conditions  ci-dessus  se  réduisent  ainsi  aux  suivantes  ; 

¥=p\     E  =  Ap\     Bz=Bp; 

de  sorte  que  l'équation  est 

''4.)        T^'  +  A  T^  -h  Bx'  -h  Cx^  -\-  Bpx^  -+-  Ap'x  -4-  />>^  =r  0, 
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Il  est  clair  que,  si  l'on  considérait  une  équation  d'un  desré 

plus  élevé,  on  obtiendrait  des  conditions  analogues. 

En  divisant  tous  les  termes  de  l'équation  (4)  par  x^  et 
réunissant  les  termes  également  éloignés  des  extrêmes,  on  a 


(5) 
Soit 

(6) 


x-"  -\-  ^— 

x^ 


A(.=  +g)+B(..  +  g-^C  =  o. 


p 

X 


on  trouve ,  en  élevant  les  deux  membres  au  carré , 


(7) 

X' 

z^ —  ip. 

En  n 

lultipliant  x^ 

p' 

-h  -  par  X 

p 

H-- 5  on 

X 

obtien 

donc 

P' 

■r-'  -\-' h  px 

X         '^ 

P' 

-h'—,      ou 
x^ 

x^ 

-^P  i'^ 

(8) 

p' 

x^ 

'  —  3pz. 

En  substituant  dans  l'équation  (4)  les  valeurs  des  binômes 

P  P^  P^ 

X  -i — ?  x'^  -\ — -•)  x^  -i — ^'  on  aura ,  pour  déterminer  z,  une 

équation  du  troisième  degré.  Les  valeurs  de  z  étant  connues, 
on  obtiendra  celles  de  x  au  moyen  de  l'équation  (6) ,  ou 

x'^  —  zx  -h  p  =^  o, 

478.  Lorsqu'on  rend  les  équations  (a)  et  (3)  identiques 
en  adoptant  la  condition  F  = —  p^.  les  autres  conditions 
sont  E=—Ap%  D=:  —  Bp,  et  C=— C,  d'où  C  =  o. 
D'après  ces  conditions,  les  racines  de  l'équation  (2)  sont 
telles  qu'on  les  reproduit  toutes  en  divisant  successive- 
ment p  par  chacune  d'elles  ;  ainsi ,  à  chaque  racine  a ,  il  en 
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correspond  une  autre -5    à   moins   que    l'on    n'ait   a  = -- 
^  n  ^  a 

d'où  «  =  ±:  \//? .    Le    produit    de    toutes    les    racines    qui 

forment  des  groupes  tels  que  a  et  -  est  une  puissance  de  p  \ 

donc,  puisque  le  produit  de  toutes  les  racines  est  — p^,  il 
faut  qu'une  des  racines  soit  égale  à  —  sjp-^  et,  puisque  le 
nombre  des  racines  est  pair,  il  faut  qu'il  y  ait  aussi  une 
racine  égale  à  -f-  \Jp.  S'il  y  a  plusieurs  racines  égales  à 
—  Sp^  elles  sont  en  nombre  impair,  et  il  en  est  de  même 
des  racines  égales  à  -h  sjp.  On  supprimera  ces  racines,  et 
on  obtiendra  ensuite  les  autres  racines  de  la  même  manière 
que  dans  le  numéro  précédent. 

479.  Considérons  encore  le  cas  où  l'on  connaît  une  rela- 
tion entre  trois  racines,  et  supposons  qu'elle  soit  exprimée 
par  l'équation 

(9)  pa  -\-  qh  -h  rc  =:=  .v, 

Pf  g-,  i'-,  s  étant  des  quantités  connues.  On  devra  joindre 
cette  relation  les  trois  équations 

f{a)  =  o,     f[b)=o,     f(c)  =  o. 

En  éliminant  h  et  c  entre  les  dëtix  dernières  équations  et 
l'équation  (9) ,  on  en  obtiendra  une  qui  ne  contiendj  a  que 
l'inconnue  a,  et  qui  devra  être  vérifiée  en  même  temps  que 
f(a^  =  0'^  par  conséquent  ces  deux  équations  admettront 
un  commun  diviseur  D,  au  moj^en  duquel  on  trouvera  la 
valeur  de  a.  Si  l'on  a  p=  ç^  l'équation  D  =  o  devra  donner 
les  deux  racines  «  et  ^  5  si  l'on  aLp=^cj^=r^  l'équation  D  =  o 
donnera  les  trois  racines  a,  ^,  c.  Si,  outre  les  racines  qui 
satisfont  à  l'équation  (9) ,  il  y  a  une  racine  a  qui  soit  liée  à 
une  autre  b  par  la  condition  pa -{- qh -\-rh  ^=  s^  ou  qui 
satisfasse  à  la  condition  pa  -\-  qa -\-  m  =  s^  elle  sera  aussi 
comprise  dans  l'équation  D  =  o,  puisqu'elle  fera  partie 
S*"  èdit.  34 
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d'un  système  de  valeurs  de  a ,  &  et  c  qui  vérifiera  l'équa- 
tion (9)  et  les  trois  équations 

f{a)=zo,     f{b)  =  o,     f{c)  =  o. 

480.  Supposons  que  la  relation  connue  soit  a-i-c  =  2b. 
En  clierchant  une  des  trois  racines  a^b^  c  par  la  méthode 
qui  vient  d'être  indiquée,  on  trouvera  aussi  les  racines  qui 
satisferont  à  la  condition  a-j- a=  ia]  et  comme  cette  rela- 
tion est  une  identité ,  on  devra  trouver  toutes  les  racines  ; 
de  sorte  que  l'équation  D  =  o  sera  la  même  q\ief{x)  =  o. 

On  parvient  à  la  même  conclusion  par  une  autre  consi- 
dération, qui  montre  en  même  temps  comment  la  méthode 
doit  être  modifiée,  dans  le  cas  qui  nous  occupe  et  dans  les 
autres  cas  analogues.  Supposons  qu'on  veuille  trouver  la 
racine  Z>,  qui  est  moyenne  arithmétique  entre  deux  autres. 
De  la  relation  a~h  c  =  2b  jointe  à  f{c)  =  o,  on  conclut 
fU  b  —  a)  =  o'^  il  faut  donc  éliminer  a  entre  /"(a  b  —  a)  =  o 
et  fia)  =  o.  Afin  de  reconnaitre  quelles  seront  les  solutions 
de  ces  deux  équations,  exprimons -les  par  y(x)  =  o  et 
fiiy  —  x)  =  o^  et  concevons  que  l'on  substitue  successi- 
vement dans  la  seconde,  à  la  place  de  x,  les  racines  a,  ô, 
c ,  etc.  de  la  première.  Par  la  substitution  de  a  à  la  place 
de  x,  on  aura  l'équation  J(2J  —  a)  =  o ,  et  on  satisfera  à 
cette  équation,  en  posant  ij  —  a  z=:  a  ^  =^?  =c,  etc.; 

donc 

y  — a,      =\{a  +  b),      =:  1  (« -|- c), .  .  .  . 

De  même,  en  remplaçant  x  par  b  ,  on  obtiendra 

H  suit  de  là  qu'en  éliminant  x  entre  les  deux  équations, 
on  parviendra  à  une  équation  dont  les  racines  seront  toutes 
celles  de  la  proposée,  et  les  demi-sommes  de  ces  racines 
prises  deux  à  deuTi.  Soit  F(j^)  =  o  cette  équation  5  on 
pourra  supprimer  les  racines  égales  à  celles  de  la  proposée 
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en  divisant  F  (y)  par  f(y)  ^  il  en  lésultera  une  équation 
qui  ne  comprendra  plus  que  les  demi-sommes  des  racines 
a,Z>,r,etc.^  et,  d'après  la  relation  Z>  =  f  (a -h  c) ,  cette 
équation  aura  une  racine  commune  avec  la  proposée,  qui 
sera  la  racine  b.     . 

Au  lieu  du  système  des  deux  équations 

f(x)  =  o     et    /(2  j  —  .r)  =  o , 
on  peut  considérer  le  système  équivalent 

/[x)  =  o     et    /{Q.f  —  x)  —f{x)  =  G. 

La  dernière  équation  admet  le  facteur  j^  —  x\  car  le  pre- 
mier membre  devient  nul  quand  on  suppose  y  =  x.  En 
supprimant  le  facteur  y  —  x^  avant  de  faire  l'élimination, 
on  supprimera  les  solutions  du  systèmey(j:)  =  o,  j^ — x  =  o, 
par  lesquelles  on  a  les  valeurs  de  j'^  égales  aux  racines  de  la 
proposée 5  et  en  effectuant  ensuite  l'élimination,  on  obtien- 
dra l'équation  qui  devra  donner  les  demi-sommes  des  racines 
considérées  deux  à  deux. 

481 .  Ce  que  nous  venons  de  dire ,  par  rapport  à  des  rela- 
tions exprimées  par  des  équations  du  premier  degré ,  s'ap- 
plique à  des  relations  quelconques  \  et  les  difficultés  que  l'on 
peut  rencontrer  dans  les  questions  de  cette  nature  ne  con- 
sistent que  dans  les  éliminations  qu'il  faut  elfectuer. 

((  En  général,  dit  Lacroix,  l'abaissement  a  lieu  lors- 
»  qu'on  obtient ,  entre  les  inconnues  d'un  problème  pos- 
»  sible ,  plus  d'équations  qu'il  ne  renferme  d'inconnues ,  ce 
»  à  quoi  on  parvient  souvent  en  considérant  le  problème 
))  proposé  sous  plusieurs  faces  ^  on  trouve  alors  entre  une 
))  même  inconnue  deux  équations  finales  qui,  devant  s'ac- 
))  corder  entre  elles ,  ont  un  diviseur  commun ,  duquel  on 
»  tire  la  solution  la  plus  simple  dont  le  problème  soit  sus- 
»   ceptible.    )> 

34. 
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482.  Lorsque  l'on  veut  déterminer  des  coefficients  d^une 
équation ,  de  manière  qu'elle  admette  des  racines  qui  satis- 
fassent à  de  certaines  conditions,  on  déduit  de  ces  condi- 
tions un  systèmje  d'équations  qui  doivent  être  vérifiées 
simultanément  5  et  on  en  conclut  les  relations  qui  doivent 
exister  entre  les  coefficients ,  en  éliminant  toutes  les  autres 
inconnues. 

Supposons,  par  exemple,  que  l'on  ait  à  trouver  les  rela- 
tions qui  doivent  exister  entre  les  coefficients  d'une  équa- 
tion ,  pour  qu'elle  ait  deux  racines  qui  ne  difïèrent  l'une  de 
l'autre  que  par  leur  signe.  Soit  l'équation 

x'"  -h  px^  H-  qx''-  -\-  rx  -\-  S  :=.Q, 

Celle  qui  a  les  mêmes  racines  prises  en  signes  contraires  est 

jc"  —  px^  -f-  qx^  —  rx  ^  s-==.o\ 

il  faudra  donc  que  cette  équation  et  la  précédente    aient 
deux  racines  communes. 

On  peut  substituer  à  ces  deux  équations  Celles  qui  s'en 
déduisent  en  les  ajoutant  et  en  les  retranchant ,  ce  qui  donne 

x'  -\-  qx^  -f-  ^  =  o ,      px^  -\-  j'x  ^=  G. 

La  dernière  équation  est  vérifiée  par  ^  =  0^  mais  cette 
solution  ne  remplit  pas  la  condition  proposée.  On  vérifie 

aussi  cette  équation  par  x^  = ;  et  en  substituant  cette 

valeur  de  x^  dans  l'autre  équation,  on  obtient  la  condition 

cherchée 

r'  —  pqr  -\~  p^  s  ■=■  O- 

483.  Considérons  aussi  le  cas  où  l'on  veut  exprimer 
qu'une  équation  J{x)  =  o  doit  avoir  une  racine  répétée  n 
fois.  Cette  racine  doit  vérifier  les  équations 

r{x)  =  G,  r(x)  ==  G, . .  .,/("-'n-^)  =-  o; 
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de  sorte  qu'il  faut  que  ces  équations  et  la  proposée  aient 
une  racine  commune.  Cette  racine  commune  ne  devant  se 
trouver  qu'une  fois  dans  y^"~^^  (^) ,  on  cherchera  d'abord 
la  condition  nécessaire  pour  que  les  deux  polynômes 
y("~^)(x)  ety'"~*^(jc)  aient  un  commun  diviseur  du  pre- 
mier degré  ^  et  il  faudra  que  la  valeur  de  x  qui  annulera  ce 
commun  diviseur,  annule  aussi  tous  les  autres  polynômes 
f[x) ,  y  (x) , .  .  . ,  f^''~^^  X,  On  obtiendra  ainsi  ?i  —  i  con- 
ditions. 

Supposons  que  l'équation  proposée  soit  celle  de  l'exemple 
précédent,  et  qu'elle  doive  avoir  une  racine  triple.  En  divi- 
sant/"'(x)  parjr''(j:) ,  on  aura  un  reste  du  premier  degré  ;  il 
faudra  que  la  valeur  de  x  pour  laquelle  ce  reste  sera  zéro 
annule  aussi' y' (x),  puisque  ce  reste  devra  être  diviseur 
dcfix).  Si  cette  condition  est  remplie,  la  môme  valeur 
de  X  annulera  aussi /^' (.r) ,  et  il  faudra  de  plus  qu'elle 
annule  f(x) . 

Des  équations  réciproques. 

484.  On  nomme  équations  réciproques  celles  dont  on  re- 
produit toutes  les  racines ,  quand  on  divise  successivement 
l'unité  par  chacune  d'elles.  Ces  équations  sont  comprises 
parmi  celles  dont  les  racines  satisfont  aux  conditions  que 
nous  avons  examinées  dans  les  n°^  4-77  et  478;  on  a  alors 
p  =.  i.  On  conclut  de  là ,  par  des  calculs  semblables  h  ceux 
du  n'^477,  que,  pour  qu'une  équation  de  degré  pair  soit 
réciproque ,  il  faut  et  il  suffit  que  les  coefficients  des  termes 
équidistants  des  extrêmes  soient  égaux,  ou  qu'ils  soient 
égaux  en"  valeur  absolue  et  de  signes  contraires,  et  que 
l'équation,  dans  ce  cas,  manque  du  terme  du  milieu.  On 
trouve,  de  même,  que,  pour  qu'une  équation  de  degré 
impair  soit  réciproque,  il  faut  et  il  suffit  que  les  coefficients 
des  termes  équidistants  des  extrêmes  soient  égaux  ,  ou  qu'ils 
soient  égaux  en  valeur  absolue  et  de  signes  contraires.  On. 
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reconnaît,  en  •outre,  par  un  raisonnement  semblable  à 
celui  qui  a  été  employé  dans  le  n^  478,  qu'une  équation 
réciproque  de  degré  impair  a  une  racine  égale  à  —  i ,  quand 
les  coefficients  des  termes  équidistants  des  extrêmes  ont  les 
mêmes  signes  ^  à  -f-  i  quand  ces  coefficients  ont  des  signes 
contraires^  et  lorsque  l'équation  est  de  degré  pair,  si  les 
coefficients  des  termes  équidistants  des  extrêmes  ont  des 
signes  contraires,  elle  a  les  racines  H-  i  et  —  i.  On  par- 
vient d'ailleurs  aux  mêmes  conclusions  par  l'inspection  des 
équations.  Quand  on  a  supprimé  les  racines  égales  à  d=  i , 
la  détermination  des  autres  racines  dépend  de  la  résolu- 
tion de  l'équation  qu'on  obtient  en  prenant  pour  inconnue 

la  somme  x  -{ —  de  deux  racines  réciproques ,  et  en  opé- 
rant de  la  même  manière  que  dans  le  n^  477. 


485.  Les  valeurs  des  binômes  XW--Î  x^H- —  ?  x^-f- —  v 

»A/  \A/  tAf 

peuvent  se  déduire  les  unes  des  autres  au  moyen  d'une  for- 
mule générale.  On  a  par  la  multiplication 


(-" + '^)  (- + S)  -  ^""' + J^. + p"^-' 


Donc 


-»^' + S = (-" + Ç)  (- + â  -  /'  (-"-' + ë^  M 


et  pour  p  =  i 


I  \    /  i\        /   ..   .         I 


«+i  _l —    /   o-«  -4 \         -r  _) 1    .-r"-' 


^"-^'  H r^     .r"  H \  x  -\ 


Ces   formules   démontrent   qu'en    posant   x -ï —  =  ^ ,   on 


.V 


p 

obtient  pour  le  binôme  x^'-h—^  une  fonction 'de  z  du  degré  // 
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Recherche  des  diviseurs  du  second  degré. 

486.  Lorsque  l'on  veut  trouver  les  diviseurs  du  second 
degré  d'une  équation ,  on  représente  l'un  quelconque  de 
ces  diviseurs  par  x^  H-  px  -h  ç-  En  elFectuant  la  division 
du  premier  membre  de  l'équation  par  ce  trinôme,  on 
parvient  à  un  reste  du  premier  degré  Px-+-Q,  P  et  Q 
désignant  des  quantités  qui  contiennent  les  coefficients 
inconnus  p  et  g,  La  division  devant  se  faire  exactement,  il 
faut  que  ce  reste  soit  nul  indépendamment  de  la  valeur 
de  X,  ce  qui  exige  qu'on  ait  P  =  o,  Q  =  o.  On  obtient  les 
diviseurs  cherchés  en  prenant  pour  p  et  g  les  couples  de 
valeurs  qui  vérifient  ces  deux  équations. 

Le  nombre  des  diviseurs  du  second  degré  étant  -^ni{rn —  i ) 
(n°  383) ,  si  l'on  élimine  p  ou  g  entre  les  deux  équations 
P  =  o ,  Q  =  o ,  l'équation  finale  devra  être  du  degré 
jfn{m —  i)^  et  comme  ce  nombre  est  plus  grand  que  m, 
toutes  les  fois  que  m  surpasse  3 ,  il  s'ensuit  que  la  détermi- 
nation des  diviseurs  du  second  degré  offrira  généralement 
plus  de  difficulté  que  la  résolution  de  l'équation  proposée. 
Mais,  s'il  existe  des  couples  de  valeurs  commensurables  de 
p  et  de  ^  qui  satisfassent  aux  équations  P  =  o ,  Q  =  o ,  il 
sera  facile  de  les  déterminer  ^  on  connaîtra  par  là  tous  les 
diviseurs  commensurables  du  second  degré  de  l'équation 
proposée,  et  la  résolution  de  l'équation  sera  ramenée  à 
celle  d'une  équation  de  degré  moindre  et  de  plusieurs  équa- 
tions du  second  degré. 

487.  Considérons  l'équation 

(r)  x^ -\- ax -{- b  =1  o. 

En  divisant  le  premier  membre  par  x^  -\-  px  H-  g,  on  par- 
vient au  reste 

{/?2  —  (j  -^'n)x  -\-  pq  ~V-  b. 
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Il  faut  poser  les  deux  équations 

En  éliminant  q  entre  ces  deux  équations,  on  obtient 
(2)  p^  -\-  ap  -\-  h  =z  o , 

Celle-ci  n'étant  autre  que  Féquation  (i),  dans  laquelle  « 
est  remplacé  par  p  les  valeurs  de  p  sont  les  racines  de 
l'équation  proposée 

On  s'explique  cette  particularité  comme  il  suit  :  si  l'on 
représente  par  a,  ê,  y  les  racines  de  Féquation  (i) ,  les 
diviseurs  cherchés  sont 

[x  —  a)  (^  —  g) ,      [x  _  a)  (j?  —  7) ,      [x  _  6)  (x  —  7)  ; 

les  diverses  valeurs  de  p  sont  donc 

—  {a.-^^),      —(a -h  7),      -(ê+7); 

mais,  puisque  le  coefficient  de  x^  dans  l'équation  proposée 
est  zéro,  on  a 

a  -f-  ê  -4-  7  ==  O  , 

d'où  l'on  conclut 

—  (a+ê):=:7j      —(a  4- 7):=  6,      —(«^-4- 7)  =  a. 

i88.    Considérons  encore  l'équation 

(3)  ^*  -h  ^•^'  -t-  hx  -\-  c  ^==i  o. 

En  divisant  le  premier  membre  par  x'^ -h  px -{- q y  on 
parvient  au  reste 

[h  —  ap  -\-  2.pq  — p^)x  ~\-c  —  aq  -+-  q^  —  /Pfj. 

Il  faut  donc  poser  les  deux  équations 

(4)  //'  —  '2pfj  -h  ap  —  h  =z  o,      (5)      .y-  —  {a  -h p')  f/  ~^  *'  --  O. 
On  conclut  de  la  première 

us  I'   -^  '^P  ~"  ^  ■ 


ciiAi>iTHK  siazikiMf:.  537 

n  en  siibstiUianL  cette  valeur  de  </  dans  la  seconde  équa- 
tion ,  on  obtient 

(lyj  ./;*'  -f-  2  a//'  -+-  {n^  —  4  ^)  P' —  /?^  =:  o. 

Cette  équation  est  du  sixième  degré  ^  mais  comme  elle  ne 
contient  que  des  puissances  paires  de  l'inconnue  /?,  on  la 
ramènera  à  une  équation  du  troisième  degré  en  posant 
p'^  =  z. 

On  pouvait  prévoir  cette  réduction^  caries  six  valeurs 
de  p  doivent  être  les  sommes  deux  à  deux  des  quatre  racines 
de  l'équation  proposée-,  or,  la  somme  de  ces  racines  étant 
nulle ,  la  somme  de  deux  quelconques  d'entre  elles  est  égale 
et  de  signe  contraire  à  la  somme  des  deux  autres  ^  l'équation 
qui  détermine  p  ne  doit  donc  contenir  que  des  puissances 
paires  de  l'inconnue. 

Si  l'on  cofisidérait  l'équation  complète 

x'  -\-  ax^  -\-  hx''  -h  rx  H-  <^  rrr  o  , 

le  coefficient  p  dépendrait  d'une  équation  complète  du 
sixième  degré*,  mais  cette  équation  serait  susceptible  d'a- 
baissement. En  effet,  si  l'on  nomme  a,  S,  y,  d  les  quatre 
racines  de  l'équation  proposée ,  on  aura 

a-|-é-|-7  4-<î  =  —  a, 

d'où  il  suit  que  les  valeurs  de/?  se  groupent  deux  à  deux  de 
manière  que  la  somme  des  racines  de  chaque  groupe  est 
égale  à  a\  par  conséquent,  si  l'on  fait  disparaître  le  second 
terme  de  l'équation  en/?,  les  autres  puissances  impaires  de 
cette  inconnue  disparaîtront  aussi  (n°  474). 

L'élimination  de  p  entre  les  équations  (4)  et  (5)  condui- 
rait également  à  une  équation  susceptible  d'abaissement; 
car  les  valeurs  de  q  sont  5cc,  o^y.  ad.  oy,  d^,  yâ-^  o\ 
y.oyâ  =  cî:  les  valeurs  de  //  se  groupent  donc  deux  à  deux 
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de  manière  que  le  produit  des  racines  de  chaque  groupe  est 

égal  à  ci. 

489.  Le  dernier  terme  de  l'équation  (7)  étant  négatif, 
cette  équation  a  deux  racines  réelles,  l'une  positive,  l'autre 
négative  (n°  376)  ;  et,  pour  chaque  valeur  réelle  de  ^,  on 
obtient  une  valeur  réelle  de  q.  La  proposition  qu'une  équa- 
tion dont  les  coefficients  sont  réels  admet  toujours  des  fac- 
teurs réels  du  second  degré ,  se  trouve  ainsi  établie  pour 
l'équation  du  quatrième  degré  ,  indépendamment  des  théo- 
rèmes généraux  que  nous  avons  démontrés  à  ce  sujet. 

Quand  on  a  Z>  =  o ,  Féquation  (4)  devient 

p^  —  ipq  -4-  <7/>  =  0; 
on  satisfait  donc  aux  deux  équations  (4)  et  (5) ,  en  posant 

/?  =  o,      ^2  — (rt  H-/?2)«7 -H  c=  o, 
ou  en  posant 

p^  —  2  ^  +  <2  =  o ,      q^  —  [il  -\-  p"^^  q  -\-  c  =z  o . 

Le  premier  système  donne 

Dans  l'autre  système,  la  première  équation  donne  «y  = -, 

et  la  substitution  de  cette  valeur  dans  la  seconde  équation 

conduit  à 

p^  -\-  1  ap"^  -\-  a*  —  4  ^  ^=  o* 


Lorsque  l'on  a  a^  —  4 ^' > o ,  la  formule q=^^a-±L  sj-a^  —  c 
détermine  deux  valeurs  réelles  de  q.  Quand  on  a,  au  con- 
traire, a^  —  4^<COî  ^^s  valeurs  sont  imaginaires^  mais, 
dans  ce  cas  ,  l'équation  p''  -h  lap^  -{-  ci^  —  ^c  =z  o  déter- 
mine deux  valeurs  réelles  de  p,  et  pour  chacune  de  ces 
valeurs  on  obtient  une  valeur  réelle  de  q. 

490.   On  pourrait  se  proposer  de  déterminer  les  facleurî» 
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du  troisième  degré  d'une  équation,  ceux  du  quatrième 
degré,  etc.  5  mais  la  recherche  de  ces  diviseurs  n'a  pas 
d'utilité,  et  elle  dépend  de  la  résolution  d'un  système 
d'équations  dans  lequel  le  nombre  des  inconnues  est  égal 
au  degré  des  diviseurs  que  l'on  veut  obtenir. 

Des  équations  binômes  et  des    équations    trinômes 
réductibles  au  second  degré. 

491 .  Les  équations  binômes  peuvent  être  ramenées  à 
cette  forme 

(1)  .r*"— A=:0. 

Les  racines  de  l'équation  (i)  sont  les  diverses  valeurs 

tn 

algébriques  de  l'expression  y  A  \  or,  quelle  que  soit  la  valeur 
réelle  ou  imaginaire  de  A,  l'équation  (i)  admet  m  racines 
(n^382);  de  plus,  toutes  ces  racines  sont  inégales,  car  il 
n'existe  aucun  facteur  commun  entre  le  binôme  x'"  —  A 
et  sa  fonction  dérivée  du  premier  ordre,  qui   est  /tzx'""^ 

m 

Le  radical  v^A ,  considéré  algébriquement ,  admet  donc  m 
valeurs  différentes  5  ce  qui  est  la  proposition  qui  a  été 
énoncée  dans  le  n°  214. 

tu 

Soit  a  une  des  valeurs  du  radical  yA,  c'est-à-dire  une 
des  racines  de  l'équation  (i)*,  on  aura  «'"=:A^  et  si  l'on 
pose  x:=:aj^  en  substituant  cette  valeur  de  x  dans  l'équa- 
tion et  divisant  chaque  terme  par  a'",  il  en  résultera 

(2)  y""  —  I  =:  0. 

On  obtiendra  donc  toutes  les  valeurs  de  yA  en  multipliant 

m 

l'une  d'elles  par  les  m  valeurs  de  vi. 

492.  Supposons  la  quantité  A  réelle,  et  distinguons  les 
deux  cas  de  A  positif  et  de  A   négatif,  en  considérant  les 
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deux  ëquatioT\s 

(3)  JT"»— A=:o,  (4)       ^'"4-A  =  o. 

Soil  alors  a  la  valeur  aritlimétique  de  V  A  ;  en  posant  x  =  ay^^ 
on  ramènera  les  équations  (3)  et  (4)  à  celles-ci  : 

(5)  j'"  —  1  =  G,  (6)       j'"-h  i  =  o. 

Les  équations  (5)  et  (6)  sont  réciproques ,  et  on  les  résou- 
dra au  moyen  de  ce  qui  a  été  dit  dans  les  n^^  484  et  485. 

Examinons  successivement  le  cas  où  m  est  impair,  et 
celui  où  m  est  pair. 

L'équation  j^^"+^  —  i  =  o  a  une  racine  égale  à  i .  Elle 
n'a  pas  d'autre  racine  réelle*,  car  elle  ne  peut  être  vérifiée 
par  une  valeur  négative  de  y  ;  et  si  l'on  donne  à  j  une 
valeur  positive  dillérente  de  i  ,  y^"+*  ne  sera  pas  égal  à  i. 
En  divisant  le  premier  membre  par  y  —  i ,  on  obtient 
l'équation 

(7)       y'"  +  /'""'  +  j"'~'  -h . .  •  -f-  7'  -h  j  -h  I  =0. 

La  résolution  de  cette  équation  dépendra  de  celle  d'une 
équation  de  degré  sous-double. 

L'équation  ;^^"+^  -\-  \  z=z  o  a  la  racine  réelle  —  1  ^  les 
autres  racines  sont  imaginaires^  en  divisant  l'équation 
par  le  facteur  y-}-  i  ,  on  aura  une  équation  réciproque  du 
degré  in.  On  peut  aussi  remarquer  que  les  racines  de 
^2n+i  _^  j  _ -  o,  sont  celles  dej^^""^*  —  1=0,  changées  de 
signes. 

L'équation  j^"  —  c  =  o  a  les  deux  racines  réelles  -i-  i 
et  —  I  ^  les  autres  racines  sont  imaginaires.  On  pourrait 
diviser  l'équation  par  j"^  —  i  •  on  obtiendrait  ainsi  une 
équation  réciproque  du  degré  in  —  2,  qui  ne  contiendrait 
que  les  puissances  paires  àc y.  Mais,  de  ce  que 

j-^«  _  1  —  [y"  —  \)(y"  +  i)> 
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on  aura  toutes  les  racines  de  y'^"  —  i  =  o ,  en  résolvant 
séparément  lès  deux  équations 

j" — I  =  o     et     j"  H- I  =  o. 

L'équationy^"  -f-  i  ==  o  n'a  que  des  racines  imaginaires  ] 
on  la  réduira  à  une  autre  de  degré  sous-double  en  divisant 

par  y"  et  faisant  j^  H —  =  z.  On  peut  aussi  ramener  la  réso- 
lution de  l'équation  j'^"-f- 1 =0  à  celle  d'une  équation  binôme 
de  degré  impair,  en  suivant  la  marche  qui  a  été  indiquée 
dans  les  n«^  211  et212(*). 

493.   Après  la  suppression  des  racines  réelles  de  l'équa- 

(  *  )  Lorsque  w  =  2^  .  n ,  on  peut  faire  dépendre  la  résolution  de  l'équa- 
lion  y"*  -h  I  =  o  de  celle  d^une  équation  du  degré  n,  sans  avoir  à  extraire 
des  racines  carrées  de  quantités  imaginaires.  Considérons,  par  exemple, 
réqualion 

j^»-\-l  —  0,      ou      y''>-i-—   =0. 


En  faisant 

1 
J-h-  - 
y 

=  «) 

,  on  a 

J-  ~\- 

I 

e'  - 

2. 

Soit  z-  —  2 

:  =  ^,  il 

en 

l'ésultera 

y'-\- 

X 

7  ~ 

P*  — 

2. 

Faisant  de 

même  i^'^ 

— 

•2  =z  u,  on 

aura 

r'  -f- 

I 

:  M*- 

-  2. 

Faisant  encore  u^  —  2  r=  f ,  on  conclura  de  la  relation  précédente,  d'après 
les  formules  du  n»  48S  , 

Il  suit  de  là   que  l'on  aura  toutes  les   racines  de  l'équation  proposée  en 
résolvant  successivement  les  cinq  équations 

r'~  5f*H-5  ^  =  0,      a^— 2=<,      P-— 2=M,      z^—n^v,      ;^*— rx-f-i  =0. 

Toutes  les  valeurs  de   z  devant  être  réelles  (n*^4î)3),   les  valeurs  de  f,  « 
et  (  seront  aussi  réelles. 
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don  y"'  qz  I  =  o ,  la  transformée  en  z  qui  résulte  de   la 

1* 
relation  r -\. —  =  ^,  a  toutes  ses  racines  réelles.  Pour  le 

•^       J  

démontrer,  représentons  par  a -h  S  y  —  i  une  des  valeurs 
imaginaires  de  j^,  l'inverse  de  cette  valeur  sera 


a  —  6  y/ — I  a  -h  6  y/- 


I 


^/ITT     (a  +  gy/ir7)(«-êv/-i)        «'-Hê^ 


Mais  a  4-  ê  4 — i  étant  une  racine  de  l'équation  y'"  =  =b  i, 
a  —  ê  y/ —  I  est  aussi  une  racine  de  cette  équation  \  de  sorte 
qu'on  a 

d'où  l'on  conclut 

et  puisque  a}  H-  ê^  est  une  quantité  positive ,  il  faut  que 

l'on  ait  «2  _,_  g2  —  I .  Donc 


^i- 


a  — gy/— I. 


(]ctte  dernière  égalité  fait  voir  que  toutes  les  valeurs  de 
r  H —  sont  réelles. 

J  y 

494;.  Nous  indiquerons  pour  exemples  les  résultats  sui- 
vants : 
y^  —  I  =  O.  L'un  des  deux  couples  imaginaires  est 

I  [-  1  -h  v/5±:  \/2  (5  4-  s/5)  v/=:T]  ; 

l'autre  en  diffère  seulement  par  le  signe  de  yS. 

y^ —  I  =  o .  Les  racines  imaginaires  dépendent  des  valeurs 
de  z  données  par  l'équation 

z^ -\-  Z^ —  1Z  —  I  =  o. 
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y^  —  I  =  o.  On  a  trois  racines  par  l'ëquationj^^ —  1=0, 
les  six  autres  dépendent  des  valeurs  de  z  données  par  l'é- 
quation 

2^  —  3  z  +  I  =  o . 

y^  -h  I  =0.   Les  racines  sont 

±:v/^,    r±:|(v/3±v/^)- 
j^  -f-  I  r=i  o.  On  a  le  couple  de  racines  conjuguées 

et  tous  ceux  qui  en  diffèrent  seulement  par  le  signe  de  sJt. 

et  par  celui  de  la  partie  réelle  y  2  dt  y^2. 
y^^  -h  I  =  o.   On  a  les  deux  racines  d=  si — i  ?  le  couple 

i  [V7(5Tv^  ±  n/2(3-v/5)  v/=:t]  , 

et  tous  ceux  qui  en  diffèrent  seulement  par  le  signe  de  y^S 

et  par  celui  de  la  partie  réelle  VS  ±  y/5. 

Les  racines  des  trois  premières  équations  sont,  au  signe 
près,  celles  des  équations 

j^-f-l=:zo,      j;-|-i=o,       j3-f-i=o, 

et  quant  aux  équations 

j«_,—  o,       j^—  i  —  0,       j">_i—  o, 

leur  résolution  ne  dépend  que  de  celle  des  équations  binômes 
jusqu'au  cinquième  degré. 

495.  Considérons  les  deux  équations  j"^  —  1=0  et 
j" — 1  =  0,  et  proposons  -  nous  de  reconnaître  si  elles 
peuvent  avoir  d'autres  racines  communes  que  l'unité.  Il 
faudra  chercher  le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux 
binômes  y"^  —  i  et  j^"  —  i .  Or,  en  supposant  ^^  <^  m ,  et  en 
effectuant  la  division  dey'"  —  i  parj" — i,  on  trouvera  les 
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restes  successifs  j"'~"  —  i,  }'"~^"  —  i,  etc.,  de  sorte  que,  si 
m  =  nq  -\-  r  [r  étant  moindre  que  ji)  ,  la  division  pourra 
être  continuée  jusqu'à  ce  que  le  reste  soit  y''  —  i.  De 
môme,  si  n  =  rq'  -f-  r',  la  division  de  y"  —  i  par  y''  —  i 
conduira  au  reste j^''  —  i .  Ainsi  de  suite.  Donc,  si  s  est  le 
plus  grand  commun  diviseur  des  exposants  m  et  7i,  le  der- 
nier diviseur  sera  y' —  i,  et  le  reste  correspondant  sera 
yo — i::z=o.  Dans  ce  cas,  les  deux  équations  auront  s 
racines  communes.  Si  m  et  ii  sont  premiers  entre  eux  5  les 
deux  équations  n'auront  pas  d'autre. racine  commune  que 
l'unité. 

^Qô.  Désignons  par  a  l'une  des  racines  imaginaires  de 
y'" —  1=0.  Toutes  les  puissances  entières,  positives  ou 
négatives,  de  a,  seront  des  racines  de  la  même  équation; 
car,  puisque  a'"  =  1,  si  /î  est  un  nombre  entier,  positif  ou 
négatif,  en  élevant 'à  la  puissance  az'^"'%  on  aura 

(a"')"^!,      OU      {a."Y=i. 

Les  puissances  de  a  ne  peuvent  pas  donner  plus  de  m 
racines  difïérentes,  et  on  obtiendra  toutes  ces  racines  en  ne 
considérant  que  les  puissances  dont  les  exposants  seront  les 
nombres  positifs  de  i  à  m.  Car,  de  a'"  =  1  on  conclut 


et  pour  les  puissances  négatives, 


a-'  =  a'"X  a-'  =  a"""',      a"^  =  a"»  X  «"'  ~  a"'-^ 


>  • 


Lorsque  le  nombre  m  est  premier,  les  puissances  de  a 
dont  les  exposants  sont  les  nombres  de  i  à  tn  sont  toutes 
différentes.  Car  soit,  s'il  est  possible,  a^^a.'''^  n  et  ///  étant 
moindres  que  m.  On  conclurait  de  cette  égalité  a"~"' =  i  ■ 
donc  u  serait  une  racine  commune  aux  deux  équations 


ym  ._    ,    r=  O,         )■"-"    —    I   r=  O. 
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Or  cela  est  impossible,  puisque  m  étant  premier,  il  est 
premier  avec  n  —  n' .  Il  suit  de  là  que ,  lorsque  m  est  un 
nombre  premier,  on  obtient  toutes  les  racines  de  y™ — i  =  o 
en  formant  les  puissances  de  l'une  quelconque  d'entre 
elles,  autre  que  V unité,  depuis  la  première  puissance  jus- 
qu'à la  m'^™*'-,  on  peut  d'ailleurs  remplacer  a'"  par  aP. 

Quand  m  n'est  pas  premier,  cette  propriété  n'a  plus  lieu 
qu'en  choisissant  une  racine  a  qui  ne  soit  pas  comprise 
parmi  celles  des  équations  dont  les  degrés  sont  les  diviseurs 
de  m. 

497.  Soit  m  =  pq,  p  et  q  étant  premiers  entre  eux  5  et 
soient  G  une  racine  de  yf — 1  =  0  et  y  une  racine  de 
y'' —  I  =  0.  On  aura 

gP  rrr  ï  ,       et      7?  =r  I , 

d'où 

^P1  =1       et      yP1=  i; 

donc  ê  et  y  seront  des  racines  de  j-""  —  i  =  o.  Le  produit  ëy 
sera  aussi  une  racine  de  la  même  équation  ^  car  on  con- 
clut des  égalités  précédentes  (oy)^'^  =  i.  La  racine  ê  ayant 
p  valeurs  et  la  racine  y  en  ayant  q^  le  produit  S  y  en  a 
pq .  Toutes  ces  valeurs  sont  différentes.  En  effet,  suppo- 
sons qu'en  nommant  ê'  et  y'  une  racine  deyf  —  1  ===  o  diffé- 
rente de  ê ,  et  une  racine  de  y'f —  1  =  0  différente  de  y,  on 
ait    éy  =  ^'y'\  il  en  résulterait  ^Py^  =z  ê'^y'^,    par  suite 

yf:=y'p^  puisque  GP  =  ê'p^  donc  aussi  (— ,  j  =1.  Or, 
y'i=zy''i^  d'où  (^1    =1.  Il  faudrait  donc  que  le  rapport 

«y 

—,  fût  une  racine  des  deux  équations  y ^ — 1=0,  j'^  — 1=05 

et  puisque  p  et  q  sont  premiers  entre  eux ,  on  devrait  avoir 
y  :=  y'  (n^  495) ,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 

On  conclut  de  là  que ,  si  p  e£  q  sont  premiers  entre  eux, 
on  obtiendra  toutes  les  racines  de  yP^  — 1  =  0  en  multi- 

5""  édU.  35 
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pliant   toutes   celles   de  y^'  —  i  =  o  par  toutes  celles  de 

498.  Les  méthodes  qui  viennent  d'être  exposées  font 
connaître  les  expressions  exactes  des  racines  de  Féquation 
j"'  zp  I  =  o ,  lorsque  m  est  une  puissance  de  2  ,  ou  le  pro- 
duit de  l'un  des  nombres  3  ,  5  et  1 5  par  une  puissance  de  2. 
On  peut  exprimer,  dans  tous  les  cas ,  ces  racines  au  moyen 
des  lignes  trigonomélriquesj  mais,  pour  cette  théorie, 
nous  renverrons  aux  Leçons  de  Géométrie  analytique  de 
M.  Lefébure  de  Fourcy  ou  aux  Eléments  de  Trigonomé- 
trie de  MM .  Delisle  et  Geroivo. 

499.  On  donne  particulièrement  le  nom  d'équations  tri- 
nômes aux  équations  qui  peuvent  être  ramenées  à  cette 
forme  : 

(8)  X*'"  -I- px"'  -+-  f/  =  0. 

Si  l'on  pose  x"'=j^  il  vient 

r^-l-  py  -h  e/  =  o. 

Soient  a  et  o  les  deux  valeurs  de  >  5  les  valeurs  de  x  dépen- 
dront des  deux  équations  binômes 

X'"  =  oi^      .jc"'=  6. 

Quand  les  quantités  a  et  S  sont  réelles,  la  résolution  de  ^es 
équations  se  ramène  à  celle  de  l'équation  x'"  =  dz  i .  Quand 
a  et  ê  sont  imaginaires,  on  ne  peut  obtenir  les  expressions 
exactes  des  racines  de  l'équation  (8) ,  par  les  procédés  algé- 
briques, que  dans  le  cas  où  le  degré  m  est  une  puissance  de  2 . 

Des  équations  irrationnelles. 

500.  Lorsqu'on  veut  faire  disparaître  des  radicaux  con- 
tenus dans  une  équation ,  on  égale  chaque  radical  à  une 
inconnue-,  on  obtient  ainsi  des  équations  qu'on  peut  immé- 
diatement débarrasser  des  radicaux,  en  élevant  les  deux 
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membres  de  chaque  équation  à  la  puissance  marquée  par 
l'indice  du  radical.  Ces  nouvelles  équations,  jointes  à  celle 
qu'on  obtient  en  remplaçant  dans  l'éqiiation  primitive 
chaque  radical  par  l'inconnue  à  laquelle  on  l'a  égalé , 
forment  un  système  d'équations  rationnelles,  au  moyen 
duquel  on  parvient  à  l'équation  cherchée  en  éliminant 
toutes  les  inconnues  auxiliaires. 
Soit ,  par  exemple ,  l'équation 

3     

on  pose 

3    

v/4  -^  H-  7  =  /'     v/-^'  —  4  —  25 , 
ce  qui  donne 

4  ^  +■  7  =  x\       <T,  —  [^■=.  z^. 

Il  faut  éliminer  y  et  z  entre  les  deux  dernières  équations  et 

y  -+-,2  2=1. 

Celle-ci  donne  y  =^\  —  2 z,  et  en  substituant  i  —  2^2  à  la 
place  de  j-  dans  4.^  +  7  =/^,  il  vient 

4^7+7  =::i  —  634-122*  —  8z^ 

En  éliminant  z  entre  cette  équation   et  x  —  4  =  ^%  on 
obtient 

16 x'  —  184 -^^  4"  801  r  —  i4o5  =  0. 

On  peut  déduire  directement  la  dernière  équation  de 
l'équation  proposée.  On  conclut  d'abord  de  celle-ci ,  en  iso- 
lant le  radical  cubique, 

3 

\/4^4-7  —  I  —  2V^a7  —  4- 

En  élevant  les  deux  membres  au  cube ,  et  transposant  les 
termes ,  on  obtient 


(4^  — 13)  v^  —  4  =  4*^""  ^7" 

35. 
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En  élevant  les  deux  membres  de  cette  équation  au  carré  ^ 

on  parvient»  l'équation  ci-dessus  i6x^ — i84^^-f-...=  o. 

Cette  équation  admet  une  racine  commensurable  qui 
est  5.  Les  deux  autres  racines  dépendent  de  l'équation 
i6.T^ —  io4x+  281  =  o',  elles  sont  imaginaires. 

La  racine  réelle  x  =  5  ne  convient  pas  à  l'équation  pro- 
posée, quand  on  considère  seulement  les  valeurs  arithmé- 
tiques des  radicaux^  mais  elle  vérifierait  cette  équation  si 
l'on  y  changeait  le  signe  du  radical  \/x  —  4- 

En  général ,  lorsqu'on  a  fait  disparaître  les  radicaux  con- 
tenus dans  une  équation ,  l'équation  rationnelle  à  laquelle 
on  parvient  doit  donner  toutes  les  valeurs  de  l'inconnue 
qui  conviennent  à  l'équation  proposée ,  et  à  toutes  les  équa- 
tions qu'on  peut  en  déduire  en  ayant  égard  aux  différentes 
déterminations  des  radicaux^  car,  en  égalant  chaque  radical 
à  une  inconnue ,  et  en  élevant  ensuite  les  deux  membres 
à  la  puissance  marquée  par  le  degré  du  radical,  on  obtient 
des  équations  qui  restent  les  mêmes  pour  toutes  les  déter- 
minations des  radicaux. 

11  peut  arriver  qu'aucune  des  racines  de  l'équation  finale 
produite  par  l'élimination  des  inconnues  auxiliaires  ne 
satisfasse  à  l'équation  donnée ,  en  considérant  seulement  les 
valeurs  arithmétiques  des  radicaux^  dans  ce  cas,  l'équa- 
tion, envisagée  de  cette  manière,  est  impossible. 

501.  Les  procédés  que  nous  venons  d  exposer  peuvent 
aussi  servir  à  former  une  équation  rationnelle  qui  admette 
pour  racine  une  expression  irrationnelle  donnée.  On  par- 
vient alors  à  une  équation  dont  les  racines  sont  les  diverses 
valeurs  que  prend  l'expression  proposée ,  quand  on  a  égard 
à  toutes  les  déterminations  de  chacun  des  radicaux  qui  y 
sont  contenus. 

Supposons ,  par  exemple ,  que  l'on  demande  de  former 
une  équation  délivrée  de  radicaux  qui  admette  pour  racine 
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l'expression 

3  3 

X  :=  sj a  -h  \jh  . 
On  pourra  poser 

3  _  n  _ 

d'où    , 

a  :=  j\       h  =  z^      et      .r^rry-l-z; 

on  obtiendra  l'équation  demandée  par  FélimiBalion  de  y 

et  de  z  entre  les  trois  dernières  équations. 

On  peut  aussi  éviter,  pour  cet  exemple ,  de  recourir  à 

des    inconnues    auxiliaires.    On    conclut    de    l'équation 

3  _        3  _ 
X  =z\a-\-  sjb^  en  élevant  les  deux  membres  au  cube  , 

ce  qui  peut  s'écrire  ainsi 

3 3  _       3  _ 

x^  —  a  —  b  =  3  sjab  {s/a  -\-  sjb). 

3_  3_ 

En  remplaçant  sla-\-  \h  par  x,  et  en  élevant  ensuite  les 
deux  membres  au  cube,  on  obtient  une  équation  du  neu- 
vième degré  délivrée  de  radicaux. 

On  peut  encore  former  l'équation  cherchée  d'après  cette 

considération,   que  les  racines  de  cette  équation  sont  les 

3  _        3  _ 
diverses    valeurs   de   l'expression  y  a  -f-  y  ^ ,    lorsque   l'on 

combine  de  toutes  les  manières  possibles  les  trois  racines 

cubiques  de  a  et  les  trois  racines  cubiques  de  h.  Si  l'on 

représente  l'une  des  deux  racines  cubiques  imaginaires  de 

l'unité  par  a,  l'autre  est  a^  (n^^SlS),  et  les  combinaisons 

dont  nous  venons  de  parler  fournissent  neuf  valeurs  de  x 

auxquelles  correspondent  les  facteurs  ci-après  : 

3_3_.  3_  3_  3_  3_ 

X  —      y^'fl  —  sjb,      X  —      \ja  —  a  y^^ ,     x  —      sja  —  ot?  \Jb , 

3_3_  3_  3  3  3_ 

X  —  a  y  rt  —  y  6  ,      X  —  o.  sJa  —  a  sfb  ^      x  —  a  \n.  —  a"^  \b  y 

3  3  _  3  _  3  __  :;  _  ■\_ 

r  —  a-  y«  —  \/b  ^      x  —  a^  y  ^/  —  a  yb ,       r  —  a^  y  «  —  rx^  sj  b  , 


55o  TRAITÉ  ELÊMENTAIRK  D'ALGEBRE. 

Pour  former  le  produit  Je  ces  facteurs ,  on  remarquera 
que  l'on  a  a^=i,eti-ha-!-a^=:o,  puisque  i,  a  et  a^ 
sont  les  trois  racines  de  l'équation  y"^  —  i  =  o.  En  faisant 
après  chaque  multiplication  partielle  les  réductions  qui 
pourront  être  effectuées  en  vertu  de  ces  deux  égalités ,  on 
obtiendra  une  équation  du  neuvième  degré  en  x  qui  ne 
contiendra  aucun  terme  irrationnel. 

Résolution  générale  de  V équation  du  quatrième 

degré. 

502.  Les  calculs  que  nous  avons  développés  dans  Je 
n"  488  conduisent  à  la  résolution  de  l'équation  générale  du 
quatrième  degré. 

Reprenons  l'équation 

(i)  ,r*  -h  «.r^-f-  bx  -\~  c  =:  o. 

Si  l'on  fait  y^  =  z  ^  dans  l'équation  (7)    du  n"  488.  il 

vient   • 

I 

(2)  Z^  4-  2  az^  -T-  («^  —  ^c)  Z  —  ^^  rr:  O. 

Cette  équation  étant  du  troisième  degré ,  on  pourra  obtenir 
les  expressions  générales  de  ses  racines  (n^'SlS).  En  les 
désignant  par  4^'?  4^"-)  4^"î  ^^  valeurs  de  p  seront 
zh  1  slz\  ±i\Jz"^  zb  2  \lz"' .  Mais  les  valeurs  de  p  peuvent 
aussi  être  exprimées  au  moyen  des  quatre  racines  de  l'équa- 
tion (i);  et  si  l'on  représente  celles-ci  par  a,  ê,  y,  cî,  en 
observant  que  leur  somme  doit  être  nulle ,  on  trouve ,  pour 
les  six  valeurs  de  /?,  zt  (a  +  ê) ,  zb  (a-f-7),  ±.{a-\-à).  On 
a  donc 

On  déduit  de  là,   en  ayant  toujours  égard  à   la  relation 

(3)  :,=:±.sl7±.^'àz\l7"^ 
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Comme  a  désigne  l'une  quelconque  des  quatre  racines 
de  l'équation  (i),  la  formule  (3^)  doit  donner  à  la  fois  les 
expressions  des  quatre  racines.  D'un  autre  côté,  l'équa- 
tion (2)  ne  renfermant  que  le  carré  de  h^  elle  reste  la  même 
quand  on  considère ,  au  lieu  de  l'équation  (i),  l'équation 
.r*  -h  ax^  —  hx  -^  c-=zQ.  La  formule  (3)  doit  donc  donner 
aussi  les  racines  de  cette  dernière  équation.  On  voit,  en 
effet,  qu'en  raison  du  double  signe  de  chaque  radical,  l'ex- 
pression de  a  admet  huit  déterminations  différentes.  Pour 
exclure  les  racines  de  l'équation  x'  -h  ax^"  —  hx  -f-  c  =  o  , 
on  remarquera  qu'en  multipliant  entre  elles  les  trois 
quantités  a-f-6,  a  +  y,  a-j-J,  on  obtient  un  produit 
qui  se  compose  de  la  somme  des  produits  trois  à  trois 
des  racines  a,  G,  y,  à^  augmentée  de  la  quantité 
a^-f-a^ê-f-a^y-4-a^(^;  cette  dernière  quantité  étant  nulle, 
puisqu'elle  revient  à  a^  (a  -h  6  -{-  y  -}-  c^) ,  il  en  résulte  que 
le  produit  (a  -f-  6  )  (a  -H  y)  (a  +  ^)  est  égal  à  la  somme  des 
produits  trois  à  trois  des  racines  a,  G,  y,  c^.  Or  cette  somme 
est  égale  à  —  h\  par  conséquent,  on  ne  doit  admettre  dans 
la  formule  (3)  que  les  combinaisons  des  signes  des  radicaux 
qui  satisfont  à  la  condition  que  le  produit  de  ces  trois  radi- 
caux ait  le  signe  contraire  à  celui  de  h. 

Supposons  que  les  déterminations  des  trois  radicaux 
représentées  par  -h  slz\  H-  sjz"  et  -f-  s^z'"  soient  telles,  que 
leur  produit  ait  le  même  signe  que  h  ^  alors  les  quatre  racines 
de  l'équation  (i)  seront  exprimées  comme  il  suit  : 


(4) 


503.  L'équation  (2)  a  nécessairement  une  racine  posi- 
tive ,  puisque  son  dernier  terme  est  négatif.  Les  deux  autres 
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racines  doivent  avoir  le  même  signe  ^  car  le  produit  des  trois 

racines  est  positif.  Ces  deux  racines  peuvent  aussi  être  ima- 


ginaires. 


La  formule  (3)  montre  que,  lorsque  les  trois  racines  de 
l'équation  (2)  sont  positives,  l'équation  (i)  a  toutes  ses 
racines  réelles.  Réciproquement,  l'équation  (i)  ne  peut 
avoir  toutes  ses  racines  réelles,  à  moins  que  l'équation  (2) 
n'ait  ses  trois  racines  positives  \  car  les  racines  de  l'équa- 
tion (2)  sont  les  carrés  des  sommes  deux  à  deux  des  racines 
de  1  équation  (i)^  or,  si  les  racines  de  l'équation  (i)  sont 
toutes  réelles,  les  sommes  deux  à  deux  de  ces  racines  seront 
aussi  réelles,  par  conséquent  les  carrés  de  ces  sommes 
seront  positifs. 

Si  les    racines   z' ^   z"^  z'"   sont  positives,    le   produit 

{+  \lz')x.{-\-  sjz")y<  (h-  sjz'")  sera  positif-,  par  consé- 
quent, les  expressions  (4)  conviendront  seulement  au  cas 
où  b  sera  positif.  Si  b  est  négatif,  on  devra  changer  dans 
ces  expressions  le  signe  de  l'un  des  radicaux. 

Supposons  maintenant  que  les  racines  z"  et  z'"  soient  néga- 
tives. Dans  ce  cas  les  radicaux  -h  \Jz"  et  -h  sjz'"  peuvent  être 
remplacés  par  h  v/ — i  et  k  y/ — i,  h  et  k  désignant  des  quan- 
tités positives;  le  produit  (-h  \l z')  x  (h-  sjz")  X  (-h  siz"') 
devient  donc  — hk  sj z' -^  ainsi,  pour  que  ce  produit  ait  le 
même  signe  que  è,  il  faut  prendre  pour  -h  \lz'  la  déter- 
mination dont  le  signe  est  contraire  à  celui  de  ^.  De  cette 
ïnanière ,  les  quatre  racines  sont 

-h  y/?  +  (A  —  /-)  s/^, 
-h  v/^  -  (//  -  h)  y/HT, 

—  \I7'  -\-{h  -ir  k)  sf^, 

Ces  quatre  racines  sont  imaginaires,  à  moins  que  l'on  n'ait 
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A  rr=  A  •  alors  les  deux  premières  expressions  se  réduisent  a 

la  quantité  réelle  sj z' , 

Supposons  enfin  qufe  les  deux  racines  z"  et  z'"  soient  ima- 
ginaires :  on  aura  z"  =.  h  -\-  k  y/ —  i  cl  z'"  =^h  —  k  V  —  i  • 
Les  deux  valeurs  de  \lz"  pourront  être  exprimées  par 
=h(77z-|-  Ai  v/^^)  (n^208),  et  celles  de  sjz^'  seront 
±{m  —  n  sl^—i)^  Si  l'on  prend  pour  --f-  si  z"  et  H-  \l  z'"  les 
deux  expressions  conjuguées  m-{-  n  \  —  i  et  m  —  n  \  —  i, 
on  aura  (-f-  \/z^')  X  {-h  sfz"')  =  m^  -h  nK  Ainsi,  pour  que 
le  produit  (h- y/?)  X  (-h  v^?"')  X  {+ s/-z''0  ait  le  même 
signe  que  è,  il  faudra  prendre  pour  -^s/z'  la.  détermina- 
tion dont  le  signe  sera  le  même  que  celui  de  ^ .  De  cette 
manière  les  quatre  racines  seront 

~\fP-\-2.m,    —slz'—2.m,    +v/z'-h2«v/— I,   -+-s/z'—2nsj—ï- 

Les  deux  premières  racines  sont  réelles ,  les  deux  autres 
sont  imaginaires. 

Remarque.  —  L'équation  (2)  est  appelée  la  réduite  de 
l'équation  (i). 


<V\A  VV^  VV%  w>  WXIVV\  YXi»  Wi^A/VX  V\^  V\'»'W»  VX/XW»  V»'»'VV>  'W^  VV»  VV\VX'»'VV»  vv^iWHW»  V\>'WVW«  v\\v\>  vv\  wx 

CHAPITRE  DIX-SEPÏIÈME. 

DES    FONCTIONS    SYMÉTRIQUES.     DECOMPOSITION    DES    FRACTIONS 

RATIONNELLES. 


És>aluaiion  des  Jonctions   symétriques    des   racines 

d'une  équation. 

504-.  On  nomme  fonction  symétrique  de  plusieurs  quan- 
tités, a,  è,  c,  etc.,  toute  expression  composée  de  telle 
sorte  qu'elle  ne  change  pas  lorsqu'on  y  échange  entre  elles 
ces  quantités  d'une  manière  quelconque  ^  ainsi  les  coeffi- 
cients d'une  équation  sont  des  fonctions  symétriques  des 
racines  ;  de  même 

est  une  fonction  symétrique  des  trois  quantités  a,  b^  c. 

On  désigne  abréviativement  cette  fonction  par  S(«'^^^) , 
la  lettre  S  étant  employée  pour  exprimer  le  mot  somme. 

Quand  chaque  terme  de  la  fonction  ne  contient  qu'une 
seule  lettre,  comme  a^-l- ^^ -f- c^-f- etc.,  on  emploie  la 
notation  plus  simple  S^. 

La  fonction  Sp  est  dite  fonction  symétrique  simple ,  ou 
du  premier  ordre.  S  [a^h^)  est  une  fonction  double ,  ou  du 
deuxième  ordre.  S(a"'b"cf')  est  une  fonction  triple,  ou  du 
troisième  ordre ,  etc. 

Si  l'on  voulait  former  le  développement  de  la  fonction 
S  (a"'b"c^),  il  faudrait  faire  tous  les  arrangements  trois  à 
trois  des  lettres  a.,  Z>,  c,  d,  etc.,  qui  devraient  être  conte- 
nues dans  la  fonction.  On  affecterait  ensuite  la  première 
lettre  de  chaque  arrangement  de  l'exposant  ///  ^  la  deuxième 
lettre,  de  l'exposant  w^  la  troisième  lettre,  de  l'exposant  /? 
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Toutes  les  fonctions  symétriques  rationnelles  qui  ne  sont 
pas  comprises  parmi  celles  que  nous  venons  de  définir,  ne 
peuvent  résulter  que  de  la  combinaison  de  deux  ou  de  plu- 
sieurs de  ces  fonctions  •  c'est  pourquoi  celles-ci  sont  les  seules 
dont  on  ait  à  s'occuper. 

Lorsque  les  termes  d'une  fonction  symétrique  ont  des 
coefficients  autres  que  l'unité,  il  faut  que  leurs  coefficients 
soient  égaux  ^  on  a  ainsi ,  par  exemple,  S  (\  a^  b^)  =  |S  (a^  o^) . 

505.  Les  sommes  des  puissances  semblables  et  entières 
des  racines  d'une  équation,  peuvent  être  exprim^ées  ration- 
nellement au  moyen  des  coefficients. 

Soient  a,  ^,  c  , .  .  . ,  /c  les  m  racines  de  l'équation 


(i)  af-\-  Aij:'"-'^  A2^'"-'H- A,.r'"--' 


-ir  k^_,x-\-  km^=o. 


Le  quotient  de  la  division  du  premier  membre  de  cette  équa- 
tion par  X  —  fl  est  (  n"  380) 


X" 


a    I  X" 
A.l 


+  A,  <7 

-f-A, 


-4-  A.2fl'"~^ 


En  remplaçant  successivement  a  par  Z>,  par  c,  etc.,  on  a 
les  quotients  de  la  division  du  même  polynôme  par  les 
facteurs  x  —  b^  x  —  c,  etc. ^  et  si  l'on  fait  la  somme  de  ces 
m,  quotients,  on  obtient  l'expression  suivante  : 


mx" 


S. 

X'"-'  -4-       S, 

x""-' 

•  •  -+-  S,«_-i 

m  A| 

H- A,  S, 

-hA.S,,_, 

-h  ni  A  2 

-+-  Aï  S„,_,, 

m  A, 


Cette  somme  doit  être  égale  au  polynôme  dérivé  du  premier 
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membre  de  l'équation  proposée  (n"  "^13), 

mx'^-'  H-  (m  —  1  )  A,  a?'"  -2  H-  (m  —  i)  k^  jc'"-' . .  .  -f-  A„_, . 

Il  suit  de  là  que  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  x 
dans  ces  deux  expressions  sont  égaux,  ce  qui  fournit  les 
m  —  I  équations 

S,      -}-  A,  =  o, 

Sî      -+- A|S,  4- 2A2  =  o, 

(2)         ^83       +  A,S2+ A2S,  H-  SAar^  G, 


S„_,  +  A,  S„_2  -h  A2  S;„_3 .  .  .  4-  (/w  —  1  )  A, 


G. 


Pour  obtenir  les  sommes  S,„,  S,„^i,  S,„^2,  etc.,  on  multi- 
plie l'équation  proposée  par  o:"^  il  vient 

remplaçant  successivement  x  par  chacune  des  racines  «,  ^, 
c,  etc.,  et  ajoutant  tous  les  résultats,  on  a 

\^j    ^m+n  H"  A|  hm~\-n—\  ~t~  A.2^m-\-n—2  •••*+"  Am_i  i^n+i  -|-  A^,  S^  ^^^^  O. 

Si  Ton  fait  successivement,  dans  cette  dernière  relation , 
w  =  o,  I,  2,  etc.,  en  remarquant  que  So=<2^+^°-f-...=  m, 
on  obtient 

S«     4-  Al  S;;,_,  4-  A2  Sm_2  • .  .  4-  Am_i  s,  4-  w  Ato  =  G , 

.  Sm_^i  4-  A ,  Sff,      4-  A2  Sot— I  •  .  •  4-  A;;,—!  S2  4-  A,„  Si  =  G  , 

(4)    \ 

^m-\-i  H~  A|  O/n^-i  4~"  A2  O/Ti 4~  A^_i  î>;i  4~  A.fii  02  ^^^  o  , 

etc. 

En  résolvant  par  ordre  les  équations  (2)  et  (4) ,  on  trou- 
vera successivement  Si,  S2 ,  S3.  etc.,  et  chacune  de  ces 
sommes  sera  déterminée  au  moyen  des  coefficients  de  l'é- 
quation et  des  sommes  précédentes,  par  une  équation  du 
premier  degré.  On  voit  que  S^  dépend  seulement  des  deux 
premiers  coefficients  Aj  et  A^ ,  que  S3  dépend  seulement  des 
trois  premiers  coefficients  Ai,  Ao ,  A3,  etc.,  et  que  la  somme 


CHAPITRE  DIX-SEPTIÈME.  557 

des  puissances  m"'""'^  et  les  sommes  des  puissances    supé- 
rieures dépendent  de  tous  les  coefficients. 

Exemple. — Calculer  les   sommes  des  puissances  sem- 
blables et  entières  des  racines  de  l'équation 


X' 


x^  —  19^^  -h  /^c^x  —  3o  =  0. 
On  trouve 

S,  =  I ,       S^  =  39,      S.^  =  —  89,       S4  =:  723, 

85=  —  2849,  86=16419,     etc. 

Il  est  facile  de  vérifier  ces  résultats ,  en  calculant  les  puis- 
sances des  racines  de  l'équation  proposée,  qui  sont  i,   2, 

3,-5. 

Pour  évaluer  les  sommes  des  puissances  négatives  des 
racines ,  on  pourrait  donner  à  7i  des  valeurs  négatives  dans 
l'équation  (3)  ;  mais  il  est  plus  simple  de  remplacer  dans 

l'équation  proposée  x  par  -•   On  a  ainsi  une  transformée 

dont  les  racines  sont  a~\  ^~%  c~\  etc.  Donc  les  sommes  des 
puissances  semblables  positives  des  racines  de  cette  transfor- 
mée sont  les  sommes  des  puissances  semblables  négatives, 
S_i,  S_2 ,  etc.,  des  racines  de  la  proposée. 

En  appliquant  cette  méthode  à  l'équation  numérique 
ci-dessus ,  on  trouvera 


£_9  C  12  6  1  C  

—  I    1  n    1  ►-* — 2 u  »  n     î  kJ — :!    


12  6  1  c  3  115  9 


3  0  '  '-'—2  9  0  0     ?  "^—3  2  7  0  0  0  î 


506.  Au  moyen  des  formules  (2)  et  (4) ,  lorsque  l'on  con- 
naît les  sommes  Si,  S2 ,  S3,  etc.,  jusqu'à  S,,^,  on  peut  trouver 
les  coefficients  Ai,  A2,  A3,.  .  . ,  A,„. 

507.  Toute  Jonction  algébrique,  rationnelle  et  symé- 
trique des  racines  d'une  équation,  peut  être  exprimée 
rationnellement  par  les  coefficients  de  cette  équation. 

Considérons  la  fonction  S(a"bf).  Si  l'on  multiplie  l'une 
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par  l'autre  les  deux  quantités 

.S„  =  «"  H-  ^'^  -f-  c"  +  «^"  +  .  .  . , 
Sp—  al" -h  bP  +  cP -{-  dP  -i-  .  .  .  , 

le  produit  contiendra  deux  sortes  de  termes  ^  les  uns  seront 
de  la  forme  a"+^,  et  leur  somme  sera  S„+p5  les  autres  seront 
de  la  forme  a"Z>^,  et  leur  somme  sera  la  fonction  S(a'^bP). 
Donc 

d'où 

(5)  S  (a"  bP  )  —  S,  X  S^  —  S«+/,. 

Pour  évaluer  la  fonction  S(a"bPc'')  ,  concevons  que  l'on 
multiplie  Tune  par  l'autre  les  deux  quantités 

S  {a" bP )  —  «" bP  -\~  a'^cP  ■+■  «« dP -h  b^aP .  .  ., 
Sp  =  al  -h  b'} -h  ^-{-d^ 

Il  y  aura  dans  le  produit  trois  sortes  de  termes:  i^  des 
termes  formés  de  deux  lettres  avec  les  exposants  n  -\-  ç  etp^ 
et  dont  la  somme  sera  S(«"+'^^^)^  2*^  des  termes  formés  de 
deux  lettres  avec  les  exposants  p-^getn^et  dont  la  somme 
sera  S(aP'^'^h'^)  ^  3"  enfin,  des  termes  formés  de  trois  lettres 
différentes,  dont  la  somme  sera  S(«"èPc'?).  Donc 

et ,  en  remplaçant  S  (a"  è^  ) ,  S  (a"+*?  bP) ,  S  (aP+f  &" )  par  leurs 
valeurs  déduites  de  la  formule  (5) , 

(6)  S  («"  6^  c?  )  =  Sn  S^  Sg  —  Sn+p  Sq Sn+q  Sp  —  S^+.^  Sn  -h  2  Sn^p+q  • 

On  évaluera  de  la  même  manière  les  fonctions  symé- 
triques dont  les  termes  contiendront  un  plus  grand  nombre 
de  lettres. 

Lorsque  quelques-uns  des  exposants  deviennent  égaux, 
les  formules  doivent  être  modifiées. 

Soit  n  =^  p  dans  ia  fonction  Sia"bf).  Cette  fonction  est 
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composée  d'autant  de  termes  que  l'on  peut  faire  d'arrange- 
inonts  deux  à  deux  avec  les  m  racines,  et  ces  termes  sont 
tous  différents ,  quand  les  deux  exposants  sont  différents  ^ 
mais  s'ils  deviennent  égaux,  les  termes  sont  rendus  égaux 
deux  à  deux ,  de  sorte  que  S  (a"  b^  )  est  alors  égale  à  2  S  (a"  ^"  ) , 
et  on  a ,  d'après  la  formule  (5) , 

(7)  s(^«^^«)  =  i(S,!  -s..„)- 

Pareillement,  si  n=ip  dans  la  fonction  S  [a'^h^cf)^  cette 
fonction  deviendra  2S(<2"Z>"c'') ,  et  on  conclura,  par  con- 
séquent ,  de  la  formule  (6) , 

Si  n  =  p  =  g,  la  fonction  S  (a"  6^  c'?)  sera  6S(a"Z)"c"),  et 
de  là  on  conclut 

(9)  S(««è"c«)r=:l(S,^  -3S,„S„4-2S,„). 

En  général ,  lorsque  a  exposants  deviennent  égaux  entre 
eux,  la  valeur  de  la  fonction  est  égale  à  celle  de  la  fonction 
générale  du  même  ordre ,  divisée  par  le  produit  2.3.4-  •  '<^' 

Calcul  de  V  équation  aux  carrés  des  différences  y  au 
moyen  des  jonctions  symétriques. 

0O8.   Soit  l'équation 

X'"  -h  A,  X'"-'  -4-  A2  X"'-'  +  .  .  .  +  A^  —  G. 

Si  l'on  fait  — =  n ,  l'équation  aux  carrés  des  diffé- 
rences pourra  être  représentée  par 

z«_j_B,z«-'-+-R2  3"-^-f-.  .  .-hB„=r  0  (n«467), 

et  il  s'agira  de  déterminer  les  coefficients  Bi,  B2, .  .  . ,  B„. 

Désignons  par  Si,  S?,  S3,  etc.,  les  sommes  des  puissances 
!5em}3lables  des  in  racines  <7 ,  b.  c,  etc.,  de  l'équation  pro- 
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posée,  et  par  s^,  ^2,  53,  etc.,  les  sommes  des  puissances 
semblables  des  n  racines  {a  —  by^  [a  —  c)^,  (b  —  c)^,  etc., 
de  l'équation  aux  carrés  des  différences.  La  question  sera 
résolue  si  l'on  parvient  à  obtenir  5i,  ^2,  ^3,  etc.,  au  moyen 
de  Si,  Sa,  S3,  etc.^  car  les  sommes  Si,  Sa,  S3,  etc.,  pouvant 
être  exprimées  par  les  coefficients  connus  Aj,  Aa,  A3,  etc. 
(n*^  505) ,  on  connaîtra  ainsi  les  sommes  5i,  ^a ,  53,  etc.,  et, 
au  moyen  de  ces  sommes ,  on  pourra  évaluer  les  coefficients 
inconnus  Bi,  Ba ,  B3,  etc.  (n^  506). 

En  développant  les  puissances  (x  —  ^Y^f  (^  —  ^Y^i  etc., 
*     on  a  l'égalité 

(x —  afP-\'{x~  byp -h-{x —  cyp-h. .  .= 

1.2  I  .  2 . Û 

Si  l'on  suppose  successivement  dans  cette  égalité  x  =  a^ 
è,  c ,  etc. ,  et  que  l'on  ajoute  tous  les  résultats ,  en  désignant, 
d'après  la  notation  adoptée ,  (a  —  byp-h  [a  —  c)^^  4-  etc. 
par  Sp,  on  obtient 

^       „^c  ^      oc  ,     ^PJ^P  —  Oc  c 

2  s,,  ~ —  //2  O  2p  2, p^^i  ^2 p — I  ~T~ OjOî^ — 2  ...» 

Cette  formule  peut  être  simplifiée^  car,  dans  le  second 
membre ,  les  termes  également  éloignés  du  terme  du  milieu 
sont  égaux  et  de  même  signe ^  par  conséquent,  si  l'on 
réunit  les  termes  égaux ,  en  désignant  par  K  le  terme  du 

milieu,  qui  est  zb  - ^ — Sp,eten  divisant 

'  ^  1.2.../?  ^' 

les  deux  membres  par  2 ,  on  a 

(i)  Sp=z  mSip —  2pS^S^2p-.^  H SjS2y,_2-f-. .  .  -I--^K; 

la  quantité  K  est  positive  ou  négative,  selon  que  p  est  un 
nombre  pair  ou  un  nombre  impair. 
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Prenons  pour  exemple  l'équation 

x'^  -h  px  -\-  q  =:  o. 

L'équation  aux  carrés  des  différences  sera 

z^^  4-  B,  z^  +  Bjs  -)-  Ba  =  o. 
On  trouve,  par  les  formules  (2)  et  (4)  du  n°  505. 

iB,  =  — j, , 
B3  =  ^(3.V,^2—  2^3—   s\). 

Pour  obtenir  5i ,  ^2 ,  53 ,  en  fonction  des  sommes  S j ,  S2 ,  S3 ,  etc . , 
on  applique  la  formule  (i)  ci-dessus,  qui  donne 

I  5^,  =3  0S2  ■ —     S,  , 

(3)  |.^2=^3S,--4S,S3+    3S^ 

Il  faut  maintenant  évaluer  Si,  S2 , .  .  • ,  Sg,  au  moyen  des 
coefficients  ^  et  ^  de  l'équation  donnée.  Pour  cela ,  on  lait, 
dans  les  équations  (2)  et  (4)  du  n"  505, 

Ai=:o,      A2— /?,      A3  — 7,      A4=ro,      As^o,,..; 

il  en  résulte 

S,  =  o,         Sî  =  —  2/>>,     83  =  —  ^  q, 

84  =  2/;%        Si  =  5/?7,  Se=3  7'—  2/î\ 

Ces  valeurs  de  Si,  Sa,  S3,  etc.,  substituées  dans  les  rela- 
tions (3),  conduisent  à 

Si  =  —  6/?,     S2=zi8p\    S:^  =  — 66^'^  —  81(7% 

et  la  substitution  des  valeurs  de  .^i,  ^2,  .Çg,  dans  les  rela- 
tions (2) ,  donne  enfin 

B,  =  6/?,       B2  =  C)p\       B,z=z  lip^-^  7.^q\ 

5*"  éilit.  jQ 
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Par  conséquent,  l'équation  aux  carrés  des  différtînces  est 

On  peut  simplifier,  dans  tous  les  cas,  le  calcul  de  l'équa- 
tion aux  carrés  des  différences,  en  faisant  évanouir  le 
second  terme  de  l'équation  proposée;  car  on  diminue  ainsi 
toutes  les  racines  d'une  même  quantité,  ce  qui  ne  change 
pas  leurs  différences. 

Qe  r élimination  et  du  degré  de  l  équation  finale. 

509.  Les  propriétés  des  fonctions  symétriques  peuvent 
servir  à  effectuer  l'élimination  d'une  inconnue  entre  deux 
équations. 

Soient  les  deux  équations  à  deux  inconnues 

(1)  .r'"  -h  A,  .r"'-'  -h  A.x'"--'  +  .  .  .  -h  A„_,  x  -h  A„,  =:  o, 

(2)  X"  -h  B,  .r"-'  -+-  B2  x«-^  4- ...  -4-  B„_,  x  4-  B„  =  o. 

La  première  est  du  degré  m,  la  seconde  du  degré  n;  m  n'est 
pas  inférieur  à  »,  et  les  coefficients  Ai,  Ag-,  A3,  etc.,  B,, 
132,  1^35  etc.,  sont  des  fonctions  de  y  (n"  456). 

Supposons  qu'on  ait  résolu  l'équation  (i)  par  rapport 
à  T,  et  soient  a,  Z>,  c,  etc.,  les  ///  racines  qui  seront  des 
fonctions  de  j .  Si  l'on  fait  successivement,  dans  l'équa- 
tion (2) ,  X  =  a ,  X  =  Z>,  X  =  c ,  etc. ,  on  obtiendra  m  équa- 
tiqns  qui  ne  contiendront  que  l'inconnue  j  ,  et  qui  seront 

/a«-hB,«'»-'4-  B2«"-'-f-..  .+  B„_,rt4-  B„:=i  o, 

\ /j"  +  B,  è"-' 4-  B,^>"-'  -h..  .  +  B„_,  ^^-4-B„=r:o, 

(3)  ( 

^  ^       U"  -f-B,  c»~'4-B2c"-^4-.  ..+  B«_.c  -hB„  =  o, 

I  etc. 

Toutes  les  valeurs  de  y  qui  satisfont  à  l'une  des  équa- 
tions (3) ,  conviennent  aux  équations  (1)  et  (2).  En  effet, 
soit  C  une  racine  de  la  première  équation 

«"  -h  B,  «"-'  -h      •  ~  o  , 
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et  soit  a  la  valeur  de  x  qui  résulte  de  la  substitution  de  S  à 
la  place  de  y  dans  a.  Les  valeurs  }^  =  o?  x  ^=^  cl  satisferont 
à  l'équation  (2)-,  elles  satisferont  aussi  à  l'équation  (i), 
puisque  celle-ci  est  vérifiée  par  x  =  « ,  quelle  que  soit  y. 
Il  est  facile  de  voir  que,  réciproquement,  siy  =:ê  et  xma 
est  une  solution  du  système  des  équations  (i)  et  (2),  la 
valeur j^  =  ê  devra  vérifier  l'une  des  équations  (3). 

Il  suit  de  là  qu'en  faisant  le  produit  de  toutes  les  équa- 
tions (3)  5  on  aura  \ équation  finale  en  y.  Or,  les  facteurs 
de  ce  produit  restant  les  mêmes  quand  on  échange  entre 
elles,  d'une  manière  quelconque,  les  racines  a^  Z>,  c,  etc., 
le  produit  sera  une  fonction  symétrique  de  ces  racines; 
par  conséquent  il  pourra  être  exprimé  rationnellement  par 
les  coefficients  Aj,  Ag,  A3,  etc.,  de  l'équation  (i). 

Prenons  pour  exemple  deux  équations  que  nous  avons 
déjà  traitées  par  le  procédé  du  plus  grand  commun  diviseur 
[exemple  iv,  page  5 12), 

[y  —  1)  x-  —  2  .r  +  5  J  —  2  =r  o , 
yx"^  — •  5  ^  -h  4.  JK  =  o . 

Soient  a  et  b  les  valeurs  de  x  déterminées  par  la  seconde 
équation  :  en  les  substituant  dans  la  première  équation  , 

on  a 

[y  ~  2)  à-  —  la  -\-  ^y  —  2r=ro, 

[y  —  1)  b"^  —  2  /;>  -h  5 j  —  2  =  0; 

et  en  faisant  le  produit  de  ces  deux  équations ,  on  obtient 

[y—l)aH'—i(y—  2)8.  fl'^+(  j— 2)  (5j— 2)S,— 2  (5j— 2)8, 

+  4  ^^  H-  (5  J  —  2)^  =  o. 

Il  faut  évaluer  les  quantités  rt/?,  a® /?^,  Si,  S,  et  S(a^^).  Or, 
a  et  b  étant  les  deux  racines  de  l'équation 

yx'  —  5x  -f-  4  j  =  o , 

36. 


i 
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on  sait  que 

5 
a  -\-  h  =z  -,      et     «^  r=  4,  d*où     a^h^  =  i6. 

I 

On  peut  obtenir  les  valeurs  des  deux  autres  quantités  sans 
recourir  aux  formules  générales;  car 

S,—.a'-^b'—{a-\-bY  —  2ab,     S{a'b)  =za'-b -i- ab'  =  ab  {a  + b)  ; 

par  suite, 

y  y 

Ces  diverses  valeurs  donnent,  après  toute  réduction,  l'é- 
quation finale 

/'  +   I  2/^  -h  87  J^  —  200/  H-   I  00  :=:  0. 

510.  Le  degré  de  V équation  finale  qui  résulte  de  V éli- 
mination d'une  inconnue  entre  deux  équations  à  deux 
inconnues,  ne  peut  pas  être  supérieur  au  produit  des 
degrés  des  deux  équations. 

Le  produit  des  premiers  membres  des  ///  équations  du 
système  (3)  (page  56*2),  est  une  somme  de  termes  tels  que 

B/,rt"-''XB*é"-*XB/^"-'X  ...,   ou  (B/iB/,B/...)(fl«-'^^"-*c"-^..); 

et  comme  ce  produit  est  une  fonction  symétrique  des 
racines  a,  è,  c,  etc.,  le  coefficient  H/jB^-B^.  . .  multiplie  une 
somme  qui  se  compose  de  tous  les  termes  de  la  fonction 
symétrique  S(a"~'^^"~*c""''. ..) ,  il  suffit  donc  de  démontrer 
que  le  plus  fort  exposant  de  /  dans  le  produit 

(BaB/,B/.  •  .  )  X  S («"-'' ^«-*c"-^     .) 

ne  surpasse  pas  mn.  Or  l'exposant  de  j'  est  au  plus  égal  à  h 
dans  B/o  à  A'  dans  B^^ ,  etc.  (n^^oô);  pur  conséquent,  la 
somme  des  exposants  de  j  dans  le  produit  B/,  B^B/.  .  .  n'est 
pas  supérieure  à   }i-\-k  -\-  l.  ,  .  .    D  un  autre  coté,   en   st 
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reportant  aux  équations  (2)  et  (4)  qui  donnent  S|,  82,  etc. 
(n*'  505),  on  voit  que  Si  ne  peut  être  que  du  premier 
degré  en  y,  S^  du  deuxième  degré ,  et  en  général ,  S^  du 
degré  p.  Donc  le  produit  S„_a  X  S„_a  X  S„_i .  .  est  au 
plus  d'un  degré  marqué  par  n  —  h  -\-  n  —  k  -\-  71  —  /  ~f-  etc. 
ou  mn — (/i  H- A  H- /-h  etc.)  ;  et,  par  suite,  d'après  les 
formules  qui  donnent  les  valeurs  des  fonctions  doubles , 
triples,  etc.  (n°  507)  ,  la  fonction  symétrique 

est  aussi ,  au  plus  ,  du  même  degré  mn  —  (/i  -\-  h  -h  l .  .  .) . 
Donc  le  plus  fort  exposant  dey  dans 

(BaBaB/.  . .)  X  s(<7"-/'^"-*c"-^ . .) 

n'est  pas  supérieur  à 

mn  —  {h  -h  k  -h  l .  .  •]  -h  {h  -\-  />■  •{-  l .  .  .)     ou      w  X  //• 

Cette  démonstration  a  été  étendue  par  Poisson  ,  au  cas 
où  l'on  élimine  m  —  i  inconnues  entre  m  équations  à  m 
inconnues.  [Journal  de  l'École  Polytechnique ,  9^  cahier.) 

Décomposition  des  fractions  rationnelles. 

fia;) 

51 1 .  Soit  =)-{  une  fraction  dont  les  deux  termes  sont 

Y{x) 

des  fonctions  entières  de  a>.  Supposons  que  les  deux  termes 
n'aient  pas  de  facteurs  communs,  puisque,  s'ils  en  avaient, 
on  pourrait  les  supprimer  ^  supposons  aussi  le  degré  du 
numérateur  moindre  que  celui  du  dénominateur,  attendu 
que,  s'il  était  plus  grand,  on  obtiendrait,  en  effectuant  la 
division,  une  partie  entière,  avec  une  fraction  dont  le 
numérateur  serait  d'un  degré  moins  élevé  que  le  dénomi- 
nateur. Soit,  en  outre, 

F  (^)  =r  (,r  —  a)"  F,  (.r) , 
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a  étant  une  des  racines  de  l'équation  F  (x)  =  o,  et  Fi  (x) 
un  polynôme  entier  qui  ne  contient  plus  le  facteur  x  —  a. 
Nous  allons  prouver  qu'on  pourra  décomposer  la  fraction 

—7—;  en  deux  autres  ,  de  cette  manière  : 

F  (x) 


F(.r)        [x—a]"        (.r —  «)«-' F,  (.r) 

A  étant  une  constante  etji  (x)  un  polynôme  entier. 
En  effet,  on  a  identiquement,  et  quel  que  soit  A, 

/W  ^  /(■^)  ^       A         _  /M-AF.(x) 

F  (x)       {.X  —  <?)«  F,  (.r)       (x  —  «)"  "^  (x  —  ^)"  F,  (x)  ' 

Pour  que  le  facteur  x  —  a  ne  soit  qu'à  la  puissance  n  —  i 
dans  le  dénominateur  de  la  dernière  fraction ,  il  suffit  que 
le  numérateur /"(jc)  —  AFt  [x)  soit  divisible  par  x  —  a\  or 
cette  condition  sc^a  remplie  si  l'on  a 

m 


fia)  —  AF,  («)  =:n  o ,      d'où     A  = 


\\[a) 


On  obtient  ainsi  pour  A  une  valeur  finie ,  déterminée  et 
différente  de  zéro ,  puisque,  les  polynômes  /(x)  et  Fi  (x) 
n'étant  pas  divisibles  par  x  —  a ,  les  quantités/'(«)  et  Fj  (a) 
sont  toutes  deux  différentes  de  zéro. 

On  voit  de  plus  que,  si  le  dénominateur  F  (a:)  est  du 
degré  m ,  auquel  cas  le  numérateur  f{pc)  sera  au  plus  du 
degré  m  —  i,  la  fonction /i  (x)  sera  au  plus  du  degré  m — 2, 
puisqu'elle  est  le  quotient  de  f(x)  —  AFi  (x)  par  x  —  « ,  et 
(jue  Fi  (x)  est  tout  au  plus  du  degré  m  —  i . 

Enfin  les  fonctions  j\  (x)  et  Fi  {x)  n'auront  aucun  fac- 
teur commun  ;  car,  si  elles  en  avaient  un ,  le  second  membre 
de  l'égalité  (i)  se  réduirait  à  une  fraction  dont  le  dénomi- 
nateur serait  d'un  degré  moindre  que  celui  de  F(x). 
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On  aura,  par  une  décomposition  semblable, 

(x  —  «)«-'  F,  [x]       [x  —  «)«-'        (x  —  a)"-'  F,  (x)  ' 

f'^(x)  sera  au  plus  du  degré  m  —  3  ,  et  n'aura  aucun  fac- 
teur commun  avec  F,  [x).  11  faut  remarquer  seulement 
que  Al  pourra  être  zéro ,  attendu  que  /i  {x)  pourra  être 
divisible  par  x  —  a. 

En  continuant  ainsi ,  on  obtiendra 

f{x)  A  A,  A„_.,         (jp(x) 


¥{x)       [x  —  a)"       (x— «)«-'  x  —  a       F,  (.r) 

I^a  fonction  çp  (x)  sera  d'un  degré  inférieur  à  celui  de  Fj  (.r) , 
et  n'aura  avec  Fj  [x)  aucun  facteur  commun. 

Si  l'on  a  Fj  (x)  =  {x  —  b)^'  Fs  (x) ,  b  étant  une  seconde 
racine  de  l'équation  F(x)<=:  o,  il  en  résultera 

F,  M       (x  —  è)/'  ■"*"  (x  —  />>)P-'  "^  ••'"*"  ^  —  è       F,(^)' 

En  poursuivant  ces  opérations ,  on  parviendra  à  un  déve- 
loppement qui  ne  comprendra  que  des  fractions  dont  les 
numérateurs  seront  cpnstants,  et  dont  les  dénominateurs 
seront  les  diverses  puissances  des  facteurs  correspondants 
aux  racines  de  l'équation  F(a:)  =  o. 

512.  Les  explications  par  lesquelles  nous  avons  établi 
cette  proposition  montrent  en  même  temps  comment  on 
obtiendra  les  numérateurs  A,  Ai,  etc.  On  aura  d'abord 

E ,  («)  ^  x  —  a 

On  aura  ensuite 

ainsi  de  suite. 
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Les  coefïicisnts  B,  Bi,  etc.,  correspondants  à  la  racine  b^ 
s'obtiendront  de  la  même  manière ,  au  moyen  des  fonctions 
(jp  (x)  et  Fa  [x) . 

Mais  ce  procédé  serait  peu  commode,  et  il  est  avanta- 
geux de  lui  en  substituer  d'autres. 

513.  On  peut  employer  la  méthode  des  coefficients  indé- 
terminés dont  on  verra  ci-après  d'autres  exemples.  En  sup- 
posant la  décomposition  effectuée,  on  aura  une  égalité 
dans  laquelle  on  fera  disparaître  les  dénominateurs-,  et 
comme  cette  égalité  devra  subsister  quelle  que  soit  la  valeur 
de  X,  on  devra  égaler  les  coefficients  des  mêmes  puissances 
de  X  dans  les  deux  membres.  Il  est  facile  de  reconnaître 
qu'on  obtiendra  ainsi  autant  d'équations  qu'il  y  aura  de 
numérateurs  à  déterminer.  Toutes  ces  équations  seront 
d'ailleurs  du  premier  degré. 

Soit  la  fraction 

X'^  —  2 


On  posera 


{x-     \y[X'{-  l)(x+  2) 


x"^  —  2  A  A,  B  C 


JL 


-+- 


[x — i)^  (x-hi)  (^4- 2)        [x  —  1)^        X  —  I         x-\-i        X  H- 2 

En  chassant  les  dénominateurs ,  et  en  égalant  ensuite  les 
coefficients  des  mêmes  puissances  de  x  dans  les  deux  mem- 
bres ,  on  obtient  ces  quatre  équations 

A,  -i-     B  4-     C  =:  1 , 

A  -f-  2  A,  —     C  =  G , 
3A  —     A,  —  3B  —  C=  o, 

2A   — 2A, -h2B  +  C==— 2. 

On  eu  conclut 

A=  — 7,      As=-^,y      Ji  — —  7,      Kj  —  -^. 
■    514,   Si  a  est  une  racin»^  simple  de  Téquation  V  (j:)  =  o  , 
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on  pouna  trouver  immédiatement  le  numëraleur  de  la 
fraction  correspondante  au  facteur  x  —  « ,  sans  avoir  à 
calculer  le  quotient  de  ^ (x)  par  x  —  a.  En  elïet,  on  a  vu 

qu'en  représentant  ce  quotient  par  Fi  (x) ,  on  a  A  =      ,\  ; 

mais,  d'un  autre  côté,  la  fonction  dérivée  F' (x)  étant  la 
somme  des  quotients  qu'on  obtiendrait  en  divisant  F  (^x)  par 
chacun  de  ses  facteurs  du  premier  degré  (n^  "^^3) ,  et  tous 
ces  quotients ,  à  l'exception  de  Fi  [x) ,  renfermant  le  fac- 
teur a: —  a,  et  devenant  par  conséquent  nuls  quand  on  y 

fait  X  =  « ,  on  a  F.  (a)  =  F'  (a)  :  donc  A  =  7^77-7- 
7  \   /  \  /  7  F' (a) 

Considérons  maintenant  une  racine  multiple.  Soit 

/W_        A  A. A„„,  (p(.r) 

Y{x}       (x  —  aY       (x  —  fY-'  ~  x  —  a       Y,  [x)  ' 

Fi  ix)  étant  le  quotient  de  Y  [x)  par  (x  —  a)",  et  ne  conte- 
nant plus  le  facteur  x  —  a. 

On  conclut  de  cette  égalité,  en  chassant  les  dénomina- 
teurs ,  et  mettant  - — —^  au  lieu  de  Fj  (x) , 

'  (.r  —  ciY  ^  ^    ^  ' 

F(jc)  F(x)  '         F(.r)        ,  ,      ,  , 

(x — aY  [^ — aY  'Tc  —  a 

On  a ,  en  changeant  x  qtl  a  -^  x  —  <?  , 

f(x)  ^f{a)  +^-^  [X  ^  a)  4-^  [x  -  a)^  +  .  .  . , 

et  puisque  F  [x)  et  ses  tï  —  i  premières  dérivées  sont  nulles 
pour  X  =  a , 

F  ^i-)  — \J-  [x  —  rt  )«  H ■ -r^ — :  [x  —  rt)''+'  -h 

^   '        1  .9.  .    n^  '         I  .7. ...(/?  H-  i)  ^  ' 

En  mettant  ces  développ(^mcnts  à  la  place  do   f{x)'eidv 
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F(x),  dans  Inégalité  précédente,  il  vient 

f(a)~k 


\  .1,  .  .n 


I  I  .2.  .  .  /2-f.  i)  \    1    .    ny  ' 


■=z{.X  —  «)"^(j 


etc. 

..2...{«-,)  ^,.2...(2«-i)     -^'-Ti:::^)^-^""' 

etc.  y 

11  suit  de  cette  égalité  que  le  premier  membre  doit  être 
divisible  par  (.r — «)"^  et  comme  tous  les  termes  qui  suivent 
le  dernier  de  ceux  qui  sont  écrits  sont  divisibles  par 
{x —  «)",  il  faut  que  les  coefficients  de  toutes  les  puissances 
de  X — a,  jusqu'à  celui  de  (oc  —  «)"~^  inclusivement,  soient 
nuls,  cette  condition  fournit  n  équations,  par  lesquelles  on 
déterminera  les  ?i  coefficients  A,  Ai, ... ,  A„_i. 

En  prenant  pour  exemple  la  fraction r— ^ •>  on 

^ J7  —  IJ    \JC  -7—  2j 

obtient  le  développement  suivant  : 

I  4  23  4 


3  (x  —  1)3      9(x — 1)2       27(^7  —  ï)       27  (x  H- 2) 

515.  On  peut  effectuer  la  décomposition  relative  aux 
racines  multiples  par  une  méthode  qui  n'exige  que  l'em- 
ploi de  la  division  algébrique. 

En  supposant,  comme  précédemment, 

V(x)={x-aY¥,i.v), 

fix) 
on  fera  x  =i  a -\-  z  dans  la  fraction  ^-7-,  ;   elle  deviendra 

¥(x) 

Or,  si  l'on  effectue  la  division  àe  f(a  -h  2)  par 


z"F,(a-i-z) 

Fi  (a  -}-  ^) ,  en  ordonnant  ces  polynômes  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  ^^ ,  et  en  arrêtant  le  quotient  au  terme 
du  degré  n  — ■  i ,  le  reste  sera  un  polynôme  dont  tous  les 
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termes  seront  divisibles  par  z"-^  soit  ^"K  ce  reste,  R  sera 
un  polynôme  entier,  et  on  auia 

fia  -h  z)  y'R 


D'où  l'on   conclura,    en  divisant  par  2"  et   remplaçant  5? 
par  X  —  a, 


.Jx  —  «)«  F,  (^)       (x  —  «)"       (a-  —  rt)"-'  X  —  rt        F,  (.x) 

Pour  trouver  les  fractions  simples  correspondantes  à  une 
autre  racine  multiple  b  ,  on  appliquera  la  même  méthode  à 

la  fraction  J  ,  ,-  On  obtiendra  ainsi  une  troisième  fraction 

F,(x) 

sur  laquelle  on  continuera  l'opération. 

516.  Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  s'applique  aux 
racines  imaginaires  aussi  bien  qu'aux  racines  réelles;  mais, 
pour  les  racines  imaginaires,  il  est  préférable  de  modifier 
la  forme  du  développement,  de  manière  à  n'obtenir  que  des 
fractions  exprimées  par  des  quantités  réelles. 

Considérons  deux    racines   conjuguées,    a -\~  ^  sj — 1   et 

ex.  —  ê  si — I ,  et  supposons  d'abord  que  le  facteur  corres- 
pondant à  ces  racines  n'entre  qu'une  fois  dans  le  polynôme 
F  (x) .  Les  numérateurs  des  fractions  simples  données  par 
ces  racines ,  seront 

Y'[a-k-^sj—i)''       F'(a-6s/^)" 


La  première  quantité  étant  A  H- B  y/ — i,  la  seconde  est 
A  —  B  v^ — I ,  et  la  somme  des  deux  fractions  est 

A4-B\/^  A  — By^^  Mjc-f-N 

.^ ! ^^___,        ou 


—  a  —  6  y —  I        r  —  a  -f-  ê  y  —  i  v- 
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vil  réduibaiit  au  mémo  dénominaioiir  et  en  faisant 


• 


2A  =  M     et     —  2(Aa -4-B6)  =  ]N. 

Supposons  actuellement  que  le  facteur  du  second  degré 

correspondant  aux  deux  racines  a-}- 6  sj — i  et  a  —  G  V^ — i, 
entre  plusieurs  fois  dans  F(x).  Représentons  ce  facteur  par 
x^  -h  px  -f-  «7,  et  soit  F  [x)  =  (x^  -r-px~\-  qY  Fj  [x). 
On  posera,  dans  ce  cas, 

f{x)  __       M  X  -f-  N  M, jc  +  N, 


n—\ 


F  (x)         [x""  -h  px  4-  qY         [x^  -{-px  -Jr  q) 

M„_,a:4-  Nn_.    ^    <if[x)  ^ 
x"^  "\-  px  -\-  q  F,  {x) 

On  conclut  de  cette  égalité 

H/W=|        Mx  +  N  +  (Mx  +  N,)(..'+.,.  +  ,)4-...K 
(  H-  ( M„_,  X  4-  N«_,  )  [x'  H-  px  -f-  (7)"-'  ) 

-\-[x'-^px  +-qY<^(x). 

Celle-ci  montre  que/'(x)  —  (Mx  -H  N)  Fj  (x)  doit  être  divi- 
sible par  x'^  -h px  -f-  <7,  par  conséquent,  il  faut  que ,  si  l'on 
fait  x  =  a-l-êv/^  dans  /(.x)  — (Mjr-hN)Fi(.r),  le 
résultat  soit  zéro.  On  obtiendra  ainsi  une  équation  qui  se 
partagera  en  deux  autres ,  au  moyen  desquelles  on  déter- 
minera M  et  N. 
Soit 

x"^  -\~  px  -\-  q 

la  quantité  /i  [x)  —  (Mi  x  -h  Nj  )  Fj  [x)    devra    aussi    être 
divisible  par  x"^  -\-px  -{-  q\   et  par  conséquent,   si  Tony 
remplace  x  par  a  +  ê  sj —  i  ,  le  résultat  devra  être  zéro ,  ce 
qui  déterminera  Mi  et  ]N  1 . 
De  même,  en  posant 

/W-(M,^  +  N.)F.(x)_^^, 
,r'  -|-  px  -\~  q 
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il  faudra  quej^  (x)  —  [Mç,x  -h  Ng)  Fi  (.r)  soil  divisible  par 
x^  -h  px  -h  (jf^  et  devienne  par  conséquent  zéro  quand  on 
fera  x  =  oc -i-  o  \/ — i  ,  ce  qui  déterminera  Ma  et  Ng.  Ainsi 
de  suite. 

CommeF,  (jc)  nepeutpasdevenirzéropourx=5i+6y'' — i, 
ou  aura  pour  tous  les  coefficients  M ,  N ,  Mj ,  Ni ,  etc.,  des 
valeurs  finies ,  ce  qui  démontre  la  possibilité  de  la  décom- 
position qu'on  avait  établie  d'une  manière  hypothétique. 
Soit  la  fraction 

20:^  —  5  .r^  -f-  I 
(x'-h  1)3(0;^—  3x  +  2)* 
On  a 

/:x)  =  ix*  —  5  ^^  -H  1  ,      Fi(x)  =  x^  —  3  ^'  +  2  , 

x'^ -\- px  "h  q  =:  x^ -i- j ,      a  H- 6  y/ — I  ==  y'— i . 

D'après  ces  valeurs ,  on  trouve  d'abord 

Mv^^+N—     "^     ^I^;      d'où     M=r|,      ^  =  ^    , 
,_3^_j'  5  5. 

On  a  ensuite 

^,   ,        2.r* — 5x'-f- I  —  t(7'^  — 6)U' — 3^4-2) 

z=:~(lOX-  —  32.^-1-17); 


M.V-H-N,=r-2- ^  ^ [,  ,      d'où      M,=:-ii,     N.rrr-Î^, 

//  X  _  K^o-^"—  32^'  +  17)  —  •5Î-(— Il  J^ -f-  io3)(^'--3cr  H-  2) 
^j.(Mx-36); 

d  ou 

5oo  "  5oo 
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On  a  ainsi,  pour  les  trois  fractions  partielles  correspon- 
dantes au  facf^ur  (x^  -f  i)% 

7^  —  6         — iij:-+-io3       — 97  X  —  6g 

5(^'-f-i)^'       5o  [x^  -F  1 Y  5oo(^2-i~  i)  * 

En  joignant  à  ces  fractions  celles  que  donnent  les  facteurs 
simples  du  trinôme  x^  —  3  j:  -f-  2  ,  et  qu'on  obtient  comme 
nous  l'avons  expliqué  dans  le  n"  514,  on  a  le  développe- 
ment suivant  : 

I  7  97^  +  69 


4(^  —  i)        \i5(x  —  1)       5oo(x^H-i) 
—  1 1  J7  -h  I  o3         7  ,r  —  6 


5o  (.r^-h  i)^  5(a;^H-  1)^ 

517.  Au  lieu  d'opérer  comme  nous  venons  de  le  faire, 
pour  calculer  les  coefficients  M,  ]N  ,  Mj,  Ni,  etc.,  on  pour- 
rait employer  la  méthode  des  coefficients  indéterminés. 
On  peut  aussi  remarquer  que  ,  d'après  l'égalité  {a) ,  en  fai- 
sant passer  tous  les  termes  dans  le  premier  membre,  à 
l'exception  du  seul  terme  (x^  -h  px  -h  qY^[x) ,  le  premier 
membre  devra  être  divisible  par  (x'^  -{-  px  -\~  qY^  ce  qui 
exigera  qu'il  devienne  nul ,  ainsi  que  ses  n  —  i  premières 

dérivées  ,  pour  x  ^=  a  -f-  ê  s] —  t  •,  de  sorte  qu'en  mettant 
cette  valeur  de  x  dans  ce  polynôme  et  dans  ses  n  —  i  pre- 
mières dérivées,  et  en  égalant  les  résultats  a  zéro,  on  aura 
n  équations  qui  se  partageront  cliacune  en  deux  autres,  au 
moyen  desquelles  on  déterminera  les  2  //  coefficients  M,  N, 
Ml,  Ni,  etc. 

518.  Une  fraction  donnée —-■  ne  peut  être  décomposée 

que  d'une  seule  manière  en  fractions  partielles ,  telles  que 
celles  que  nous  venons  de  considérer. 

En  effet,  1"  les  dénominateurs  des  fractions  partielles  ne 
peuvent  être  que  des  facteurs  de  F(.r).  Car,  soit  X  un  fac- 
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teur  du  premier  degré,  ou  un  facteur  du  second  degré  de 
la  forme  (x  —  a)^  +  ê%  qui  ne  soit  pas  l'un  de  ceux  de 
F  (a:)  5  si  l'on  suppose  que  l'une  des  fractions  partielles  ait 
pour  dénominateur  X",  après  la  réduction  de  toutes  ces 
fractions  au  même  dénominateur,  X  divisera  tous  les  numé- 
rateurs ,  à  l'exception  d'un  seul  ^  donc  il  ne  divisera  pas 
leur  somme ,  donc  la  somme  de  ces  fractions  ne  pourra  pas 

être  effale  a  r— -• 

2^.  Si  X  est  un  des  facteurs  de  F  (x) ,  et  s'il  entre  dans 
F(x)  à  la  puissance  /z,  et  n'y  entre  pas  à  une  puissance 
plus  élevée,  on  verra,  par  le  même  raisonnement,  qu'on 
ne  pourra  obtenir  aucune  fraction  ayant  pour  dénomina- 
teur X""'"^  ou  une  puissance  plus  élevée  de  X.  On  en  aura 
nécessairement  une  dont  le  dénominateur  sera  X"  ^  autre- 
ment, en  réduisant  toutes  les  fractions  au  même  dénomi- 
nateur, et  les  ajoutant,  on^ obtiendrait  une  fraction  dont  le 
dénominateur  ne  contiendrait  le  facteur  X  qu'à  une  puis- 
sance inférieure  à  la  n''""". 

3°.  Enfin,  la  fraction  donnée  ne  pourra  pas  être  égale 
en  même  temps  à  plusieurs  sommes  de  fractions  ayant  les 
mêmes  dénominateurs ,  et  des  numérateurs  différents^  car, 
d'après  ce  qu'on  a  vu  dans  les  n^^  51 4  et  516 ,  en  supposant 
la  décomposition  effectuée,  on  ne  peut  obtenir,  pour  le 
numérateur  de  chacune  des  fractions  simples ,  qu'une  seule 
valeur  (*). 

(  *)  La  dernière  partie  des  explications  du  n"  318  ne  s'appliquerait  plus, 
si  Ton  n'avait  employé  que  la  méthode  du  n0Sl,'>,  pour  établir  la  possi- 
bilité du  développement  et  pour  calculer  les  valeurs  des  constantes.  Mais, 
dans  ce  cas,  on  ferait  la  démonstration  comme  il  suit  : 

Supposons  qu'il  existe  doux  développements  différents,  et  représentons- 
les  par 

A  B  A'  h' 


[x  —  a)''       "  '       (x  —  b)P       '    '  '      {x  —  «)"'        '    '        (^t-  —  hy 
n  et  n'  étant  les  plus  forts  esposants  de  x  —  a  dans  les  deux  dévelyppemL-iits. 
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Si  l'on  n'a  pas  n  =  n',  soit  n  >  «';  on  conclura  de  l'égalité  des  deux  déve- 

A 

loppemenls,  en  înettani  la  fraction r-  seule  dans  un  membre,  et  en 

^^  {X  —  fl)«  •  ' 

multipliant  par  {x  —  a)«,  que  la  constante  A  serait  égale  à  une  quantité  qui 

deviendrait  nulle  pour  x  =  a;  il  faudrait  donc  que  l'on  eût  A  =  o.  11  suit 

de  là  que  les  plus  forts  exposants  de  or  —  a,  de  part  et  d'autre,  sont  égaux. 

Cela  posé,  si  l'on  n'a  pas  A  =  A',  en  retranchant  de  chacun  des  deux  déve- 

A'  ' 

loppements  la  quantité :-y  les  restes  devront  être  égaux,  ce  qui  sera 

contraire  à  la  conclusion  ci-dessus,  puisque  l'un  d'eux  contiendra  encore 
en  dénominateur  (x  —  «)",  et  dans  Pautre  il  n'y  aura  pour  dénominateur 
que  des  puissances  moindres  de  a:  —  a. 

Les  deux  fractions  correspondantes  aux  plus  hautes  puissances  de  a:  —  a 
devant  être  les  mêmes  départ  et  d'autre,  on  pourra  les  supprimer,  et  en 
raisonnant  de  la  même  manière,  on  prouvera  que  les  fractions  qui  auront 
pour  dénominateurs  les  plus  hautes  puissances  du  même  binôme  x  —  a, 
ou  d'un  autre  binôme,  dans  l'un  et  l*autre  reste,  devront  être  identiques. 
En  continuant  ainsi,  on  démontrera  que  les  fractions  simples  des  deux 
développements  sont  égales  chacune  à  chacune. 

On  fera  une  démonstration  semblable  pour  les  fractions  correspondantes 
aux  facteurs  du  second  degré  de  la  forme  {x  —  a)^  -f-  ê* 


iV\^>V>'V^/>/WV%A/\  XA/X  WS  V^'»'VV<  W^XXrtiWWVXv  v»A/V»v»-<'VV>  v>'  VV  «WX  W/w  \  VV»  VV»-V\'>\'.''V\*'WN'V\'»  V\\  \  '  «Vt/» 


CHAPITRE  DIX-HUITIÈME. 


J3EVELOPPEMENTS    EN    SERIES. 


D enveloppements  par  la  méthode  des  coefficients 
indéterminés, 

519.   Considérons  une  expression  fractionnaire 

a  -^  bx  -\-  cx^ 
m  -h  nx  +  px"^  H-  qx^ 

Si  l'on  elïectue  la  division  du  numérateur  par  le  dénomina- 
teur, en  ordonnant  par  rapport  aux  puissances  croissantes 
de  X,  il  en  résultera  une  suite  qui  se  prolongera  indéfîni- 
m-ent ,  et  qu'on  peut  représenter  par 

A  +  B^  +  Cx^H-Dx^H-.  .., 

les  coefficients  A,  B,  C,  D,  etc.,  étant  des  quantités  indé- 
pendantes de  X,  qu'il  s'agit  de  déterminer.  Ce  quotient, 
multiplié  parle  diviseur  m-\-nx-\-px^ -\-qx^ ^  devra  repro- 
duire le  dividende  a  -4-  hx  -h  cx^-  5  or,  en  effectuant  la  mul- 
tiplication ,  on  obtient  le  produit  ci-dessous  : 


m  k 


A/îB 

X  -1-  /w  C 

x^  -\-mVi 

x^'  -4-  m  E 

nk 

+  «  B 

-+-  /?C 

-^  nV> 

-f-/?A 

-h  py^ 

-h  /?C 

H-  7  A 

4-   7B 

X' 


Pour  que  ce  produit  soit  identique  avec  le  dividende  ^  il 
faut  que  les  coefficients  des  trois  premiers  termes  soient 
respectivement  égaux  aux  coefficients  a,  ^,  c,  et  que  les 
coefficients  de  tous  les  autres  termes  soient  nuls  5  de  sorte 
5^  édil,  37 


57B  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE  D'ALGEBRE, 

que  l'on  doit  avoir 

m  A  ^=  a  y 

m  h  -i-  n  A=  h  , 

m  C  4-  /'  B  4-  /»  A  =  c , 

/;?  D  -f-  /?  C  -{-  y?  B  -4-  7  A  1=  G  , 

//?  E  -t-  /2  D  -4-  />  G  -f-  <7  B  =:  o  > 
etc. 

La  première  équation  fait  connaître  la  valeur  de  K.  La 
deuxième  donne  la  valeur  du  coefficient  B  au  moyen  de 
celle  de  A.  La  troisième  fait  connaître  la  valeur  du  coeffi- 
cient C  au  moyen  de  celles  de  B  et  de  A.  D'après  la  qua- 
trième équation  et  les  suivantes ,  qui  sont  toutes  de  la  même 
forme,  on  obtient  chaque  coefficient  du  quotient,  à  partir 
de  celui  de  la  troisième  puissance  de  x,  en  ajoutant  les  trois 
coefficients  précédents   multipliés  respectivement   par  les 

n  p  q 

rapports •> et  —  — 

^^  mm  m 

520.  Les  suites  qui  proviennent  du  développement  d'une 
expression  fractionnaire  sont  toujours  formées  suivant  une 
loi  aiialogue  à  celle  que  nous  venons  d'observer.  Elles  sont 
appelées  séries  récurrentes ^  et  elles  donnent  lieu  à  trois 
questions  que  nous  mentionnerons  sans  nous  y  arrêter  : 
1°  troui^er  le  terme  général  d'mie  série  récurrente ,  c'est- 
à-dire  une  expression  au  moyen  de  laquelle  on  puisse  obte- 
nir un  terme  quelconque  de  la  série  sans  connaître  les 
termes  précédents  5  1^  trouver  la  somme  d'un  certaiji 
nombre  de  termes  d'une  série  récurrente^  3®  une  série  étant 
donnée,  reconnaître  si  elle  est  récurrente,  et,  dans  ce  cas, 
trouver  la  fraction  génératrice.  {Voyez,  pour  la  résolution 
de  ces  questions,  les  Leçons  d' Algèbre  de  M.  Lefébure  de 
Fourcy,  ou  les  Eléments  d'Algèbre  de  M.  Bourdon.) 

521.  Proposons -nous  de  trouver  le  développement  de 
(i  -f-  x)"\  l'exposant  m  étant  un  nombre  quelconque,  posi- 
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tif  ou  négatif.  Soit 

(i)  (1  H-  x)'"—  i  -+-  Aa^-hBx'-i-  C.x'-i-Da^  4- .  .  •  ; 

le  premier  terme  du  développement  doit  être  i ,  puisque 
l'expression  proposée  (i  -+-  .^)'"  se  réduit  à  i  quand  on  sup- 
pose X  =  o. 

I  H —  )   5  on  obtiendra  le 

développement  de  {a-{-x)'"-  en  remplaçant,  dans  le  second 

membre  de  l'équation  (1) ,  x  par  -  ?  et  multipliant  tous  les 
termes  par  a"'-^  il  viendra  ainsi 

L(a  -h  .r)"'  —  «"'  -h  A  «'"-'  x  +  B  a"'-''x^ 

[  -h-  Ca'^-^x^-\-  D  a'"-''  x''  -+- 

En  changeant  dans  la,  dernière  égalité  x  en  x-\-iij  on 
obtient 

(  (â!  -H  X  -H  m)'"  =a"'  -{-  a  «'"-'  (.r  +  «)  +  B  «'"--  (j:  +  w)- 
(  -h  Ca"'-'  {x  4-  uY-h  D  «"'-''  (x  +  w)'  4- . .  . . 

On  peut  aussi  obtenir  le  développement  de  [a -h  x -\~  u)'" 
en  remplaçant,  dans  l'équation  (2) ,  a  par  a -h  oc  et  x  par  ;/; 
et  de  cette  manière  il  vient 

,  L{a-hx-h  uY  =  [a  -{- xf -\-  k  [à -^  x)"""'  u 

\  -f-B(«4-^)'«-2w-'-f-..'.  . 

Puisque  les  seconds  membres  des  équations  (3)  et  (4)  sont 
les  expressions  d'une  même  quantité  mise  sous  deux  formes 
différentes,  ils  doivent  être  égaux  5  et,  comme  cette  égalité 
devra  subsister  sans  qu'on  attribue  aucune  valeur  particu- 
lière à  M,  il  faudra  qu'il  y  ait  séparément  égalité  entre  les 
multiplicateurs  des  mêmes  puissances  de  u. 

Pour  obtenir  les  multiplicateurs  des  diverses  puissances 
de  u  dans  le  second  membre  de  l'équation  ^Z)^  il  faut  déve- 
lopper les  quantités  (.r  -[-?<)%  [x  -h  ï/)\  etc.  Les  exposants 

37. 


k 
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étant  des  nombiçs  entiers ,  les  développements  sont  connus  ^ 
mais  la  méthode  que  nous  exposons  comprend  la  démons- 
tration de  la  formule  qui  a  été  établie  dans  le  chapitre  XI, 
pour  le  cas  où  ni  est  un  nombre  entier. 

En  formant  par  la  multiplication  les  développements  de 
(.r  ~\- uY ^  (oc -\- u)^ ^  etc.,  on  conclut,  par  analogie,  que 
les  deux  premiers  termes  du  développement  de  {x -[- u)'\ 
n  étant  un  nombre  entier,  sont  x"  H- 7Zmj:"~\  On  peut 
d'ailleurs  prouver,  par  la  multiplication,  que,  si  cette  com- 
position des  deux  premiers  termes  est  vérifiée  pour  la  puis- 
sance /i"''"'',  elle  est  vraie  pour  la  puissance  [n  -+-  i)"^'"'^-  d'où 
il  suit  qu'elle  est  générale. 

On  conclut  de  là  qu'en  nommant  Y  la  partie  indépendante 
de  u  dans  le  second  membre  de  l'équation  (3),  et  \i  le 
multiplicateur  de  la  première  puissance  de  u^  on  a 

V  —  «'"  -f  A  «'"-'  a:  +  B  a^'-'x'  H-  G  a'^-^x^  +  .  .  . , 
V,  =  A  «'"-'  -h  2  B  rt"'-^  r  -H  3  C  «""-^  x'^  -4-  4  D  «'"-<  .r^  -h  .  .  .  . 

La  quantité  V  doit  être  égale  à  (<2-+-j:)'",  ce  qui  est 
l'équation  [i).  La  quantité  Vj  doit  être  égale  à  A  (a-f-x)'"~% 
ce  qui  fournit  l'équation 

A  (rt  4-  x)"'-'  =  A  «'"-'  -{-  2  B  «"'-'^  .r  -f-  3  C  «'"-^  x"" -\- 

En  multipliant  les  deux  membres  de  cette  équation  par 
a-{-  x^  et  en  remplaçant  (a -f- x)'"  par  le  second  membre 
de  l'équation  (2) ,  on  obtient  celle  qui  suit  : 

Ka"'-\-     A^«'«-'x   4-   k^a"*-^x-  -h  AC^^-^r^    +    .. 
(5)     {  =  A  «'"  4-  2  B  I  «'"-'  .r  -h  3  C  I  <7'"-2  x''  4-41^ 
4-     A  -f-  2B  4-  3C 


'X' 


Dans  cette  dernière  équation,  comme  dans  les  précé- 
dentes, les  coefficients  A  ,  B,  C,  D,  etc.,  sont  des  nombres 
indépendants  de  a  et  de  x^  et  l'équation  doit  être  vérifiée 
sans  que  l'on  attribue  des  valeurs  particulières  ka  et  à  X'^ 
il  faut  donc  qu'il  y  ait  séparément  égalité  entre  les  coeffî- 


A(A- 

-i) 

2 

B(A- 

•^) 

3 

C(A  - 

-3) 
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cients  des  mêmes  puissances  de  x  ou  de  a ,  ce  qui   (ournit 
les  équations  ci-dessous  : 

3C  +  2B  =  Ab(  „,  )c^ 

\  d  ou  \ 

4D-i-3C=:ACI  [d^         , 

etc.  /  ^  etc. 

Ces  équations  sont  formées  suivant  une  loi  facile  à  recon- 
naître, et  d'après  cette  loi,  si  les  coeffîci.ents  de  x"~^  et  de 
^"  dans  le  second  membre  de  l'équation  (i)  sont  H  et  K, 
on  aura 

nli.-{-  in  —  I  )  H  =  AH ,      d  ou     K  =  — ^^ • 

.  n 

On  pourrait  d'ailleurs  parvenir  directement  à  cette  der- 
nière relation  en  écrivant  dans  l'équation  (i)  les  deux 
termes  Hx"~^  H-  Kx",  et  en  écrivant  aussi  dans  les  équa- 
tions suivantes  les  termes  qui  en  résulteraient. 

Il  ne  s'agit  plus  actuellement  que  de  déterminer  le  coeffi- 
cient A. 

Suivant  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  lorsque  l'exposant  m 

est  un  nombre  entier,  on  a  A  =  m.  Soit  w  =  —  ;  dans  ce 

cas  (i  -f-  x)'"  =:=  V  (i  H-  xY'^  or  les  deux  premiers  termes  du 
développement  de  (i-\- xy  étant  i -f-  px^  on  trouve,  par 
la  règle  qui  a  été  donnée  pour  l'extraction  des  racines 
(n*^  338),  que  les  deux  premiers  termes  du  développement  de 

y/ji  -+-  xy^  ou  (i  -h  xY^  sont  i-\-  —  x. 

Pour  m  négatif,  soit  ni  =  —  /?  •  on  a 

{i-{-x)-P  =  ^ — î— -5 
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or  les  deux  preiiiiers  termes  du  développement  de  (i  -t-  ocY 
étant  I  -h  px,  on  reconnaît  par  la  division  que  les  deux  pre- 
miers termes  du  développement  de ^r-  sont  i  —  px. 

On  a  donc,  dans  tous  les  cas,  A  =  ?n. 

En  remplaçant  A  par  jn  dans  les  équations  ci-dessus,  on 

en  conclut 

m  {m  —  I  )  m  [f?i  —  i  )  [m  —  2) 

B  = 7      C  =  -7 ^ 5 

1.2  1.2.0 

m  [m  —  i)  {m  —  2)  (m  —  3). 

jj  — 5  •  •  •  7 

I .2.0.4 

on  a  généralement  pour  la  relation  entre  les  coefficients  de 

•x"  et  de  :i:"~% 

et  en  reportant  dans  l'équation  (i)  les  valeurs  des  coeffi- 
cients A,  B,  C,  D,  etc.,  on  obtient  la  formule  suivante  : 

,^,   ,  ,  m(m  —  i)  m(m  —  t)(m  —  2)    , 

^  ^  j .2  1.2.3 

Le  terme  qui  en  a  fi  avant  lui  dans  cette  formule,  ou  le 
terme  général ,  est 

m  [m  —  ^■)  [m  —  2) .  .  . [m  —  n  -\-  i) 

-^ x". 

i .1.6 .  . .n 

Quand  m  est  un  nombre  entier  positif,  le  développement 
s'arrête  au  m  -f-  i"""^  terme  ;  car  lorsqu'on  fait  7^  =  m  -h  i , 
ou  n  ^  m  -^  I ,  le  coefficient  du  terme  général  devient  nul. 
Quand  m  est  fractionnaire  ou  négatif,  le  développement  se 
prolonge  indéfiniment, 


5î2.  Lorsqu'on  emploie  la  méthode  des  coefficients  indé- 
terminés pour  obtenir  le  développement  d'une  fonction ,  on 
o/lmet  l'existence  de  ce  développement,  en  lui  attribuant 
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une  forme  déterminée  qu'il  n'est  pas  toujours  possible  de 
justifier  à  priori^  et  lorsque  l'on  a  trouvé  les  valeurs  des 
coefficients  en  vertu  de  certaines  propriétés  de  la  fonction 
proposée,  il  faudrait  que  l'on  fût  assuré  que  ces  propriétés 
appartiennent  exclusivement  à  cette  fonction.  En  outre, 
quand  on  veut  faire  usage  du  développement  pour  l'évalua- 
tion numérique  de  la  fonction,  après  avoir  donné  des  valeurs 
aux  lettres,  si  le  développement  se  prolonge  indéfiniment, 
il  faut  qu'en  se  bornant  à  un  nombre  limité  de  termes  on 
puisse  obtenir  une  valeur  aussi  approchée  qu'on  le  veut  de 
la  fonction.  Il  est  donc  nécessaire  d'avoir  recours,  pour 
établir  la  légitimité  de  la  formule  (6) ,  et  les  autres  for- 
mules de  développements,  à  un  mode  de  démonstration 
différent  de  celui  qui  vient  d'être  employé,  et  plus  rigou- 
reux. 

Propositions  sur  les  séries. 
»523.   Considérons  une  série  quelconque 


■i) 


■1  J      "2> 


Un  sera  le  terme  qui  en  aura  n  avant  lui ,  ou  le  terme 
général  de  la  série  5  cette  quantité  a„  étant  une  fonction 
de  w,  telle  qu'en  attribuant  à  n  les  valeurs  entières  posi- 
tives o,  1,  2,  3,  etc.,  on  en  déduise  successivement  tous 
les  termes.  Représentons  en  outre  par  5„  la  somme  des  n 
premiers  termes ,  de  sorte  qu'on  ait 

Suivant  les  notions  qui  ont  été  établies  dans  le  chapitre  \11I 
(n^  237) ,  si,  lorsque  ?i  croîtra  indéfiniment  à  partir  d'une 
certaine  valeur,  la  somme  .v„  s'approche  indéfiniment  d'une 
certaine  limite  fixe  5,  la  série  sera  convergente ,  et  la  limite 
s  sera  alors  la  somme  de  la  série.  Si,  au  contraire,  pour 
des  valeurs  de  plus  en  plus  grandes  de  77,  la  somme  s,,  ne 
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s'approche  d'aucune  limite  fixe,  la  série  sera  divergente  et 
n'aura  pas  de  somme 

524.  Lorsque  la  série  est  convergente,  si  l'on  considère 
les  sommes  s„ ,  s^^^ ,  s,,^^ ,  s^^^ ,  etc.,  en  attribuant  à  n  une 
valeur  suffisamment  grande ,  ces  sommes  diffèrent  très-peu 
les  unes  des  autres,  puisqu'elles  doivent  être  toutes  très- 
peu  différentes  de  la  limite  s.  Or  on  a 


^«+1  =  Uo -\r  Ui  -\-  U2 -i- . 
Sn+2  =:  Uo  -\-  Ui  -i-  U-,  -\-  . 


'n+S 


etc.. 


r=  K,  +  M,  -H  «^2  -t-  .  .  .  -h  W„_.,  -f-  Un  +  W„+,  -j-  M„^..,  ^ 


par  conséquent 


Vi-i-l 


Sfi  Un  ■ 


t'n-l-i  ? 


'«-(-3 


'fl-<-2  ? 


Donc,  pour  que  la  série  soit  convergente,  il  faut  d'abord 
qu'on  puisse  donner  à  n  une  valeur  assez  grande  pour  que 
chacun  des  termes  de  la  série,  à  partir  de  m„,  soit  moindre 
qu'une  quantité  aussi  petite  que  l'on  veut. 
Comme  on  a  en  outre 


'«+2 


—  S,,  —  Un  -h  U 


«4-1  ? 


Sn 


^n+2> 


il  faut  encore  que ,  pour  une  valeur  suffisamment  grande 
de  n ,  la  somme  d'un  nombre  quelconque  des  termes  u„ , 
^^1+1?  '^«+2  î  etc.,  à  partir  de  ii„,  soit  moindre  que  toute 
limite. 

Réciproquement,  lorsque  loutes  ces  conditions  sont  rem- 
plies, la  série  (i)  est  convergente  5  car  les  sommes  5„,  ^,,4.1, 
«Sj+2  7  •^«+37  etc.,  pouvant  devenir  aussi  peu  différentes  les 
unes  des  autres  qu'on  le  veut,  ces  sommes  convergent  néces- 
sairement vers  une  limite  qui  diffère  très-peu  de  .v„. 


)25.   Supposons  que  les  termes  de  la  série  (i)  n'aient  pas 
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tous  le  même  signe ,  et  désignons  les  valeurs  numériques 
de  ces  termes  par 

(2)  Uo,  U,,  U,,   U3,.... 

Toutes  les  fois  que  ces  quantités  formeront  une  série  con- 
vergente ,  la  série  (i)  sera,  à  plus  forte  raison ,  convergente; 
car  la  série  (2)  étant  convergente,  il  s^ ensuivra  que  les 
sommes  des  quantités  U„ ,  Un+i,  U„_^2 ,  etc.,  prises  en  tel 
nombre  que  l'on  voudra,  à  partir  de  U„,  pourront  devenir 
moindres  que  toute  limite ,  si  l'on  donne  à  n  une  valeur 
suffisamment  grande.  La  même  condition  aura  donc  lieu , 
à  plus  forte  raison ,  pour  les  sommes  que  l'on  obtiendrait 
en  substituant  aux  quantités  ci-dessus  les  quantités  u„ , 
*^n+iî  "n+2  5  etc.,  qui,  par  hypothèse,  ont  respectivement 
les  mêmes  valeurs  numériques  que  les  précédentes ,  sans 
être  toutes  positives. 

526.  Lorsque,  pour  toutes  les  valeurs  de  n  plus  grandes 

qu  un  certain   nombre  m ,   le  rapport  -— —  reste  constam- 

ment  plus  petit  qu'une  quantité  /'  plus  petite  que  l'unité, 
la  série  (2)  est  convergente.  Car,  dans  ce  cas,  les  termes  de 
la  série,  à  partir  de  U,„,  sont  tous  inférieurs,  à  l'excep- 
tion de  U,„  seulement,  aux  termes  correspondants  de  la 
progression  géométrique 

et  comme  il  est  toujours  possible  d'assigner  dans  cette  pro- 
gression, dont  la  raison  est  plus  petite  que  1 ,  un  terme  tel , 
que  les  sommes  formées  avec  les  termes  suivants  en  tel 
nombre  que  l'on  veut  soient  moindres  que  toute  limite ,  la 
même  chose  a  lieu,  a  plus  forte  raison,  pour  la  série  (2). 
Il  suit  aussi  de  là ,  qu'en  prenant  la  somme  des  m  premiers 
termes  de  la  série  (2)   pour  une  valeur  approchée  de  la 

somme  de  la  série,  l'erreur  est  moindre  que  — —  • 
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Si ,  pour   les   valeurs   de  n  qui  surpassent  un   certain 

nombre  m,  le  rapport   -^  est  constamment  plus  grand 

qu'une  quantité  /'  plus  grande  que  l'unité ,  la  série  est  diver- 
gente, puisque  les  termes  à  partir  de  U„i  vont  en  augmen- 
tant. Dans  ce  cas,  la  série  (i),  dont  les  termes  sont  les 
mêmes,  aux  signes  près,  que  ceux  de  la  série  (2),  est  aussi 
divergente. 

Lorsque  les  termes  de  la  série  (1)  sont  alternativement 
positifs  et  négatifs,  on  a  vu  que  la  série  est  toujours  con- 
vergente, si  les  termes  décroissent  de  manière  à  devenir 
moindres  que  toute  limite  (n^240). 

527.  Considérons  deux  séries  ordonnées  suivant  les  puis- 
sances croissantes  d'une  quantité  variable  x: 

(3)  i7o  -h  «!|jr  +  ^2-^'"  +  «jX^  -}- .  .  ., 

(4)  b^-^b^x -\- b.,x''-]- h-iX^ -^.  .  .  . 

Soient  5„  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  première 
série ,  et  s'„  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  seconde 
série,  de  sorte  qu'on  ait 

.y„  nr  «0  -4-  « ,  X  -H  a-,x'^  +  .  .  .  -r-  «,j_i  x"-~\ 
s'^z=  bo~h  b^x-h  b.,x'  -\-,  ..-h  bn-,x"-^; 

et  concevons  que  l'on  multiplie  entre  elles  les  expressions 
de  s^  et  de  s'„.  En  prenant  les  termes  du  produit  dans  les- 
quels l'exposant  de  x  sera  moindre  que  n ,  et  désignant  la 
somme  de  ces  termes  par  s", ,  on  aura 

r  -\-[fln-xbo-h(in-2b,~h.  .  .-|-«,^„_2-hflo^/i-i]^""'. 

Les  termes  qui  composent  la  somme  s'^  pourront  être  con- 
sidérés comme  les  //  premiers  termes  d'une  série  dont  ]r 
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terme  général  aura  pour  expression 

(6)  [an  bo  +  ûn-t  ^,  -4-  .  .  .  4-  fli  ^«_i  -f-  ûo  b„]x". 

Cela  posé ,  nous  allons  démontrer  que ,  si,  pour  une  valeur 
particulière  de  x,  les  séries  (3)  et  (4)  étant  uniquement 
composées  de  termes  positifs,  sont  cons^ej^gentes  et  ont 
respectii^ement  pour  sommes  s  ef  s',  la  série  dont  le  terme 
général  est  V expression  (6)  est  aussi  convergente  et  a  pour 
somme  s  Xs^'^  et  la  même  propnété  a  lieu  si^  les  termes 
des  séries  (3)  et  (4)  n  étant  pas  tous  positifs,  chacune 
d'elles  ne  cesse  pas  d'être  convergente  quand  on  change 
les  signes  des  termes  négatifs. 

Supposons  d'abord  que  les  termes  des  séries  (3)  et  (4) 
soient  tous  positifs.  Dans  ce  cas  on  voit  immédiatement  que 

l'on  a 

s    <    s,,  s   . 

D'un  autre  côté,  en  désignant  par  m  le  nombre  entier 
\{n  —  i)  ou  ~{n  —  2) ,  suivant  que  n  est  un  nombre  impair 
ou  un  nombre  pair,  le  produit  des  deux  sommes  5,„^i  et 
•^m+i  ne  donnera  que  des  termes  dans  lesquels  l'exposant 
de  X  sera  moindre  que  n  \  de  sorte  que  ces  termes  se  trouvent 
tous  compris  dans  l'expression  de  s\\^  donc  on  a 

Mais  si  l'on  conçoit  que  le  nombre  n  croisse  indéfiniment^ 
le  nombre  m  croîtra  aussi  indéfiniment ,  et  les  sommes  s^  et 
•^,«+1  convergeront  l'une  et  l'autre  vers  la  limite  ^;  en  même 
temps  les  sommes  s'^  et  5,',+i  convergeront  vers  la  limité  s' , 
Donc  la  somme  5'^,  qui  est  comprise  entre  les  deux  pro- 
duits s,Xi  et  ^,„+i^,'„+i,  convergera  vers  la  limite  ss' , 

Supposons  actuellement  que  les  différents  termes  des 
séries  (3)  et  (4)  conservent  les  mêmes  valeurs  numériques^ 
et  que  ces  termes  ou  quelques-uns  d'entre  eux  changent  de 
signe.  Il  suit  de  l'explication  qui  vient  d'être  donnée,  que 
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dans  le  cas'où  tous  les  termes  sont  positifs,  si  l'on  fait  croître 
indéfiniment  le  nombre  w,  la  différence  5„5^  — s'^  converge 
vers  zéro.  Or,  cette  différence  se  compose  de  tous  les  termes 
du  produit  s^s',  dans  lesquels  l'exposant  de  x  est  plus  grand 
que  Ji  —  I  -,  de  sorte  qu'on  a 

-4-  [«;,_, 6,  H-  «„_2 ^2  -f- ...  4-  (Il hn-2  4-  «1  bn_^]x'K 

Donc ,  si ,  pour  des  valeurs  croissantes  de  w ,  la  différence 
^n^'n  — s"^  converge  vers  zéro  lorsque  tous  les  termes  qui  la 
composent  ont  le  signe  -+-,  la  même  chose  aura  encore  lieu 
si  tous  les  termes,  ou  quelques-uns  d'entre  eux,  changent 
de  signe,  en  conservant  les  mêmes  valeurs  numériques.  Par 
conséquent,  la  série  dont  le  terme  général  est  Fexpres'- 
sion  (6)  sera  encore  convergente  et  aura  pour  somme  ss' . 

Démonst ration  de  la  formule  du  binôme  pour  un 
exposant  quelconque. 

528.  Soit  la  série 

m  [m  —  i)  m  [m  —  i)  [m  —  2) 

(i)      H-.wjcH ^: Lx--\~-^ '-^ ^jc^H-... 

•   '  1.2  I .2.0 

dont  le  terme  général  est 


m  {m  —  I.)  (m  —  2) .     .[m  —  «  -4-  i  ) 
I  .  2 .  3 .  .  .  Az 


(2)  — '■ — 7^ ^ '-  x" . 


Lorsque  m  est  un  nombre  entier  positif,  cette  série  se 
réduit  à  un  polynôme  composé  d'un  nombre  fini  de  termes, 
et  elle  a  pour  somme  (  [  -\-  x)'"-.  Supposons  que  m  soit  frac- 
tionnaire ou  négatif,  et  cherchons  quelles  sont  les  condi- 
tions nécessaires  pour  que  la  série ,  qui  se  compose  alors 
d'un  nombre  infini  de  termes,  soit  convergente. 

En  désignant  par  u„  le  terme  qui  en  a  Ji  avant  lui ,   et 
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par  zf„^,  le  terme  suivant,  on  a 


m 

ru  —  n                    Un+\                       n 
.r,      oti      — —  r=z X. 

n  -h  I  ll,^  I 

1  -h  - 
n 


Or,  si  l'on  fait  croître  indéfiniment  le  nombre  /? ,  la  fraction 
m 

—  convergera  vers  l'unité;  donc  la  valeur  numérique 


m 


n 


du  rapport  -^  aura  pour  limite  la  valeur  numérique  de  x. 

Par  conséquent,  la  série  (i)  sera  convergente  pour  toutes 
les  valeurs  de  x  comprises  entre  -f-  i  et  —  i  ;  elle  sera 
divergente  toutes  les  fois  que  la  valeur  numérique  de  x 
sera  plus  grande  que  l'unité  (n^  526). 

Pour  reconnaître  quelle  est  la  somme  de  la  série  (i), 
lorsqu'elle  est  convergente,  attribuons  à  ni  deux  valeurs 
différentes  helk^  la  série  proposée  se  changera  successive- 
ment dans  les  deux  suivantes  : 

3)      1  -f-  /j^  -}-  -^ ^  x"  -f-  -^ ^^ '  ^3  +  .  . . , 

^  1.2  1.2,3 

4]    I  -h  hx  -}-  -^ ^  x'  -h  -  -^ ^-v — -^  x'-h- 

^  1.2  1.2.3 

Si  l'on  multiplie  entre  elles  ces  deux  séries ,  il  en  résultera 
une  nouvelle  série  dont  le  terme  général  sera 


(5) 


/i{h — i)...{h—n-\-i)       h(h — i) ... /^— /2H-2)  / 

1 ^ 1_  ^  _ 

1.2.  ../2  1.2..(/Z  —  l)  1 

h  h{k—i),..{k—n-Jri)        l((f!~i)..,{k—n-i-i) 

_         l  1.2.,.(/2 1)  1.2../2 


.r". 


Cette  série  sera  aussi  convergente  pour  toutes  les  valeurs 
de  X  comprises  entre  -|-  i  et  —  i  (n®  527).  De  plus ,  si  l'on 
représente  la  somme  de  la  série  (i)   par  cp(m) ,  celle  de  la 
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série  (3)  sera  <p  (h) ,  celle  de  la  série  (4)  sera  9  [k) ,  et  la  série 
dont  le  terme  général  est  l'expression  (5)  aura  pour  somme 

Supposons  maintenant  que  h  et  k  deviennent  des  nombres 
entiers  positifs.  Dans  ce  cas  les  séries  (3)  et  (4)  sont  com- 
posées d'un  nombre  fini  de  termes ,  et  elles  ont  respecti- 
vement pour  sommes  (i-h  j:)^  et  (i  -h  J:^)^  par  conséquent, 
la  série  dont  le  terme  général  est  l'expression  (5)  est  aussi 
composée  d'un  nombre  limité  de  termes^  et  elle  a  pour 
somme  (1-1-0:)''+^^  d'où  il  suit  que  l'on  a  pour  toutes  les 
valeurs  entières  et  positives  de  heik 

h[h—  i)...[h  —  n  +-1)       k{h  —  ^)...(h-n  +  1)  ^'    , 
\.i.  .  .n  1 . 2 .  .  .  (/2  —  I  )  1    ' 

h  k[k  —  i),,.[k—n-^i)       k(k  —  i)...(k  —  n-^i) 
~^7  I  .2.  .  .(/2  —  i)  1.1.  .  .n 

(^  _j_  /-)  [h  -h  k-^i)..,(h-\-  k  —n-^i) 


1.2. .  .n 


Pour  que  cette  dernière  égalité  soit  vérifiée  par  toutes 
les  valeurs  entières  positives  des  nombres  h  et  k^  il  faut 
nécessairement  que  les  deux  membres  soient  identiques.  En 
effet,  ces  deux  membres  étant  des  fonctions  entières  de  h  et 
de  ^ ,  du  degré  n  ,  si  l'on  développe  les  opérations  indiquées 
et  qu'on  ordonne  ensuite  chaque  membre  par  rapport  à  k, 
on  aura  une  égalité  de  cette  forme  : 

Ao-HA,^-4-A,A:^H-..  .  =BoH-B,X--hB2/t-^4-.  .  ., 

les  coefficients  Ao,  A,,  A2,  etc.,  Bo ,  Bi ,  B.2 ,  etc.,  étant  des 
fonctions  entières  de  h ,  et  les  deux  membres  ne  contenant 
que  les  puissances  de  k  inférieures  à  la  {ji  -\-  i)'^""". 

Supposons  maintenant  qu'on  ait  donné  à  h  une  valeur 
fixe,  choisie  arbitrairement.  L'égalité  ci-dessus  devant  avoir 
lieu  pour  toutes  les  valeurs  entières  positives  de  ^,  il  faudra 
que  l'on  ait  Ao  —  Bo ,  Ai  =  Bj ,   A,  =  B2 ,  etc.  ;  car,  si  ces 
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conditions  n'avaient  pas  lieu,  en  réunissant  tous  les  termes 
dans  un  seul  membre ,  on  aurait  une  équation  du  degré  n , 
à  une  seule  inconnue  /f ,  qui  ne  pourrait  être  vérifiée  pour 
plus  de  n  valeurs  différentes  de  h  ,ce  qui  est  contraire  à  la 
supposition.  D'ailleurs,  cette  conclusion  devant  subsister 
quelle  que  soit  la  valeur  de  h  ,  pourvu  qu'elle  soit  un  nombre 
entier,  on  peut  appliquer  aux  égalités  Ao  =  Bo,  Ai=B,,  etc., 
un  raisonnement  semblable^  par  conséquent,  celles-ci  doi- 
vent être  aussi  vérifiées  pour  toutes  les  valeurs  de  h. 

Il  suit  de  cette  démonstration  que  la  série  dont  Je  terme 
général  est  l'expression  (5)  est  toujours  composée  avec  A  -f-  A:, 
comme  les  séries  (3)  et  (4)  sont  composées  respectivement 
avec  h  et  avec  k  5  ainsi,  les  sommes  des  deux  dernières  séries 
étant  exprimées  par  (p(/?)  et  ^(/î),,  la  somme  de  la  série 
dont  le  terme  général  est  l'expression  (5)  sera  (p  {Ji  -f-  i^)  ;  et 
puisque  cette  somme  est  aussi  égale  à  ^  (A)  X  ^  (^) ,  on  aura 

(6)  <p(^)X'f>^)  =  TW-H'^-)- 

En  remplaçant  dans  cette  équation  k  par  k-\-  l  ^  on  ob- 
tient 

<p  [h)  X  ?  [f^)  X  <p  (/)  =  'f  [h  -h  /-  -h  /). 

On  aura  donc ,  en  considérant  un  nombre  quelconque  de 
quantités  h^k.l,  etc., 

<?WX<?(>^-)X  «>(0  Xetc.  =  tf(h  -\-  /(  -h  l  -h  •  .  .)• 

Si  l'on  suppose  les  quantités  /i ,  A  ,  Z ,  etc. ,  toutes  égales  à 

une  fraction  positive -,  et  que  le  nombre  de  ces  quantités 

soit  y,  il  viendra 

[,g)]'  =  ,W,     d'où     ,(^  =  [,{p)f 

Or,  p  étant  un  nombre  entier,  (p(p)  est  (n-x)^.  Donc 
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En  supposant  dans  réquation  (6)  k  =  — h  ,  on  trouve 

(p(o)  =  t})(A)x  ?(— /O; 

or,  pour  m  =:^  0,  la  série  (i)  se  réduit  à  i  ;  d'où  il  suit  que 
(^  (o)  =  I  ^  la  dernière  équation  donne  donc 

D'ailleurs  on   vient  de  voir  que ,  pour  h  positif,  on  a 
donc 

Il  est  donc  démontré  que,  lorsque  x  est  compris  entre  i 
€t  —  I ,  on  a ,  pour  toutes  les  valeurs  de  m , 

m(m — i)           m(m — i)  (m — 2) 
(n)  (iH-  ^)'"  —  I  -f-  mx-\ ^ 'x'-\ ^ '-\- '  ^^  -f-.... 

^'^^  ^  1.2  1.2.3 

529.  La  formule  (7)  peut  être  employée  pour  les  extrac- 
tions de  racines.  Supposons  que  l'on  ait  à  calculer  la  racine 
fi'^'"^  d'un  nombre  p.  En  posant  p  =y  zh  z ,  on   aura 


p^^=r(i±~)  ; 


or,  si  l'on  choisit  les  nombres  z  et  j^  de  manière  que  le 

I 
second  soit  plus  grand  que  le  premier,  et  que  j"  soit  une 

quantité  rationnelle,  la  formule  (7)  donnera  le  développe- 

\^ 

ment  de  (  i  di  -  1    en  une  série  convergente  5  on  obtiendra 

une  valeur  approchée  de  cette  quantité  en  calculant  la 
somme  d'un  nombre  suffisant  de  termes  de  la  série  à  partir 
du  premier,  et  il  ne  restera  qu'à  multiplier  cette  valeur 

approchée  par  la  quantité  rationnelle  y". 
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S30.  Quand  on  emploie  la  formule  (  7)  à  ces  sortes  d'ap- 
plications ,  il  est  nécessaire  d'avoir  des  limites  de  l'erreur 
que  l'on  commet  en  ne  prenant  qu'une  partie  des  termes  de 
la  série. 

Pour  trouver  ces  limites,  supposons  d'abord  x  positif^ 
et ,  comme  la  valeur  de  x  doit  être  plus  petite  que  i ,  repré- 
sentons-la par  -",  a  sera  un  nombre  plus  grand  que  i. 

Désignons  par  N  le  terme  de  la  série  qui  en  a  71  avant  lui  ; 

la  quantité  par  laquelle  il  faudra  multiplier  N  pour  avoir 

le  terme  suivant ,  sera 

//?  —  n     I 

«  -h  I     a 

Cette  quantité  peut  être  d'abord  positive,  mais  elle  devient 

négative  dès  que  l'on  a   n^m.   Si,  en  outre,   le  nombre 

.  .p    ^      r        .        fil  —  n  n  —  m 

m  -f- 1  est  positii,  la  traction  ou  —  ,  ou  en- 

^  '  //  + 1  «  -h  I   ' 

/         /«  -4-  I  \ 
core  —  Il -7—    ,  est  comprise  entre  —  i  et  zéro  ;  par 

conséquent ,  la  valeur  numérique  du  rapport  ci-dessus  est 

plus  petite  que  -.  La  suite  des  termes  de  la  série,  à  partir 

de  N,  peut  s'écrire  ainsi  : 

N  —  N     1 3_-\__|_N    [ )    1 Z__\  .... 

\         n  -^  \  )  a  \         n  -\-  \  ]  \         n  -\~  ija^ 

Ces  termes  vont  en  décroissant  et  ils  sont  alternativement 
positifs  et  négatifs,  donc  leur  somme  est  plus  petite  que  N, 

et  elle  est  plus  grande  que  N  —  N  (  1 j  -.  L'erreur 

que  l'on  commet  en  ne  prenant  que  les  termes  qui  précè- 
dent N  est  donc  comprise  entre  ces  deux  limites. 

Supposons  maintenant  x  négatif,  et  posons  x  = 

La  somme  des  termes  de  la  série,  à  partir  de  celui  qui  en' 

5^  édit.  38 
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a  n  avant  lui ,  b«ra 


\  n  -\-  i  J  a  \         n  -\-  \  j 


N  +  N(i-— —  )-+N(i —  )  \x-"l±l\\^ 


Celte  somme  est  moindre  que  celle  de  tous  les  termes  de 
la  progression  géométrique  indéfinie 


Nh-N-  -f-N  — -f-  .. 
a  ar 


et  elle  est  plus  grande  que  celle  de  tous  les  termes  de  la 
progression 

N-l-N     1 -^     -  +  N     I 


n  -^  1 1  a  \  n  -\-  1 1    a 

Or  les  sommes  de  ces  progressions  sont 

et  ^  ^ 


[n  -\-  \)a  —  [n  —  m) 


L'erreur  que  Ton  commet  en  ne  prenant  que  les  termes 
de  la  série  qui  précèdent  N  est  donc  comprise  entre  ces 
deux  quantités. 

Si,  après  avoir  calculé  la  somme  des  termes  qui  pré- 
cèdent N,  on  prend,  pour  la  somme  des  termes  à  partir 

de  N ,  la  moitié  de  la   somme  des  deux  fractions 


et r-^^ — -, — r^  1  erreur  sera  moindre  que  la  mioitie 

[n-\-i)a  —  (n  —  m)  ^ 

de  la  différence  de  ces  fractions  ^  ce  qui  donne  pour  limite 
supérieure  de  l'erreur 

N«  im  +  i)  N«  [m  -}-  i) 

2 i ou  ^ • 

2(<2  — 1)[(«  +  \)a—{n  —  m)]         i(a  —  i)[«(rt —  i)  -\~m-\-  a] 

Lorsque  le  nombre  m  H-  i  est  négatif,  les  limites  de  l'er- 
reur sont  encore  celles  que  nous  avons  obtenues^  mais, 
dans  ce  cas ,  pour  que  les  termes  décroissent  à  partir  de  N  , 


CHAPITRE  DIX-HUITIÈME.                        SgS 
il  faut  que  la  valeur  de  n  vérifie  l'inégalité  n  ^  ; 

et ,  si  la  valeur  de  x  est  négative,  la  somme  des  termes,  à 
partir  de  N,  est  plus  grande  que  la  somme  de  la  pro- 
gression  dont  la   raison  est  -,  et  elle  est  plus  petite  que 

celle  de  la  progression  dont  la  raison  est  (  i |  -• 

^     ^  .  \  n-hija 

53i.  Quand  on  veut  appliquer  la  formule  (7)  aux  ex- 
tractions de  racines ,  on  peut  remplacer  m  par  -  -,  il  vient 
alors 

/      .      \Ti  I  n  —  I  (n  —  I  )  (2  «  —  0 

n  in''  i.Z.n^ 

{n  —  i){in—\)(Zn  —  \) 

Par  le  changement  de  m  en  —  m  dans  la  même  for- 
mule, on  obtient 

m{m-{-i)            m{m->rï]{m -\-i) 
(i-f-x)-'"=:i  —  mx  H ^ '-  X- ^ ^-^^r ^  x^-\-  .... 

1.2-  1.2.3 

En  supposant  m  =  1  ^  et  en  changeant  :ï:  en  —  x ,  on 
retrouve  la  formule  qui  donne  la  somme  des  termes  d'une 
progression  décroissante  par  quotient ,  prolongée  indéfi- 
niment ,    savoir  : 

(  I  —  x)~'  r=  l  -\-  X -i-  x^  -\-  x^  -{-  .... 

Déi^eloppements  des  exponetitielles  e^  et  a^, 
et  de  \  [\  -h  y^) . 

532.  Remplaçons  dans   la  formule   (7)   du  n*'  528  x 

par  ax  et  m  par  -5   il  viendra   pour   toutes  les  valeurs 

de  ax  comprises  entre  -f-  i  et  —  i ,  et ,  par  conséquent, 

38. 
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pour  toutes  les  valeurs  de  jc  comprises  entre  H —  et ; 

x^  x^ 

(  i-f-  a  jr)  "  ==  I  -h-  .r  H (  l  —  a)  H (  i  _  a)  (  i  —  2  a)  4-  ...  . 

Si  l'on  suppose  que  a  décroisse  indéfiniment,  on  trou- 
vera en  passant  aux  limites,  et  pour  toutes  les  valeurs 
de  X  comprises  entre  —   00    et    -h  00  , 


lim.  (l-hax)     rrr  1  -f- ^ -I f- 


X' 


H-  ..  . 


1  2.3 

En  supposant  dans  la  dernière  formule  .r  =  1  ,  on  obtient 

lini  .(i+a)    =i-f-iH h  ■ — :^  +  .  .  . 

^  '  1        2.3 

ou  ,  en  remplaçant  la  série  numérique  qui  forme  le  se- 
cond membre  de  cette  égalité ,  par  la  lettre  e  qui  en 
désigne  la  sommo  (n^  238)  , 

lim,  (1  -f-  a)     =:  ^. 

Cette  formule  est  celle  que  nous  avons  obtenue  dans  la 
note  du  n^  302 ,  mais  elle  est  ici  démontrée  pour  toutes 
les  valeurs  positives  et  négatives  de  a.  En  écrivant  ax 
au  lieu  de  a  ,  on  a 


aor 


lim.  (i  -h  ax)        .=  e  ; 
d'où  Ton   conclut 

j       r       ^y 

lim.  (i  -h  ot.x)  "'=::  lim.  L(i  -h  ax)  "'^  J  =r  e^. 
Donc 

^1)  e''  -^iY  -^  X 


2        12.3       1.2.3.4 

La  formule  (i)   subsiste  pour   toutes  les  valeurs  de  x. 
11  est  d'ailleurs  facile  de  s'assurer,  au  moyen  du  principe 
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du  n^  5*26 ,  que  la  série  qui  foiine  le  second  membre  est 
toujours  convergente. 

533.  Soit  a  une  quantité  positive  quelconque  \  en  indi- 
quant par  la  lettre  /  les  logarithmes  dont  la  base  est  e  , 

on  a 

a  —  e^«,      d'où     a"-'  =z  c'^"; 

donc 

,  ,                                     .        ■  (.via)-        (xlaY 
2  (1"=  =2  1  +  xla  -+-  ^ '-  -H  -^^ '-  -f- 

1.2  1.2.3 

534.  La  formule  du  développement  de  (i  -t-  x)'"  donne 

^,tj (x  _  ni)  H-  --    I  —  m)     1 

m  2   ^  3    ^  \  1  J 

Si  ,  dans  cette  dernière  équation  ,  on  suppose  que  m 
converge  vers  zéro  ,  on  trouve  en  passant  aux  limites  , 
et  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  -|-  i  et  —  i , 

(i  -f- .r)'" —  I  .r-        .r-'        .r* 

hin.  ^ '- —  X \- y-  -f-  .... 

m  204 

D'un  autre  côté  , 

(i  +  xY  =3  ..M' f)  ™  ,  _^-  ,nl[\  4-  x)  H ^ H-  .  .  . 

d'où 

(i -ho,-)'"  — 1  .  ,        mP[\-~Vx) 


m 


et  en  faisant  converger  m  vers  zéro , 


Donc 


luil.   ^ izr  /(  1  -H  -i- 

m 


x^        x' 


(3)  /(i-h  ..).-..--■!•  3-^^}-....      . 

La  formule  {S)  subsiste  tant  ([ue  b\   valeur  numérique 
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de  X  est  inférieure  à  runité;  et  il  est  facile  de  voir,  au 
moyen  du  principe  du  n*^  526 ,  que ,  dans  ce  cas ,  la  série 
qui  forme  le  second  membre  est  convergente.  Mais  cette 
série  devient  divergente  quand  la  valeur  de  x  est  supé- 
rieure à  l'unité,  et  l'équation  (3)  cesse  d'être  exacte.  Dans 
le  cas  particulier  où  .r  =  i ,  le  second  membre  devient 
I  —  î  H- i  —  etc.;  or  cette  série  est  convergente  (n°  240)  -, 
donc 

/(2)=:.-i  +  |-i+.... 

Pour  X  =  —  I,  le  second  membre  de  l'équation  (3)  devient 
—  I  —  ~  —  -j  —  ~  —  etc. ,  et  comme  la  somme  des  quan- 
tités I ,  ^ ,  ^ ,  ^ ,  etc. ,  en  nombre  infini ,  a  une  valeur  infinie 
(n^  239),  la  formule  (3)  donne  /(o)  =  —  oo  ,  ce  qui  est 
exact. 

En  remplaçant  x  par  -  ^  et  en  observant  que 

<-^)-'('^)-'('— )-"' 

on  trouve 

(4)  /(/?-hl)=t://2 


n       in}        '6ri^ 


Cette  formule  peut  servir  à  calculer  les  logarithmes  des 
nombres  entiers  consécutifs. 

En  changeant  dans  la  formule  (3)  a:  en  —  x,  on  obtient 


donc 


x^       x^        .r' 


/(l  -hx)  —  /(l  —  ar)r=  2  [^-h  — -}--^  -f- 


.  ,,                   \  -\-  X        /?i      T,    ,              m  —  «     .,     . 
et  si  1  on  pose =  —  5  d  ou  x  = ->  il  vient,  pour 

^i  —  X        n  m  -\-  n  *■ 


toutes  les  valeurs  positives  de  m  et  de  n 


m 
I  —  =:lm  —  Inzzzi 
n 


[m  —  n        I   im  —  «V       1  (m  —  n\^  1 

m  -\-  n        3  \m  -\-  nj        5  \m  -}-  n)  J 
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En  fçiisaiit  ni  =  /i  -f-  ^  ,  on  a 

I-ÔT T  +  1=7 r  +.  •  •      • 

et  pour  2=1, 

/(/?  H-  i)  =  //z-h  2     î h  ^-7 — î T. +••  •    • 

La  dernière  formule  peut  être  employée  préférablement  à 
la  formule  (4). 

535.  Les  diverses  formules  que  nous  venons  d'établir  ne 
donnent  que  les  logarithmes  népériens.  Si  Ton  veut  avoir 
les  logarithmes  vulgaires ,  il  faudra  multiplier  ceux  qu'on 

trouvera  au  moyen   de  ces  formules  par  le  module  

(n"  302).  En  désignant'ce  module  par  M  ,  on  aura,  d'après 
la  formule  (3) , 

(5)  iog(n-.r)=rM  L-- :^-^|^-...V 

et  d'après  la  formule  (4) , 

(6)  ,„(,(„+, )-log«  =  M  (i-^+ 3!,-.,.). 

Evaluatioîi  des  erreurs  qui  résultent  de  la  proportion 
à  laquelle  on  a  recours  pour  calculer ^  au  mojen 
des  Tables,  le  logarithme  dun  nombre,  ou  le 
nombre  correspondant  à  un  logarithme, 

536.  Soit  n  un  nombre  entier  quelconque^  désignons 
par  d  une  quantité  plus  petite  que  Tunité,  et  par  M  le 
module  par  lequel  il  faut  multiplier  les  logarithmes  népé- 
riens pour  obtenir  les  logarithmes  vulgaires.  Puisqu'on  s 

îog  [n  -f-  d)  —  log  11  ==:  log  (  I  +  ~  j  ■>  on  trouve ,  en  rempla- 
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çant  X  par  -  dans  la  formule  (5)  du  n®  535 , 

fd         cP  cl' 

d^        d-' 
Si  le  nombre  n  est  très-e^rand.  les  termes  — -•>  -x — 7'  ^^c, 

^  '  2  n^      6  TV 

seront  tous   très -petits  comparativement  au  terme  -;  on 

pourra  donc  obtenir  une  valeur  fort  approchée  de  la  diffé- 
rence log  (/^  -\-  d)  —  log  n ,   en   se  bornant  au  seul  terme 

M--  Comme  la  valeur  de  ce  term.e  est  proportionnelle  à  la 

quantité  r/,  il  s'ensuit  que,  pour  des  nombres  suffisamment 
grands ,  les  différences  des  logarithmes  sont  à  très-peu  près 
proportionnelles  aux  différences  des  nombres^  ce  qui  jus- 
tifie le  procédé  que  nous  avons  indiqué  dans  le  n°  306. 

On  peut  aisément  obtenir  une  limite  de  l'erreur  que 
l'on  commet  en  calculant  par  ce  procédé  la  différence 
log  [n  -\-  d)  —  log  11 .  Soit 

log(rt  --h  d)  —  log/?  =  §     et     \o^(n  -+-  1)  —  log/?  ===  A. 

On  a  trouvé  dans  le  n^  535  , 

Cette  dernière  formule  donne 

^  M  ^   M  /  I 

A  <r  —     et      A  >  —     I  -    — 

n  n   \  in 

D'après  la  formule  que  nous  avons  trouvée  plus  haut  pour 
le  développement  de  la  différence  log  [ji  -h  d) —  log  fi ,  on  a 

,    JM./             ,^Md  f           d\ 
f)  < et     tf  p> I  I 

/f  '^    \  ^  ''' 

Pour  obtenir  par  approximation  la  valeur  de  la  difïérence 
log  [n  -h  d)  —  log  n ,  on  pose  la  proportion  i  l  d  il  A  l  x^ 


CHAPITRE  DIX-HUITIÈME.  60  f 

d'où  x=  dA.  Or,  le  produit  dA  est  compris  entre et 

-,  et  puisque ,  d  après  les  inégalités  ci-dessus 


n     \  7.  n 


1  .     ..no,  ^  .  Mû?       lAd  /  d 

la  vraie  diiierence  d  est  comprise  entre  — -  et  —     i 1 7 

n  n     \         in  ^ 

,1  .      ,  p      .     .  M  c/       M  âf  /  I  \    Tx 

elle  est  comprise  a  lortiori  entre et i )  •  Donc 

n  n     \         in] 

l'erreur  que  l'on  commet  en  prenant  JA  au  lieu  de  à  est 

moindre  que  la  diiierence i ou 

n  n     \         inj  in^ 

Le  logarithme  népérien  de   10  est  2,3o258...^   il  fait 

-partie  de  ceux  qui  se  trouvent  dans  les  Tables  de  Callet.  Si 

Ton  veut  le  calculer  au  moyen  des  formules  du  n^  534,  on 

fera  d'abord  n  z=  \   dans  la  formule  (4)  5   on  aura  ainsi  /  2  , 

d'où   l'on   conclura  l^^^.  ili\  en  faisant  w  =  4  dans   la 

même  formule ,  on  trouvera  /5,  et  on  aura  lio  =  li  -{-  lo. 

En  divisant  l'unité  par  ce  logarithme ,  on  a  M  =  o,43  .  .  .5 

par  conséquent,  lorsque  le  nombre  71  est  plus  grand  que 

10000,  la  fraction  — ->>    dans  laquelle  d  est  une  quantité 

.,  ".i3... 


200000000 ' 


moindre   que  i  ,  a   une   valeur  moindre  que 

cette  valeur  est  donc  moindre  que  le  quart  de  l'unité  déci- 
male du  8^'  ordre.  L'erreur  que  l'on  commet  en  prenant 
dA  pour  la  valeur  approchée  de  â  ne  peut  donc  pas  influer 
sur  les  sept  premières  décimales  du  logarithme  demandé. 

On  déduit  aussi  des  relations  ci-dessus  une  limite  de 
l'erreur  qui  résulte  de  la  proportion  qu'on  établit  entre 
les  différences  des  nombres  et  celles  des  logarithmes ,  quand 
on  cherche  le  nombre  auquel  appartient  un  logarithme 
donné.  Supposons  que  n  ei  ji -\-  i  soient  les  nombres  dont 
les  logarithmes  comprennent  le  logarithme  donné,  que  ce 
logarithme  soit  log  /i  H-  J,  et  que  le  nombre  correspondant 
soit  //  -h  d.  La  valeur  approchée  de  vc  nombre,  calculée  par 
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le  procédé  du  n*^  306,  sera  «  -h  -^  ainsi  Terreur  sera  d 

Or,  suivant  ce  qui  précède,  la  valeur  absolue  de  la  diffé- 
rence dA  —  â  est  moindre  que ;  on  a  donc 

d <" ; 

A  ^  2  /2^  A  ' 

et  puisque  A>— (i j,  on  a,  à  plus  forte  raison , 

§  d 


A        in  —  I 

Quand  le  nombre  Ji  est  plus  grand  que  loooo,  la  fraction 
■ est  moindre  que L'erreur  que  l'on  commet 

2  /Z  —  1  ^         20000  ^ 

en  prenant  le  quotient  -  pour  la  valeur  de  d^  n'influe  donc 

pas  sur  les  quatre  premières  décimales  du  nombre  cherché. 

537.  Les  limites  que  nous  venons  de  calculer  supposent 
que  les  logarithmes  des  nombres  entiers  sont  connus  exac- 
tement. 11  resterait  à  tenir  compte  de  l'inexactitude  des 
logarithmes  donnés  par  les  Tables  5  mais  nous  renverrons 
pour  ces  détails  à  une  Note  de  M.  Viivcejvt,  qui  se  trouve 
dans  V Algèbre  de  M.  Bocjrdoj*.  JNous  nous  bornerons  à 
dire  que  l'auteur  de  cette  Note  y  fait  voir  que,  lorsqu'il 
s'agit  de  trouver  le  logarithme  d'un  nombre,  on  obtient  ce 
logarithme  à  moins  d'une  unité  du  septième  chiffre  déci- 
mal, et  lorsqu'il  s'agit  de  trouver  le  nombre  qui  correspond 
à  un  logarithme  donné,  la  caractéristique  de  ce  logarithme 
étant  4î  l'erreur  que  l'on   commet  dans  l'évaluation  du 

nombre  a  pour  limite  --?  D  représentant  la  diilérence  des 

logarithmes  des  nombres  entiers  qui  comprennent  le  nombre 
(herché,  considérée  comme  un  nombre  entier. 


/W»  VAA'VV»  V\'*-V\\\V'>  VV\v\'\'\/V\'VV\'VV\VV»  VVN'VV»  vv\  \V\VV\VV»'W>  VV«VVVIVV^   /\«'V\i^W»'VV>'>'V\  V\  ' 'VXA/W'» 'VV> 
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DE  L  USAGE  DES  FONCTIONS  DERIVEES  DANS  LES  QUESTIONS  DE  MAXIMUM 
ET  DE  MINIMUM.  ÉVALUATION  DES  QUANTITES  QUI  SE  PRÉSENTENT 
SOUS    LA    FORME  ^. 


De  l'usage  des  fonctions  dérwées  dans  les  questions 
de  maccimum  et  de  minimum. 

538.  On  dit  que  la  valeur  d'une  fonction  d'une  variable 
est  maximum  ou  minimum  pour  une  valeur  particulière  a 
de  x,  lorsqu'en  donnant  à  x  des  valeurs  suffisamment  voi- 
sines de  a,  soit  plus  petites 5  soit  plus  grandes,  la  fonction 
prend  des  valeurs  toutes  pius  petites  ou  toutes  plus  grandes 
que  pour  a:  =  «  ^  ou ,  en  d'autres  termes ,  f{x)  est  maxi- 
mum  ou   minimum  pour   x  ■=■  a^    lorsque   la    différence 

f(a  -\-  h)  — f(a)  reste  toujours  négative  ou  toujours  posi- 
tive, quel  que  soit  le  signe  de  /i,  tant  que  cette  quantité  est 
suffisamment  petite. 

On  peut  dire  aussi  que  la  valeur  d'une  fonction  est 
maximum  lorsqu'elle  cesse  de  croître  et  commence  à  dé- 
croître, et  qu'elle  est  minimum  lorsqu'elle  cesse  de  dé- 
croître et  commence  à  croître. 

539.  Lorsque  la  fonction ^(x)  est  entière,  on  a 

(i)  f(a  -4-  h)  ~f[a)  =f'{a)  h  -\-f"{a)   ^' 


I  .2 


Si  Ton  attribue  à  h  une  valeur  suffisamment  petite,  la 
différence  f(a  +  li).  — f(fi)  aura  le  signe  de  son  premier 
terme  (n°  372).  Donc,  ^\  f  (a)  n'est  pas  nulle,  cette  diffé- 
rence changera  de  signe  avec  h  ^  et  par  conséquent  f{a)  ne 
sera  ni  un  maximum  ni  un  minimum. 
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Sif'{a)  est  nulle  etsif"{a)  a  une  valeur  différenle  de  zéro, 
la  différence /(a -f-Zz)  — f[a)  aura  le  même  signe  que/'^(a), 
quel  que  soit  le  signe  de  /*,  pourvu  que  cette  quantité  soit 
suffisamment  petite.  Donc,  quand  ^^ (a)  sera  une  quantité 
négative ,  f{a)  sera  un  maximum  ^  quand  f  (a)  sera  une 
quantité  positive,  y(fl)  sera  un  minimum. 

Si  l'on  a  en  même  temps  /' {a)  =  o  etf'^  (a)  =  o , /(a)  ne 

sera  ni  un  maximum  ni  un  minimum,    à  moins  que  Ton 

n'ait  aussi  y^  (a)  =  o  ;  et  dans  ce  C3iàf[a)  sera  un  maximum 

si  f^^ (a)  est  une  quantité  négative,   et  un  minimum  si 

f^^{ci)  est  une  quantité  positive. 

En  général,  pour  que  x  =  a  donne  un  maximum  ou  un 
minimum  de  f[x) ,  il  est  nécessaire  et  il  suffît  que  la  pre- 
mière des  fonctions  dérivées  successives  de  J\3c)  qui  n'est 
pas  réduite  à  zéro  soit  d'ordre  pair^  et  suivant  que  cette 
fonction  est  négative  ou  positive  pour  j:  r=:  a ,  la  valeur 
correspondante  de  la  fonction  est  un  maximum  ou  elle  est 
un  minimum. 

Soit  f[x)  =  x^  —  gx^-i-i5 X  —  3. 

En  égalant  à  zéro  la  fonction  dérivée  du  premier  ordre, 
on  obtient  l'équation 

.r-  —  6  ,r  H-  5  =  c) . 

Les  racines  de  cette  équation  sont  i  et  5.  La  valeur  x  =  i 
réduit  y^(x)  à  —  12^  par  conséquent,  la  valeur  de  J  (x) 
pour  x  =  i  est  un  maximum.  La  valeur  x  ==  '5  réduit  J" {oc) 
à  -j-  125  donc  elle  rend  y  (x)  minimum. 

Soit  f[x)  =r.  x^  —  3  x^  -h  3  X  -h  7 . 

La  première  dérivée  de  cette  fonction  est  3  X'  —  6  x-H  3 . 
ou  3  (x  —  i)^,  elle  ne  devient  nulle  que  pour  x  =  i .  Cette 
valeur  de  x  réduit  aussi  f"[x)  à  zéro,  et  f"'{x)  est  un 
nombre.  Par  conséquent,  la  fonction  proposée  n'admet  ni 
maximum  ni  minimum. 

Soii  encore^  f\x)  =  x''  —  3  .r  •  ~f-  (i  x  ~h  J- 
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En  égalant  à  zéro  la  dérivée  du  premier  ordre ,  on  obtient 
une  équation  qui  n'a  que  des  racines  imaginaires  5  ainsi  la 
fonction  proposée  n'admet  ni  maximum  ni  minimum. 

Dérivées  des  fonctions  qui  dépendent  des  diverses 
opérations f  des  logarithmes  et  des  exponentielles, 

540.  Quand/'(x)  est  une  fonction  entière,  on  a 

/(i±^(f) = r  (.) + ±.ru)  ^  J^  r  w  + . . . . 

n  1.1  1.2.3 

Les  fonctions  dérivées  étant  entières,  leurs  valeurs  sont 
finies  tant  que  x  ne  devient  pas  infini  \  par  conséquent ,  si  h 

converge  vers  zéro,  le  rapport  ^ convergera 

versf  [x).  Donc,  la  dérivée  d'une  fonction  entière  d'une 
variable  est  la  limite  vers  laquelle  consierge  le  rapport  de 
r  accroissement  de  la  fonction  à  V  accroissement  de  la  va- 
riable,  quand  ces  accroissements  tendent  indéfinim,ent 
vers  zéro. 

541.  Lorsque  f{pc)  est  une  fonction  quelconque,  on 
appelle  encore  dérivée  de  cette  fonction  la  limite  du  rap- 

fi^  -i-  A) f{x\ 

port  — —  ,  pour  des  valeurs  de  h  qui  décroissent 

indéfiniment^   et  l'on  désigne  toujours  cette  dérivée  par 

Il  suit  de  cette  définition  que  la  dérivée  d'une  constante 
est  zéro.  La  dérivée  dey'(,r)  4-  «,  «  étant  une  constante, 
est  la  même  que  celle  à^fix).  Celle  de  — /^(•^)  est  — f'{^)'', 
et,  généralement,  la  dérivée  de  af(x)  est  af  (x). 

542.  Soient  X,  Y,  Z,  U,...  des  fonctions  quelconques 
d'une  variable  x:,  désignons  par  X^ ,  Yj ,  Zi  ,  Uj,...  ce 
que  deviennent  ces  fonctions  quand  x  devient  x-hh;  cl 


6o6  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE  D'ALGÈBRE. 

par  X',  Y',  Z',  UV-  les  dérivées  de  ces  mêmes  fonctions, 

^  ^     Y  Y 

c'est-à-dire  les  limites  des  rapports  — '— ,    — î— , . . .  . 

Si  Ton  a  X  =  Y  -h  Z  -h  U  -h  . . . ,  il  en  résultera 

Xi— X_  Yi  — Y       Z.  —  Z       U,  —  U 

Il        ~        h         '         h         '  Il         ^'  •  ■  •  ' 

et  en  passant  aux  limites 

X'  r=  Y'  -h  Z'  +  U'  -h 

Donc ,  la  dérivée  de  la  somme  de  plusieurs  fonctions  est  la 
somme  des  dérivées  de  ces  fonctions . 

543.   Soit  X  =  YZ,  onaura  ,  • 

X,  -  X  ==  Y,  Z,  -  YZ  =  Y,  (Z,  _  Z)  4-  Z  (Y,  —  Y)  ; 


donc 


^^^.hizl^z^j^l. 


Lorsqu'on  passerr.  à  la  limite,  en  faisant  h  =  o,  Yi  devien- 
dra Y,  et  l'on  trouvera 

X'  =  YZ'  +  ZY'. 

Donc,  la  dérivée  du  produit  de  deux  fonctions  est  égale 
à  la  somme  des  produits  quon  obtient  en  multipliant 
chaque  fonction  par  la  dérivée  de  Vautre. 

Si  la  fonction  X  est  le  produit  d'un  nombre  quelconque 
de  facteurs  Y,  Z,  U,  V,...,  en  faisant  ZUV...  =:F(x),  on 
aura ,  d'après  la  règle  précédente, 

X'^==Y'F(,r)-4- YF'(x). 

En  faisant  ensuite  UV...  =Fi(.r),  d'où  F(x)  =  ZFi(x), 

on  aura 

F(x)=rZ'F,W-l-ZF',(^); 

par  conséquent 

X'=:=Y'ZUV...  +  Z'YUV.    .-hYZF'.(^-). 
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On  pourra  continuer  de  la  même  manière ,  aussi  longtemps 
que  l'exigera  le  nombre  des  facteurs  5  et  de  là  il  suit  que  la 
dérwée  du  produit  d'un  nombre  quelconque  de  facteurs 
est  égale  à  la  somme  des  produits  qu  on  obtient  en  multi-^ 
pliant  la  dérivée  de  chaque  facteur  par  le  produit  de  tous 
les  autres  facteurs. 

Cette  règle  comprend,  comme  cas  particulier,  la  pre- 
mière proposition  du  n°  413. 

544.  Si  toutes  les  fonctions  Y,  Z,  U,...  sont  égales,  on 
aura  X  =  Y'"  et  X'  =  mY'"-^Y^  Donc,  pour  obtenir  la 
dérivée  de  la  m'^"^"  puissance  d^  une  fonction  ^  il  faut  mul- 
tiplier la  dérivée  de  la  fonction  par  l'exposant  et  par  la 
[m  — i)'^""^  puissance  de  la  fonction. 

545.  Soit  X  =  -•   On  conclut  de  là 

X,  —  x  = 

donc 

X,  — X 


I          I 

z,  —  z 

z,      z 

z,z 

I 

z,  —  z 

h  ZiZ         h 

et  en  passant  à  la  limite 

Z' 

■      ^  -      Z^ 

.Y 

On  déduit  de  là  la  dérivée  d'une  fraction  —  5  car  en  con- 

Là 

sidérant  cette  fraction  comme  le  produit  Y  X  ^  ,  et  en  ap- 
pliquant la  règle  du  n°  543,  on  a,  pour  la  dérivée  de  ce 

produit , 

,    I        ^^  Z'  ZY'  —  YZ' 

r.__Y._,   ou    -^— . 

Donc,  pour  obtenir  la  dérivée  d'une  fraction^   il  faut 
multiplier  la  dérivée  du  numérateur  par  le  dénominateur^ 
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soustraire  de  ce  produit  celui  de  la  dérivée  du  dénomina- 
teur par  le  numérateur,  et  diviser  la  différence  par  le  carré 
du  dénominateur . 


Si  l'on  a  X  =  =-?   il    en  résultera  X'  r=:  —  — <,   ou 

'7  m  Z 

X'  =  — mZ~'"~^.Z',  ce  qui  prouve  que  la  dérivée  d'une 
puissance  négative  se  forme  suivant  la  même  règle  que 
celle  d  une  puissance  positive. 

546.  pour  X  =  V  Y ,  on  a ,  d'après  la  division  de  a'" — h'"' 
par  a  —  b^ 

'" '"_  Y  Y 

X.  —  X  —  \/Y,—  v/Yrr: '■ \ 

'  •'-^  V        '  y  m  m  m  tu  ' 


v/Y';'-'  -f-  v'y';-^  .  y/Y-f-  . . .  -f-  VY"'— 
d'où 

X,--X       Y. —  Y  f 


y,  /,  m  m  'Il  m 

V/Y^'~  -+■  v/Y7^  y/Y  + ...  -h  v^Y'"-' 

et  en  passant  à  la  limite 

Y' 


X'  = 


m 


En  faisant  usage  de  l'exposant  fractionnaire,  on  a 

XrzrY'"     et     X'' = -.Y'.Y"-"'^ 
m 

de  sorte  que  la  dérivée  est  formée  suivant  la  même  règle 
que  celle  d'une  puissance  entière. 
Dans  le  cas  où  m  =  2 ,  on  a 

X  —  y/Y     et     X'  =  -^  • 

Donc,  la  dérivée  d'un  radical  du  second  degré  est  égale 
à  la  dérivée  de  la.  quantité  sous  le  radical ,  divisée  par 
deux  fois  le  radical. 
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547.   Supposons  X  =  log  Y  j  on  en  conclura 

X. -X:=îogY,-K^Y  =  log^. 

Y  Y 

Soit— ^— =  0 -,   d'où   Yi=Y-\-Oh'^   on  aura 

Y_ 

X,  — X        I  ,      /         Bh\        9    ,      /         Bh\eh 

Y^ 

ok\ëh 


Si  l'on  fait  converger  h  vero  zéro,   la  quantité  (  i-f- 

convergera  vers  e  (n°  533),  et  6  convergera  vers  la  dérivée 
Y';  donc,  en  passant  aux  limites,  on  aura 

^._Y'log. 

Donc,  pour  obtenir  /a  dérwée  d'un  logarithme ,  il  faut 
calculer  la  dérivée  de  la  quantité  dont  on  doit  prendre 
le  logarithme,  la  diviser  par  cette  quantité,  et  la  multi- 
plier par  le  logarithme  du  nombre  e  dans  le  système  auquel 
appartient  le  logarithme  que  Von  considère ,  ou  par  le 
module  de  ce  système. 

548.   SoitX==a^,  d'où  Xi  — X  =  flY(a^-Y_i).    Si 
l'on  fait 


a''- 

Y,  —  Y  =  y, .     et     

•  ri 


il  en  résultera 


lim-r=:Y',      et      «  =  (l-hyj6)*'      ou 


«  =  [(,  +  „6)''^J    . 


Pour  y;  =:  o,  la  dernière  relation  devient  a  =  e  ,  d'où  ê  =  /a , 
donc ,  lim =■  la.  Mais 

z=  •  -  5      donc       lim  — ; z=:Y  la  \ 

h  Yi  h  h 

5*  édit.  39 
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et  puisque  Xi  ~  X  —  a    {a    ~    —  i)  —  cP'' (a^  —  0  ^ 


Donc,  la  dérwêe  d^ une  fonction  exponentielle  est  égale 
à  la  dérivée  de  V exposant,  multipliée  par  la  jonction  et 
par  le  logarithme  népérien  de  la  base. 

549.  Quand  on  a  calculé  la  dérivée  d'une  fonction  ,  en 
prenant  la  dérivée  de  cette  fonction  dérivée  on  a  la  seconde 
dérivée  de  la  fonction  proposée ,  ou  la  dérivée  du  second 
ordre.  La  dérivée  de  cette  seconde  dérivée  est  la  troisième 
dérivée,  ou  la  dérivée  du  troisième  ordre  de  la  fonction. 
Ainsi  de  suite. 

550.  Puisque  la  première  dérivée  d'une  fonction  est  la 
limite  du  rapport  de  l'accroissement  de  la  fonction  à  l'ac- 
croissement de  la  variable,  lorsque  cette  dérivée  est  positive 
pour  une  valeur  particulière  a  de  x,  en  désignant  par  h  une 

quanti  le  tres-petite,  le   rapport ^  est  aussi 

positif^  donc,  si  h  est  positif,  on  a.  f  {^a -\- h) '^ f  {a)  ^ 
c'est-à-dire  que  la  fonction  croît  avec  x.  Si,  au  contraire, 

la  dérivée  est  négative  pour  x  =  a,  le  rapport . 

est  aussi  négatif  pour  h  suffisamment  petit:  donc,  /i  étant 
positif,  on  a  f[a  -\-  h)  <^f(a),  c'est-à-dire  que  la  fonction 
décroit  lorsque  x  augmente. 

Il  suit  de  là  que,  pour  que  la  fonction  cesse  de  croître 
et  commence  à  décroître,  ou  pour  qu'elle  cesse  de  décroître 
et  commence  à  croître,  c'est-à-dire  pour  qu'elle  devienne 
maximum  ou  minimum,  il  faut  et  il  suffit  que  la  dérivée 
change  de  signe.  H  y  a  maximum  quand  la  dérivée  passe 
du  positif  au  négatif,  et  minimum  quand  la  dérivée  passe 
du  négatif  au  positif. 
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Supposons,  par  exemple,  que  l'on  demande  le  maximum 

de   la  fraction  — ; .  La    dérivée  de   cette    fraction    est 

X'  -\-  X 

/  4  _i_  ■  .'2 L^  dénominateur  ix''  -\- xY  étant  toujours 

positif,  cette  dérivée  ne peutchanger  désigne qu'autantque le 
numérateur  change  de  signe,  et,  par  conséquent,  devient  zéro . 

D'ailleurs  l'équation  x^ — 6x^  —  i  ==  o  a  seulement  deux  ra- 

3  

cines  réelles  x=  \/3  ±Vio:le  premier  membre  est  néga- 
tif pour  les  valeurs  de  .r  comprises  entre  ces  deux  racines, 
il  est  positif  pour  toutes  les  autres  valeurs  de  x-^  et  le  con- 
traire a  lieu  pour  la  fonction  dérivée.  On  conclut  de  là  que 
la  fraction  proposée  est  minimum  pour  x^  =  3  —  y^io,  et 
qu'elle  est  maximum  pour  x'^  ==■  '^  -\-  \!  10. 

Soit   encore  la  fracti-on  —\   sa  dérivée  est  -, — r— ;   elle 

Ix^  [IxY    ' 

s'évanouit  pour  /x  =  i  ,  ou  x  :=  e  ^  et  elle  est  négative 
quand  x  <^e .  positive  quand  x^  e.  La  fraction  proposée 
a  donc  une  valeur  minimum  qui  est  le  nombre  e. 

55 1 .  Quand  la  fonction  f{x)  est  entière ,  sa  dérivée  est 
aussi  une  fonction  entière,  et  elle  ne  peut  changer  de  signe 
qu'en  devenant  zéro.  Soit  a  une  racine  de  J'[x)  =oj  si 
f" [a)  >  o ,  la  fonction^'  (x)  est  croissante  pour  des  valeurs 
croissantes  de  x  très-voisines  de  a ,  donc  elle  passe  du  néga- 
tif au  positif;  si  f"  {a)  <^o,  la  fonction  f  [x)  est  décrois- 
sante, donc  elle  passe  du  positif  au  négatif-,  si  f"  (a)  =  o, 
a  est  une  racine  multiple  de  f  (x)  =  0,  et  pour  que  f  [x) 
change  de  signe  lorsque  x  passe  d'une  valeur  plus  petite 
que  a  à  une  autre  plus  grande,  il  faut  que  le  degré  de  mul- 
tiplicité de  la  racine  a  soit  impair.  On  retrouve  ainsi,  pour 
les  fonctions  entières  ,  les  règles  qui  ont  été  établies  dans  le 
ji"  539  par  la  considération  du  développement  de  f(x-\-J}). 
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Évaluation  des  quantités  qui  se  présentent  sous  la 

Jornie  '{. 

552.    Soient  J\x)  et  cp(x)   deux  fonctions  entières  qui 

deviennent  nulles  quand  on  fait  x  ■=  a\  la  fraction  '--—r 

prendra  alors  la  forme  indéterminée  ^.  Si  l'on  divisait  les 
deux  termes  par  leur  plus  grand  commun  diviseur ç,  on 
obtiendrait  une  expression  équivalente  qui  aurait  une  valeur 
déterminée  ,  quelle  que  fût  celle  de  x.  Mais  on  peut  aussi 
trouver  la  valeur  de  la  fraction  pour  x  =  a  sans  recourir  à 
l'opération  du  plus  grand  commun  diviseur. 

Si  l'on  fait  x  —  a^=^h  ^  d'où  x  ^=  a  -\-h^  on  aura ,  à 
cause  àef(ci)  =^  o  et  o  (a)  =  o  ,  et  en  supprimant  le  facteur 
h ,  qui  sera  commun  aux  deux  développements  de  f(a  -\-  h) 
et  cp  (a  -h  h) , 

^  1.2^         ^  1.2.3 

d'où  5  en  faisant  A  =  o ,  qui  correspond  k  x  =  a  ^ 

f{a)  ^f'{a) 

Si  les  quantités  f  {a)  et  çp'(^)  sont  toutes  deux  nulles,  on 
trouvera ,  en  supprimant  une  seconde  fois  le  facteur  h , 

Ainsi  de  suite. 

On  conclut  de  là  cette  règle  générale  :  j)our  obtenir  la 

flx) 
valeur  d'une  fraction  -7-(  dont  les  deux  termes  sont  des 

.,  ,       '^'■^' 

fonctions  entières  d'une  variable  x,  et  qui  dev>ient  j  pour 


CHAPITRE  DIX-NEUVIEME.  6i3 

X  =  a  ,  il  tant  tonner  la  suite  des  tractions     ,,   .  -,     „  ,  ,  -, 

,,,,  ,  ?  etc.  :  la  'valeur  cherchée  est  celle  de  la  première  de 
ces  fractions  qui  71  est  pas  ^  pour  x  =  a. 

553.  Supposons  maiiilenant  que  f{x)  et  9  (x)  ne  soient 
plus  des  fonctions  entières,  si  elles  sont  nulles  pour  x  =  a^ 
en  faisant  x  =  a  -\-  h  ^  on   aura ,   à  cause  de  f(ci)  =  o   et 

?(«)  —  o, 

fia  -f-  h)  ^f[a) 

m  ^f{a  +  h)-f{a)  ^  h  _ 

Lorsque  /i  convergera  vers  zéro ,  ie  rapport  — ^ — 

convergera  vers  /  («) ,   et  le  rapport  -^-^ j !-^-^  con- 
vergera vers  cp'  [a)  ^  on  aura  donc ,  en  passant  aux  limites , 

Si  les  deux  quantités /'(a)  et  ^'  [a)  sont  nulles,  on  ap- 

f  ix) 
pliquera  la  même  proposition  à  la  fraction  -——''i   ^^^  sorte 

que  la  valeur  cherchée  sevai^-J^-  Si  cette  dernière  fraction 

est  encore  J ,  il  faudra  employer  les  dérivées  du    troisième 

ordre.  Ainsi  de  suite. 

3 

Prenons  pour  exemple  la  fraction ^5  qui  de- 
vient ^  pour  X  z=  o.  La  dérivée  du  numérateur  est 
ô(i  —  oc)    S  celle  du  dénominateur   est  i  ,  et  le  quotient 

de  la  division   de  la  première  quantité  par   la  seconde, 
pour  X  =  o,  est  ^.  Ce  nombre  est  la  valeur  cherchée. 
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Soit  encore  la  fraction qui  est  j  pour  x  =  o.  La 

dérivée  du  numérateur  est  e"  -}-  e~  *  ^  celle  du  dénominateur 
est  I ,  et  le  quotient  de  la  division  de  la  première  quantité 
par  la  seconde ,  pour  .r  =  o ,  est  2.  Ce  nombre  est  la  valeur 
cherchée. 

554-.   On  peut  parvenir  autrement  à  ces  résultats.  On  a, 
pour  le  premier  exemple , 


o I 

donc 


i  11, 

nr    ___  —  •  -r-' 

3  3   3 


1 ^  l X  I  I       I 

7v  '=3"^3'3'' 


Pour  ,r  =  o,   le  second  membre  de  la  dernière    égalité  se 
réduit  à  j. 

A  l'égard  du  second  exemple ,   en  remplaçant  les   ex- 
ponentielles e^  et  e~  '  par  leurs  développements,   on  a 


2  jr-  s>,  X' 

—  2-+- 


1.2.3        12.3.45 
Pour  X  =  o^  le  second   membre  de  cette  égalité  se  réduit 


a  2. 


55.  Lorsque  les  fonctions  /(x)  et  (f(x)  deviennent  in- 

f(x) 
finies  pour  une  valeur  de  x,  la  fraction  '—y-l-  se  présente 

sous   une   forme   indéterminée.    On  peut  considérer  cette 

fraction  comme  le  quotient  de  la  division  de  —  par  ^t^v-.  5 

et  ces  deux  dernières  quantités  deviennent  Tune  et  l'autre 
zéro  pour  x  :=z  a. 

Quandy(x)  et  (p(.r)  sont  des  fonctions  entières  ,  elles  ne 
deviennent  infinies  que  pour  .r  =  oc  .    Dans  ce  cas,  pour 
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obtenir   la   valeur  correspondaïUe  de  la  fraction  ^^-7^;  ?  il 

suffit  de  diviser  les  deux  termes  par  la  plus  haute  puissance 
de  X. 
Soit 

f{x)  __   <7,r'" -)-  hx'"-'  +  ex"'-' -\-  ....   ■ 
cp  [jo)  "~  A  .x"  -f-  B  X'"-  '  -f-  C  .r«-  2  H-  . . . .  ' 

Si  m  >>  /^,  en  divisant  par  ^'"  et  faisant  a  =  00  ,  le  numé- 
rateur deviendra  a,  et  le  dénominateur  sera  zéro  5  la 
valeur  de  la  fraction  sera  donc  infinie.  Si  tu  =  «,  après  la 
division  par  x"%  en  faisant  x  =  c^  ^  le  numérateur  de- 
vient a ,  et  le  dénominateur  devient  A  ;  la  valeur  de  la 

fraction  est  donc  - .  Si  m  <^  u  ^   la  valeur  de  la  fraction 

pour  X  =  00  est  zéro. 

Il  en  sera   de   même  ,    en  faisant  x  r=:  00  ,   si   les  deux 

termes  de  la  fraction -7—  sont  des  quantités  irrationnelles, 

développées  et  ordonnées  suivant  les  puissances  décrois- 
santes de  X.  La  valeur  de  la  fraction  sera  l'infini,  une  quan- 
tité finie,  ou  zéro,  suivant  que  le  degré  du  numérateur 
sera  plus  grand  que  celui  du  dénominateur,  égal  à  celui  du 
^dénominateur,  ou  plus  petit  que  celui  du  dénominateur. 

556.  Si  ,  pour  X  =z  a^  f(^)  ^st  zéro,  et  ^  [x)  est  00  ,  le 
produit  f{x)  X  9  [oc)  se  présentera  sous  une  forme  indé- 
terminée^ mais  on  peut  considérer  ce  produit  comme  le 

quotient  de  la  division  de  f(x)  par  — r^,  et  ces  deux 
quantités  sont  zéro  pour  x  ^=:  a  (■^). 

(*)  Le  produit  xlx  esi  0x00  pourjy^o.  En   meltant  ce  produit  sous 
celte  forme  — ,  la  dévivi  e  du  numérateur  est  1  ,  celle  du  dénominateur  est 

--rn,  »  ^'^  'c  quoiioiit  de  la  division  de  la  prrmière  (luanlité  par  la  seconde 
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est  —  x{lxy  qui  est  aussi  o  X  oo  pour  .r  =  o;  mais  ,  puisque  la  valeur  de 
la  première  expression  x/x,  pour  x  =  o,  est  égale  à  celle  de  — x{lxy,  en 
désignant  cette  valeur  par  ô,  on  a 

6  ^=—  Six     ou     6 ( i  -h  /x)  =  ô  ; 

et  puisque  Ix  est  —  oo  pour  x  =  o,   ô  =  o. 

On  peut  parvenir  autrement  à  ce  résultat.  En  faisant  x  =  -,  on  a 


Soit  le  =  y,  il  en  résultera 


X/X  ==: • 

z 


'  I    2 


Donc 


T-  =  -  -+-  i-t-  -^  H-  — ^ 
/2         y  1.2        1.2.3 


Pour  2  =  4-  oo ,   qui  correspond  à  x  =  o,  le  premier  terme  du  développe- 

Z  y  y^ 

ment  de  -y-  est  zéro,  les  termes  -^j  — - — rr»    etc. ,  sont  infinis,  et  comme 

IZ  1.2      1.2.3 

ils  sont  tous  positifs,  leur  somme  est  infinie.  Donc  —  =  oo  j  par  coiisé- 

Iz 
Iz 
qucnt  —  =^0. 
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CHAPITRE  VINGTIEME 


ADDITIONS. 


I. — Sur  la  théorie  de  l'élimination. 

1 .  En  considérant  un  système  de  deux  équations  de  degré 
quelconque  à  deux  inconnues  ,  on  peut  se  proposer  deux 
questions,  que  l'on  confond  assez  ordinairement  l'une  avec 
l'autre,  mais  qui  sont  cependant  distinctes.  On  peut  vou- 
loir trouver  toutes  les  solutions  communes  aux  deux  équa- 
tions par  rapport  à  l'une  et^  l'autre  inconnue,  ou  seulement 
une  équation  à  une  seule  inconnue ,  par  laquelle  on  puisse 
obtenir  toutes  les  valeurs  de  cette  inconnue  qui  con- 
viennent aux  deux  équations  avec  des  valeurs  correspon- 
dantes de  l'autre  inconnue  ,  les  mêmes  pour  chaque 
équation.  La  théorie  qui  a  été  exposée  dans  le  chapitre  XV, 
pour  la  résolution  de  ces  deux  questions ,  est  imparfaite , 
en  ce  qu'elle  ne  fait  pas  connaître  quel  sera  le  degré  de 
multiplicité  des  racines  de  l'équation  finale  enj^,  et  elle  ne 
comprend  pas  les  valeurs  de  j  auxquelles  correspondent 
des  valeurs  infinies  de  x.  M.  Labatie  a  donné  des  règles 
qui  font  disparaître  ces  imperfections.  M.  Ossian  Bonnet 
s'est  aussi  occupé  de  la  résolution  des  équations  simul- 
tanées à  deux  inconnues.  M.  Bonnet  donne  d'abord  une 
définition  précise  des  solutions  multiples  et  de  leur  degré 
de  multiplicité.  Au  moyen  de  cette  définition,  il  prouve, 
i"  que,  si  A  =  BQ  -f-  R  ,  les  solutions  des  deux  systèmes 
A  =  G ,  B  =  o ,  et  B  =  () ,  R  =  o  ,  ont  ,  dans  l'un  et  dans 
l'autre,  le  môme  degré  de  multiplicité^  2'*  que  le  système 
CA  =  o  ,  |]  =zr  o  équivaut  toujours  aux  doux  systèmes  C  =::  o  ^ 
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B  =  o ,  et  A  =:r  o,  B  r=  G.  Il  conclut  de  ces  deux  lemmes 
un  procédé  rigoureux  de  résolution ,  indépendant  du  théo- 
rème de  MM.  Labatie  et  Sarrus,  et  ensuite  une  démons- 
tration nouvelle  de  ce  théorème  ,  qui  n'est  plus  qu'une 
abréviation  de  sa  méthode.  Ce  travail  de  M.  Bonnet  a  été 
inséré  dans  les  Nouvelles  Annales  des  Mathématiques 
(février,  mars,  avril  et  mai  1846).  L'auteur  annonçait  qu'il 
s'occuperait  aussi  de  l'élimination  proprement  dite  ,  c'est- 
à-dire  du  cas  où  le  procédé  de  l'élimination  est  employé 
seulement  pour  obtenir  une  ou  plusieurs  équations  indé- 
pendantes de  l'une  des  inconnues,  et  qui  donnent  toutes 
les  valeurs  de  l'autre  inconnue.  C'est  ce  sujet  que  je  vais 
traiter  :  les  résultats  sont  ceux  auxquels  M.  Labatie  était 
parvenu;  mais  les  démonstrations  sont  de  M.  Bonnet,  qui 
ne  les  avait  pas  encore  publiées  ,-et  qui  a  bien  voulu  me  les 
communiquer. 

2.  Soient  y  (.r ,  j)  =  o  et  F  (jc,  y^  =  o  deux  équations 
algébriques  à  deux  inconnues.  Supposons  qu'on  ait  ré- 
solu chacune  d'elles  par  rapport  à  x,  et  soient  j^i,  X2 ,  X3,.. . 
les  racines  de  la  première,  x'-j-,  x^ ,  x'j ,. . .  celles  de  la  se- 
conde. Ces  quantités  sont  des  fonctions  de  j^  ,  et,  pour 
qu'un  couple  de  valeurs  a:  =  a  ,  }'^  =  S  soit  une  solution  des 
deux  équations,  il  faut  et  il  suffit  que  ,  lorsqu'on  fera  j'^  =  S , 
une  ou  plusieurs  des  racines  Xi ,  Xg ,  x^ , .  . . ,  et  une  ou 
plusieurs  des  racines  oc ^  ,  x'^  ,  x'3 , . .  . ,  deviennent  a.  Il  suit 

de  là  que,  si  l'on  forme  le  produit  P  de  toutes  les  diffé- 
.'  .'  '  '  t    * 

y  =  ê  ne  rend  infinie  aucune  des  racines  Xj  ,  X2 ,  .  .  .  , 
.r'i  ,  x'2  ,  .  . .  de  l'une  et  de  l'autre  des  deux  équations,  cette 
valeur  ê  de  j"  devra  vérifier  P  =  o  ;  et  réciproquement , 
toute  valeur  qui  vérifiera  l'équation  P  =  o  ,  sera  une 
valeur  convenable  de   ;  . 

3,  Supposons  d'abord   que    les    coefficients  des  termes 
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du  plus  haut  degré  par  rapport  à  x,  dans  les  deux  équa- 
tions, soient  numériques.  Dans  ce  cas,  les  racines  Xi ,  Xg, .  •  •  •> 
x\^  x\^...  ne  deviennent  ni  infinies  ni  J  pour  aucune 
valeur  àey.  On  a,  en  outre, 

f{x,y)  ^j:'"-!- A,^'«~'-f-A2x"'-2_j_  ,_  :=  [x—x^)  (x—x^)  [x—x^), . ., 

F  (a7,j)  —  .r"+B,x"-'H-B2^"-'  -[-  ...=(x—x\){x—x\){x~x\).  ..; 

donc  ,  en  substituant  dans  la  seconde  équation  les  racines 
de  la  première , 

'^     [p^'i  5  X)    ——    [p^'i  •**  I  )   ("^2  •*  2  j    (,•^2    ""■   -^  3  /    •  •  •  > 

par  suite, 

P  =:Y(x,,y)  X  F(x,,7)XF(.r3,j).... 

On  peut  évaluer  ce  produit  en  fonction  rationnelle  de  la 
seule  inconnue  j,  au  moyen  des  fonctions  symétriques. 
Ecrivons  le  produit  P  sous  cette  autre  forme  : 

P  =  (j?';-j-B,.r''-'  +  B2a;';-^H-...)  (^'^'H-B.x',^-' +B2<-^-l- ...).... 

Après  la  substitution  des  valeurs  des  racines  Xi ,  Xg ,  X3 ,. . . , 
un  terme  quelconque  de  la  fonction  P  contiendra  au  plus 
m  coefficients  de  F(r,j")  et  n  coefficients  àef(oc^j).  En 
elïet,  il  est  d'abord  évident,  par  l'expression  ci-dessus  de  P, 
qu'un  terme  quelconque  de  ce  produit ,  avant  la  substitu- 
tion, ne  contient  pas  plus  de  m  coefficients  de  la  suite  Bj  , 
Bg —  Il  en  est  encore  de  même  après  la  substitution  des 
valeurs  de  j^i ,  x^^ ...  ^  puisque  cette  opération  ne  peut  in- 
troduire que  des  coefficients  àQf(x^y).  D'un  autre  côté, 
on  peut  former  la  quantité  P  en  substituant  dans  la  pre- 
mière équation  les  racines  de  la  seconde ,  et  de  cette  ma- 
nière ,  un  terme  de  P  contiendra  au  plus  n  coefficients  àv 
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4.  Soient  actuellement 

f[x,  y)  =  Ao  Jc'"  -h  A,  x'»- '  -h  A,  Jc"'-'  +  .  .  .  , 
F  (x,  y)  =  Bo  x"  +  B,  x«-'  -h  B,x"-'  +  .  .  .  . 

On  pourra  écrire  les 'équations/ (,r,j)  =  o  et  F  [x^  y)=z  o 
de  cette  manière  : 

A,  A2 
Ao  Ao 

B.  B2 

X"  -j-  —  x«-'  H x"-^  H- .  .  .  =0. 

Bo  Bo 

D'après  la  remarque  précédente  ,  le  dénominateur  d'un 
terme  du  produit  P  ne  pourra  être  que  A"  B'J',  ouïe  pro- 
duit de  deux  puissances  moins  élevées  de  Aq  et  de  Bq.  Donc, 
en  multipliant  P  par  A'^  B^,  on  aura  une  fonction  entière 
dej^.  Soit  F  =  PA^  B|,"5  nous  allons  démontrer  que  F  =  o 
est  l'équation  finale. 

Cela  serait  évident  si  l'équation  finale  ne  devait  contenir 
que  des  racines  pour  lesquelles  on  n'eût  ni  Ao  =  o ,  ni 
Bo  =  o,  et  sil'équationF=  on'avaitaussiquede  semblables 
racines  ^  car  alors  les  racines  de  F  =  o  seraient  les  mêmes 
que  celles  de  P  =  o  j  et ,  d'un  autre  côté ,  comme  les  racines 
qui  devraient  être  données  par  l'équation  finale  ne  ren- 
draient infinie  aucune  des  racines  Xi ,  a:, ,  . . . ,  x,  ,  x\  , . . . , 
elles  devraient  toutes  satisfaire  à  l'équation  P  =  o  ;  mais 
il  faut  prouver  que  la  proposition  énoncée  subsiste  aussi  , 
en  considérant  les  valeurs  de  /  qui  annulent  un  des  coeffi- 
cients Ao  et  Bo ,  ou  qui  les  annulent  tous  les  deux. 

Supposon;3  d'abord  que,  pour  y  =  6  ^  on  ait  Ao  =  o, 
et  que  Bo  ne  soit  pas  nul^  dans  ce  cas  ,  une  ou  plusieurs  dos 
racines  Xi,  X2,  J^3,...  son|L  infinies.  Supposons  que  les 
lacines  infinies  soient  Xi  et  x^  5  on  a 

PB';  :.= 

(B„<H-B,^';-'-h...)(B„.r'^+B,x']-'+...){Bo.t";+B,a.--'H-.. .)..., 
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ou  bien 

PB-  =z 

et ,  en  multipliant  les  deux  membres  par  A"  , 

PA^B'«=       • 
(Ao^,^2)"(Bo+B,-^  +  ...UBo+B,^  +  ...yB„.7;^+B,x«-'-f-...).... 

Nous  allons  d'abord  démontrer  que  le  produit  Ao  x^  x^ 
a,  pour  j^=  ê,  une  valeur  finie,  différente  de  zéro.  En 
considérant  le  produit  de  toutes  les  racines  de  l'équation 
f{x,y)  =  o,  dont  le  dernier  terme  est  A,n ,  on  a 

A 
Aq  U/i  u.2  <^3  •  •  •    —   A ifi  t         (1  011        Afl  <37[  lîCo  — ~ 


ju^  jC  ^ 


Or,  s,\y  ■■=:  ^  n'annule  pas  A,„,  aucune  des  racines  .Ts,  0^4, . .  . 
n'est  zéro  quand  on  fait j^  =  6  \  par  conséquent,  le  second 
membre  de  la  dernière  égalité  a  une  valeur  finie  ,  différente 
de  zéro. 

Si  A,„  est  annulé  par  j^  =  ê,  il  y  a  des  racines  nulles-, 
mais,  dans  ce  cas,  que  l'on  augmente  toutes  les  racines 
d'un  même  nombre  //,  tel  qu'aucune  des  racines  ne  soit 
égale  à  —  h\  le  dernier  terme  de  l'équation  ne  sera  plus 
zéro.  On  aura  alors 

A.  K  + /,)  {.r,  +  A)  =  ^— pjA^^-^  . 

Il  suit  de  là  que  le  produit  Aq  (ti  -f-  11)  (x^  -\-  h)  aura  pour 
Y  =z  ^  une  valeur  flnie,  différente  de  zéro;  or  ce  produit 

est  égal  à  Ao  Xi  ^2  (  i  H )  (  i  H ]  1  et  lorsque  x^  et  .rg 

deviennent  infinies ,  il  a  la  même  valeur  que  le  produit 

Revenons  maintenant  à  l'expression  ci-dessus  du  produit 
PA"B'2'.  Lorsqu'on  fait  7'^  =  ê,  les  deux  premiers  facteurs 
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polynômes  de  cette  quantité  se  réduisent  à  Bo  ,  puisque  .r^ 
et  JC2  sont  infinies.  Chacun  des  facteurs  suivants  a  une  va- 
leur finie  qui  n'est  pas  zéro  ,  à  moins  que  l'une  des  racines 
X3,  X4...  ne  prenne  une  valeur  égale  à  celle  d'une  des  ra- 
cines de  l'équation  F(x,  j)  =  o,  auquel  cas  il  y  aurait  une 
valeur  a  de  x  qui  vérifierait  les  deux  équations  avecj^  =  o. 
Donc,  puisque  AoXj  x^  est  une  quantité  finie,  différente 
de  zéro,  si,  pour  y  =  ê  qui  annule  Ao ,  les  deux  équa- 
tions n'ont  aucune  solution  commune,  finie  ou  infinie, 
PB'"  A'^  ou  F  a  une  valeur  différente  de  zéro  ^  et  si  les  deux 
équations  ont  une  solution  commune  x  =  ce  ^F  est  zéro. 

Si  j  =:  ê  annule  Ao  et  Bo,  en  supposant  toujours  que 
Xi  et  Xi  soient  les  racines  de  f{x^  y)  =  o  qui  deviennent 
infinies ,  les  deux  premiers  facteurs  polynômes  de  PA'^'  B"' 
sont  nuls  quand  on  y  faitj>^  ==  ê,  et  tous  les  autres  facteurs 
ont  des  valeurs  finies  ;  donc  F  =  o. 

Il  est  démontré  par  là  que  l'équation  F  :=  o  donne  toutes 
les  valeurs  finies  de  y  qui  vérifient  les  deux  équations  avec 
une  valeur  finie  ou  infinie  de  x. 

5.  L'équation  F  =  o  peut  avoir  des  racines  égales  ;  mais, 
relativement  au  degré  de  multiplicité  de  ces  racines ,  nous 
considérerons  seulement  le  cas  où  Fune  des  équations  ne 
contient  pas  y,  de  sorte  que  le  système  proposé  estf(x)=o, 
F  (x^j)  =■  o.  Dans  ce  cas,  les  racines  jCj  ,  x., ,  ^3,...  de  la 
première  équation  sont  des  quantités  numériques,  et  l'on 
peut  ne  pas  tenir  compte  du  coefficient  Aq  qui  est  aussi  un 
nombre.  On  a 


Fr=PB;'=(Bo<+B,<-'  +.  .  .)  (Bo^^^  -|-B,.r»-'  + 


H  résulte  de  cette  composition  de  la  quantité  F  que ,  si 
l'équation  J(x)  =  o  admet  p  racines  égales  à  a,  et  si,  par 
la  substitution  de  a,  F(.r,  j)  =  o  admet  //  racines  égales 
à  S,  F  admel  le  facteur  (y- —  c)'''' , 
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G.   Il  reste  à  expliquer  comment  on  obtient  l'équation 

F  =  o,  quand  on  fait  usage  du  procédé  d'élimination  par 

le  plus  grand  commun  diviseur.  Considérons  pour  cela  les 

égalités 

rA  =  Bq  H-R/, 

c.B  — R^.H-R.r,, 

C2R  =  R,7,  +  R2/,, 

C3R,=r:R2  73  H- />,. 

Soient  Fi  =  o  l'équation  finale  du  système  B  =  o,  R  =  o^ 
F2  =  o  celle  du  système  R  =  o,  R^  =  05  F3  =  o  celle  du 
système  Ri  =  o,  Rg  =  o. 

Soient  m,  Ji  ^  p^  p^  ^  p^  les  degrés  de  A ,  B^,  R,  Ri ,  Rg , 
par  rapport  à  x^  et  a,  ê,  p,  pi,  pg  les  coefficients  des  pre- 
miers termes  de  ces  polynômes. 

En  substituant  dans  A  les  racines  de  B  =  o  ,  on  aura  une 
suite  d'égalités 

r  A'  —  RV,     c  k"  ~  R "7 ,     cK'"  =  R"/ , .  .  . 
d'où  l'on  conclura    — -  =:  ^— '  »     ou     c"F  =^  /"Fi  G"'~^. 

gm  g/; 

On  aura  somblablement 

c   '^  F^  —  r^2  n'i 

Par  suite,  en  multipliant  membre  à  membre  , 

11  est  à  remarquer  que  c,  Cj ,  Cg ,  c^  peuvent  n'être  pas 
les  facteurs  les  plu5  simples  par  lesquels  il  faut  multiplier 
pour  rendre  les  divisions  possibles. 
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II.  — Méthode  de  M.  Gauchy,  pour  V évaluation 
des  fonctions  symétriques  rationnelles  et  en- 
tières des  racines  d'une  équation  (*). 

1 .  Soit  une  équation 

X  ~  ^"^  -h /?,  ^'"-'  -f-  Z?,^"*-'  -}-...  +  yj„_,  X  -h  Pm  =  O. 

Soient  a.  b^  c  ^...  ^  i^  h^  /les  racines,  et  V  une  fonction 
symétrique  quelconque  rationnelle  et  entière  de  ces  racines. 
Supposons  qu'on  ait  éliminé  de  l'expression  de  V,  par 
un  moyen  quelconque,  toutes  les  racines,  excepté  a-^  il 
en  résultera  une  valeur  de  cette  fonction  sous  la  forme  d'un 
polynôme  rationnel  et  entier  par  rapport  à  /2,  de  sorte 
qu'en  ordonnant  ce  polynôme  suivant  les  puissances  de  a , 
on  aura 

V  =  Ao<2"  -h  A,  al^~' .  .  .  +  A//_,  a  -f-  A^,  • 

Ao,  Al,  etc.,  étent  des  quantités  composées  rationnelle- 
ment avec  les  coefficients  de  l'équation  proposée. 

Soit,  en  outre,  en  remplaçant  x  par  a  dans  l'équation, 

A  r=  «'"  -h  /?,«'"-'  -+-y>'2  n'"-' .  •     H-  Pm-^  Cl  +  p^,. 

Nous  allons  démontrer  que  si  l'on  divise  le  polynôme  V 
par  le  polynôme  A,  le  reste  sera  indépendant  de  «,  et  sera 
la  valeur  de  la  fonction  V. 

En  effet ,  si  Q  et  R  désignent  le  quotient  et  le  reste  de  la 
division  de  V  par  A  ,  on  aura  V  =  AQ  -f-  R ,  et,  comme  A 
est  nul , 

VrrrR. 

I^e  reste  R  est  au  plus  du  degré  m  —  i  en  a  \  représentons- 


(*)  Celte  méthode  a  été  publiée  par  M.  Caucby  Jans  ses  anciens    Exer- 
cices de   Matliémnticjucs  (4®  année). 
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]e  par 

q.a""-'  -+-  q,  a""—'  H-  .  .  .  -|-  7„,_,  a  -f-  r/„,_,. 

On  aura  donc  aussi 

\  =  q,  «"'-'  -\-  q,  a""-^  4- ...  4-  '7m-2  a  -+-  <7«_, . 

Mais  puisque  V  est  une  fonction  symétrique  ,  on  peut  reni- 
placer  a  par  ^,  par  c ,  etc.  ^  et  comme,  par  ces  changements, 
^0,  (Ji-)  etc.  conservent  leurs  valeurs,  il  s'ensuit  qu'en 
écrivant  x  au  lieu  de  a ,  dans  le  second  membre  de  la  der- 
nière équation  ci-dessus ,  cette  équation ,  du  degré  m  —  i , 
sera  satisfaite  par  m  valeurs  différentes  de  x-,  ce  qui  est 
impossible,  à  moins  que  les  coefficients  dés  puissances  de  x 
né  soient  tous  nuls.  Donc  le  reste  R  est  <7,„_i,  et 

V  =  qm-y 

2.  Cette  démonstration  suppose  que  les  m  racines  sont 
inégales  •  mais  les  conclusions  qui  s'en  déduisent  subsistent 
encore  quand  l'équation  X  =  o  a  des  racines  égales.  Pour 
le  prouver,  il  suffit  de  considérer,  au  lieu  de  l'équation  X=o 
qui  a  des  racines  égales ,  une  autre  équation  U  =  o  dont 
toutes  les  racines  soient  inégales ,  et  qu'on  obtiendrait  en 
faisant  subir  des  modifications  insensibles  aux  coefficients 
de  X.  Par  exemple ,  si  X  =  o  a  trois  racines  égales  à  a,  et 
que  toutes  les  autres  racines  soient  différentes^  on  prendra 

_y;.{x  — a— h){x —a  — h') 
U_  (x  —  ay  ' 

Le  polynôme  U  ne  diffère  de  X  qu'en  ce  que  deux  des 
trois  racines  égales  à  a  sont  remplacées  par  «-+-  /i  et  «-(-/i'; 
et  l'on  modifierait  d'une  manière  semblable  le  polynôme  X, 
si ,  outre  les  trois  racines  égales  à  a ,  l'équation  proposée 
avait  plusieurs  racines  égales  à  è,  d'autres  égales  à  c,  etc. 
Cela  posé,  en  substituant  l'équation  U  =  o  à  X  =  o,  et 
conservant  les  notations  précédentes,  on  aura  V=  ^,„_i -, 
S^  èilit.  4^ 
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mais  puisque  cette  équation  aura  lieu  quelque  petites  que 
soient  les  quantités  h ,  h\  etc. ,  elle  aura  lieu  aussi  à  la  limite 
quand  on  fera  h  =  o^  h'  =  o,  etc. 

3.  Voici  maintenant  quelle  est  la  méthode  que  M.  Cau- 
chy  déduit  de  la  proposition  précédente,  pour  calculer  la 
valeur  de  la  fonction  symétrique  V. 

Divisons  X  par  x  —  a,  et  soit  Xi  le  quotient;  divisons 
de  même  Xi  par  x  —  ^,  et  soit  X,  le  quotient;  divisons 
encore  Xa  par  x  —  c,  et  soit  X3  le  quotient;  continuons 
d'enlever  ainsi  de  X  tous  les  facteurs  du  premier  degré 
jusqu'à  X  —  k'^  de  sorte  que  X,„_i  ne  contiendra  plus  que 
le  seul  facteur  x — /.  Cela  posé,  considérons  les  m  équa- 
tions 

X  =  0,       X,  =  G,        X2=:0,...,       lim-i=0. 

La  première  est  la  proposée,  et  elle  a  pour  racines 
a,  è,  c,...,  /^,  /;  la  deuxième  a  pour  racines  Z»,  c,...,k,  /, 
et  ses  coefficients  sont  exprimés  sous  forme  entière  au 
moyen  de  a  et  des  coefficients  de  la  proposée  ;  la  troisième 
a  pour  racines  c ,.  .  .^k ,  I .,  et  ses  coefticienls  sont  expri- 
més sous  forme  entière  au  moyen  de  b  et  des  coefficients 
de  la  précédente,  c'est-à-dire  par  a ,  è  et  les  coefficients  de 
la  proposée.  En  général ,  les  coefficients  de  l'une  quelconque 
de  ces  équations  sont  exprimés  sous  forme  entière  par  les 
coefficients  de  la  proposée  et  les  racines  qui  n'appar- 
tiennerut  pas  à  l'équation  que  l'on  considère.  Enfin,  dési- 
gnons par  A  la  valeur  de  X  pour  x  =  a  .^  par  B  la  valeur 
de  Xi  pour  x  =  b ,  par  C  celle  de  Xo  pour  x  =  c  ^  et  ainsi 
de  suite:  en  sorte  que  I  sera  la  valeur  de  X,„_3  pour  x  =  «', 
R  celle  de  X,„_ç  pour  x=k,  etL  celle  de  X,„_,  pour  x=:i. 
On  aura 

A  =  O,       B  :=  O,       C  =  0,       .,      1=^3  0,      K  =  G,      L=o. 

Cela  posé,  V  est  une  fonction  symétrique,  non-seulement 
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des  racines  de  l'équation  X  =  o ,  mais  aussi  de  celles  d(^ 
l'une  quelconque  des  équations 

X,  =0,       X,  nro,...,       X;„_,  =  O. 

Nous  allons  faire  voir  qu'en  s'appuyant  sur  cette  remarque, 
on  peut,  à  l'aide  du  théorème  fondamental  qui  a  été 
démontré  en  premier  lieu,  éliminer  successivement  chaque 
racine  de  l'expression  de  V. 

D'abord  l'équation  L  =  o ,  où  /  entre  au  premier  degré, 
permet  de  chasser  immédiatement  /  de  l'expression  de  V. 
Considérant  alors  \  comme  une  fonction  symétrique  des 
deux  racines  A  et  /  de  l'équation  lL,n-^  =  o,  dont  Tune  est 
déjà  éliminée,  on  l'ordonnera  par  rapporta  ^,  et  on  la 
divisera  par  R,  suivant  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus  (1  )  ;  le  reste 
de  la  division  ne  contiendra  plus  k  et  sera  la  valeur  de  la 
fonction  V  débarrassée  dés  racines  k  et  /.  On  considérera 
cette  valeur  de  V  comme  une  fonction  symétrique  des  trois 
racines  /,  k,  /de  Téquation  X„i_3  =:  o ,  dont  les  deux  der- 
nières ont  été  éliminées,  et  après  Favoir  ordonnée  par  rap- 
port à  i,  on  la  divisera  par  I  afin  d'éliminer  «  5  le  reste  de 
la  division  ne  contiendra  pas  i  et  sera  la  valeur  de  V  débar- 
rassée des  trois  racines  z,  A,  /.  On  continuera  ainsi  jusqu'à 
ce  qu'on  ait  éliminé  de  V  chacune  des  racines  a ,  Z> ,  c , .  .  . , 
i,  k,  l'^  on  aura  alors  la  valeur  de  cette  fonction  exprimée 
par  les  coefficients  de  l'équation  proposée. 

A.  L'expression  définitive  de  V  s'obtient  par  de  simples 
divisions ,  et  comme  les  premiers  termes  des  polynômes 
A,  B,  C,...,  I,  K,  L,  qui  servent  successivement  de 
diviseurs,  ont  tous  l'unité  pour  coefficient,  ces  divisions 
n'introduiront  aucun  dénominateur;  par  conséquent,  si 
l'expression  de  V  est  entière  non-seulement  par  rapport 
aux  racines  a,  ^,  c, .  .  . ,  z,  /c ,  /,  qui  y  entrent  symétrique- 
ment,  mais  encore  par   rapport  aux  coefficients  y^j,  p.^ , 

4...' 
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p^^  etc.,  qui  peuvent  aussi  y  entrer,  l'expression  définitive 
de  V  sera  aussi  entière  par  rapport  à  ces  coefficients^  et 
enfin ,  si  ces  coefficients  sont  des  nombres  entiers ,  la  valeur 
de  V  sera  elle-même  un  nombre  entier.  Cette  proposition, 
qu'on  aurait  peine  à  démontrer  complètement  au  moyen 
de  la  méthode  qui  a  été  exposée  dans  le  chapitre  XVII ,  se 
déduit  immédiatement  de  celle  de  M.  Cauchy. 

m.  —  Sur  les  racines  imaginaires .  Théorème 
de  M.  Cauchy. 

1 .  Soit  f[z)  une  fonction  rationnelle  et  entière  par  rap- 
port à  2r ,  du  degré  m,  qui  pourra  contenir  des  coefficients 
imaginaires.  Représentons  par 


a, -4-6,  y/— 1,      a2H- 62  y/— I,.  .  ., 

les  ni  racines  de  cette  équation  5  ces  racines  pourront  ne  pas 
être  toutes  inégales,  et  s'il  y  a  des  racines  réelles,  elles 
seront  comprises  dans  les  mêmes  expressions,  en  réduisant 
à  zéro  le  coefficient  de  sj — i-  Soit  aussi  U -f- V  y/ — i  ce 
que  devient  le  polynôme  f{z)  quand  on  y  remplace  z  par 
X  -hy  y/ — I ,  on  aura 


On  peut  mettre  l'expression  x  —  a  -h  [y — ê)  y  —  i  sous 
cette  autre  forme 

/-(ces/? -h  y/ — I  sin/>). 
On  a  alors 

X  —  a          .              y  —  ê                           y  —  ê 
ros/?  =r ,      sm/?  =  — î      tang/;  =- • 
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En  faisant  de  même 

U  +  Vv/^— r(cosP4- v/^^sinP), 
on  a 

V 
tangPr=  -, 

et  l'égalité  (i)  se  change  dans  la  suivante  , 

^  (cos  P  H-  sl~  I  sin  P)  =^ 
/-,  (cosy^,  H-  v^—  I  sin p,)xr,  (cos/>,  H-  s/—  i  siny^,) X  • . .; 
d'où  l'on  conclut 

P=y>>i  -\-p2  -\-pz  +. . . . 

2.  Considérons  les  variables  x  ely  comme  les  coordon- 
nées d'un  point  indéterminé  M  d'un  plan ,  et  a  et  ê  comme 
celles  d'un  point  ïi^e  A  dans  le  même  plan.  Les  quantités  /• 
et  p  seront  alors  les  coordonnées  polaires  du  point  M  par 
rapport  au  point  fixe  A. 

Lorsqu'un  angle  varie  d'une  manière  continue,  la  tan- 
gente de  cet  angle  peut  changer  de  signe  en  devenant  nulle , 
ou  en  devenant  infinie  \  et  chaque  fois  qu'elle  change  de 
signe  en  devenant  nulle,  elle  passe  du  négatif  au  positif 
quand  l'angle  est  croissant,  et  elle  passe,  au  contraire  ,  du 
positif  au  négatif,  quand  l'angle  est  décroissant.  Soient 
p'  et  p"  deux  angles  quelconques  déterminés  5  supposons 
p"  ^p' -,  et  soient  kTZ  et  {^  -\-  11)1:  les  multiples  de  tî  immé- 
diatement inférieurs  à  p'  et  à  p".  Les  valeurs  de  l'angle  p 
comprises  entre  p'  et  p^'  pour  lesquelles  la  tangente  sera 
zéro,  seront 

(/?-+l)7r,      (^  H- 2)7r,  .  .  .,    (>^ -f- /z)77; 

donc,  si  l'angle  p  est  constamment  croissant  depuis  p'  jus- 
qu'à/?'^  sa  tangente  passera  n  fois  du  positif  au  négatif  en 
devenant  nulle.  Si  l'angle  p  varie  depuis  p'  jusqu'à  p"  sans 
être  constamment  croissant ,  sa  tangente,  en  devenant  niille^ 
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pourra  passer  tantôt  du  négatif  au  positif,  et  tantôt  du 
positif  au  négatif-,  mais  l'excès  du  nombre  de  fois  qu'elle 
passera  du  négatif  au  positif  sur  le  nombre  de  fois  qu'elle 
passera,  au  contraire,  du  positif  au  négatif,  sera  égal  à  n  ; 
car  si  l'angle  p^  en  variant  depuis  p'  jusqu'à  p" ^  prend 
plusieurs  fois  une  des  valeurs  intermédiaires  (/e  4-1)71, 
(^  -h  2)  TT , .  .  . ,  (^-1-/^)7:^  il  la  prendra  alternativement  en 
croissant  et  en  décroissant ,  et  il  devra  la  prendre  une  fois 
de  plus  en  croissant  qu'en  décroissant. 

3.  Supposons  maintenant  un  contour  fermé  quelconque, 
qui  soit  tel  qu'en  aucun  de  ses  points  on  n'ait  à  la  fois 
U  =  o  et  V  =  o.  Si  l'on  construit  des  points  Ai,  A2 ,  etc., 
qui  aient  pour  coordonnées  les  différents  couples  «i  et  Cj, 
«2  et  §2 ,  etc.,  aucun  de  ces  points  ne  sera  situé  sur  le  con- 
tour;  et,   si  le  point  dont  les  coordonnées  sont  x  et  y 
parcourt  le  contour  entier,  lorsqu'il  sera  revenu  à  sa  posi- 
tion initiale,  l'angle^,  correspondant  au  point  A, ,  et  dont  ce 
point  sera  le  sommet ,  aura  augmenté  de  271  ou  il  aura  repris 
sa  valeur  primitive,  suivant  que  le  point  A^  sera  situé  dans 
l'intérieur  ou  à  l'extérieur  du  contour.  Donc,  si  n  est  le 
nombre  des  points  intérieurs  au  contour,  l'angle  P  aura 
augmenté  de  itm-^  par  conséquent  l'excès  du  nombre  de  fois 

V 

que  la  tangente  de  cet  angle ,  ou  le  rapport  — ,  aura  passé 

du  négatif  au  positif  en  devenant  nul,  sur  le  nombre  de 
fois  que  ce  rapport  aura  passé  du  positif  au  négatif  en 
devenant  nul,  sera  égal  à  2?^5  ou,  en  d'autres  termes  : 

Si  ï[z)  =  f(x  -f-  y  y/ — i  )  =:  U  -h  V  y/ — i ,  en  supposant 
que  Von  prenne  successivement  pour  x  ef  y  les  coordon- 
nées de  tous  les  points  d'un  contour  fermé  quelconque^ 
tel  quen  aucun  point  de  ce  contour  on  nait  à  la  fois 
U  =  o  ,  V  =  o ,  et  en  calculant  V excès  du  nombre  de  fois 

V 

que  le  rapport      i  en  devenant  nul,  passe  du  né^af/J  an 
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positif,  sur  le  nombre  de  fois  que  ce  rapport  passe  eti 
dei^enant  nul  du  positif  au  négatif  pendant  que  le  point 
X,  y  parcourt  le  contour  en  avançant  toujours  dans  le 
même  sens,  jusquci  ce  quil  ait  repris  sa  position  initiale  j 
si  A  est  cet  excèsj  le  nombre  des  points  dont  les  coor- 
données X  =  a  ,  y  =  ê  vérifient  l'équation 

/{z)=f{x-^ys/'^  =  o, 

et    qui  sont   situés  dans    l'intérieur   du    contour  fermé. 


4.   Au   moyen  de   ce   théorème,    on  peut   connaître  le 
nombre  des  racines  imaginaires  de  Téquation 

/W  =/C^  -+-7  s/—i)  —  o, 

dont  la  partie  réelle  est  comprise  entre  deux  limites  données 
a  et  «',  et  le  coefficient  de  sj — i  entre  les  limites  b  et  b\ 
On  considérera  le  contour  formé  par  les  quatre  droites 
x  =  a^x=^a'jy=:b,y  =  b'-^  l'excès  A  pour  ce  contour 
entier  sera  évidemment  égal  à  la  somme  des  valeurs  de  cet 
excès  calculées  successivement  par  rapport  à  chacun  des 
quatre  côtés ,  en  supposant  que  le  point  mobile  avance  tou- 


(*)  M.  Cauchy,  en  faisant  connaître  ce  théorème  remarquable,  n'en  avait 
pas  donné  une  démonstration  élémentaire;  celle  qui  vient  d'être  exposée 
est  de  M.  Sturm  ;  elle  a  paru  eu  i836,  dans  \e  Journal  de  M.  Liouville 
tome  I ,  page  290).  MM.  Sturm  et  Liouville  en  ont  donné  d'autres  qui  se 
trouvent  dans  le  même  volume,  et  par  lesquelles,  sans  avoir  établi  aupara- 
vant qu'une  équation  a  toujours  une  racine,  on  prouve  qu'une  équation  du 
degré  m  en  a  m.  M.  Sturm  démontre  aussi  l'existence  d'une  racine  par  les 
considérations  qui  ont  été  employées  dans  la  démonstration  ci-dessus. 
A  cet  effet,  il  prouve  que,  lorsqu'il  n'existe  aucun  point  dans  l'intérieur 
d'un  contour  fermé  et  sur  ce  contour  même  pour  lequel  on  ait  U  =  o  et 
V  =  0 ,  l'excès  A  pour  ce  contour  est  nul;  et  que,  pour  un  contour  circu- 
laire d'un  rayon  sulïisamment  grand,  qui  a  son  centre  à  l'origine ,  l'excès  A 
ne  peut  être  nul ,  et  il  est  égal  à  2  m,  m  étant  le  degré  de  réquation. 
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jours  dans  le  m^me  sens.  Or  on  aura 


u     ^Kx,  j; 


=  x(-^>  j); 


les  valeurs  de  ce  rapport  pour  les  quatre  côtés  consécutifs 
seront  /^ (x,  b) ,  j^ («',  r) ,  X (^^5  ^0  •>  xi^iï)  '>  ^^  ^^^^^  devront 
être  considérées  la  première  entre  les  limites  x=  a  et  x=^a\ 
la  deuxième  entre  les  limites  y  =  Z>  et  r  =  ^'  >  la  troisième 
entre  les  limites  x  =  «'  et  x  =  « ,  la  quatrième  entre  les 
limites  j  =^  b'  et  y  :=  b. 

5.  Pour  obtenir  les  parties  de  la  valeur  de  A  correspon- 
dantes à  chacune  de  ces  quatre  fonctions  ,  entre  les  limites 
indiquées,  il  faudra  appliquer  le  théorème  qui  a  été  ex- 
posé dans  le  n^  434.  Si  ,  au  lieu  d'avoir  à  considérer,  comme 
on  l'a  supposé  pour  la  démonstration  de  ce  théorème  ,  une 
expression  fractionnaire  dont  le  numérateur  soit  d'un  degré 
supérieur  à  celui  du  dénominateur,  on  a ,  au  contraire , 

V 

une  fraction  —  ,  dont  le  dénominateur  Vj  ait  un  degré  su- 
périeur à  celui  du  numérateur  V,  en  nommant  R  le  reste 
de  la  division  de  Vi  par  "V ,  on  aura  Yi  =  \  Q  -H  R.  D'api  es 
cette  égalité  ,  lorsque  V  est  zéro  ,  Yi  et  R  ont  la   même 

V        V 
valeur  ^  donc  les  rapports       et  -  passent  en  même  temps , 

en  devenant  nuls,  du  négatif  au  positif  ou  du  positif  au 
négatif.  On  est  ainsi  ramené  au  cas  qui  a  été  examiné  dans 
le  n«  434. 

On  peut  aussi  prouver,  par  des  considérations  semblables 
à  celles  du  n°  433  ,  que  le  théorème  du  n"  434  ne  cesse  pas 

V 

de  subsister  quand  les  deux  termes  de  la  fraction  —  ont  un 

facteur  commun  algébrique,  pourvu  que  les  deux  nombres 
a  et  ê,   qu'on  doit  substituer  dans  les  fonctions  A  ,  A,. 
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Va  5  •••5  V,.,  soient  dilFérenis  de  toutes  les  valeurs  de  x 
qui  annulent  le  facteur  commun. 

6.  Quand  on  prend  un  contour  tel  que  l'équation 
f(x  -{-jr  y/ —  i^  :=^  XJ  H-  V  v^ —  1  =  o  soit  véHfiée  par  les 
coordonnées  d'un  de  ses  points,  le  théorème  de  M.  Caucliy 
est  soumis  à  des  modifications  pour  lesquelles  il  faut  avoir 
égard  à  la  forme  du  contour.  Mais ,  en  considérant  un  con- 
tour rectangulaire,  si  le  point  correspondant  à  l'une  des 
racines  de  l'équation  est  situé ,  par  exemple ,  sur  le  côté 

y  =:  b^les  deux  termes  de  la  fraction        ^  ,,  ?  ou  -/^  (.r,  è), 

ont  un  facteur  commun  qui.  est  rendu  nul  par  les  valeurs 
de  X  correspondantes  à  y  =  b,  ce  qui  fait  connaître  ces 
valeurs  de  x  ;  et  l'on  trouve  les  limites  des  autres  racines 
en  modifiant  la  valeur  j^'=  b. 

7.  M.  Sturm  a  fait  voir  qu'on  peut  considérer,  au  lieu 
d'un  contour  fermé,  une  droite  indéfinie  parallèle  à  l'un 
des  axes  des  coordonnées.  On  détermine  alors  le  nombre 
des  racines  auxquelles  correspondent  des  points  situés  d'un 
même  côté  de  cette  droite. 

Soit  la  droite  y=:b^  parallèle  à  l'axe  des  x.  On  fera 

y=b  dans  le  rapport  —  ;  l'excès  du  nombre  de  fois  que  ce 

rapport  passera  en  s'évanouissant  du  positif  au  négatif,  sur 
le  nombre  de  fois  qu'il  passera  en  s'évanouissant  du  négatif 
au  positif,  pour  les  valeurs  de  x  depuis  —  oo  jusqu^à  -f-  oo  , 
sera  égal  à  l'excès  du  nombre  des  racines  pour  lesquelles  le 
coefficient  de  v' — i  sera  plus  grand  que  Z>,  ou  auxquelles 
correspondront  des  points  situés  au-dessus  de  la  droite  y=b 
sur  le  nombre  des  racines  pour  lesquelles  le  coefficient  de 

\/ — I  sera  plus  petit  que  Z>,  et  auxquelles  correspondront 
des  points  situés  au-dessous  de  la  droite. 

Pour  une  droite  x  =  a^  parallèle  à  l'axe  des   y  y   si  le 
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degré  m  de  l'équaiion  est  pair,  on  fera  x=^a  dans  le  rap- 

U 
port  — -,  l'excès  du  nombre  de  fois  que  ce  rapport  passera 

V 

en  s'évanouissant  du  positif  au  négatif,  sur  le  nombre  de 
fois  qu'il  passera  en  s'évanouissant  du  négatif  au  positif, 
depuis  j'  =  —  00  jusqu'à  j  =z-[-co  ^  sera  égal  à  l'excès  du 
nombre  des  racines  qui  auront  une  partie  réelle  plus  petite 
que  a ,  sur  le  nombre  des  racines  qui  auront  une  partie 
réelle  plus  grande  que  a. 

Si  le  degré  m  de  l'équation  est  impair,  on  appliquera  la 

même  règle  en  prenant  au  lieu  du  rapport  —  le  rapport 
,  dans  lequel  on  fera  x  =  « ,  et  on  fera  ensuite  croître 

/  depuis  —  oo  jusqu'à  +  oo  . 

Cette  proposition  se  démontre  de  la  même  manière  que 
celle  qui  est  relative  à  un  contour  fermé  5  il  faut  seulement 
considérer  pour  les  deux  premières  règles ,   au  lieu  de  la 

V 

tangente  de  l'angle  P  exprimée  par  le  rapport  —  et  qui 

serait  nulle  aux  deux  limites,  la  cotangente  de  cet  angle 

exprimée  par  le  rapport  inverse  ~  ->  qui  devient  nulle  toutes 

les  fois  que  l'angle  P  devient  égal  à  un  multiple  impair  de 

l'arc  -•)  et  qui  passe  toujours  en  s'évanouissant  du  positif 

au  négatif  quand  Tangle  P  est  croissant,  et  du  négatif  au 
positif  quand  l'angle  P  est  décroissant. 

IV.  —  Sur  la  convergence  des  séries. 

1 .  Les  séries  présentent ,  sous  le  rapport  de  leur  conver- 
gence ,  une  particularité  remarquable.  Lorsque  la  conver- 
gence a  lieu  en  réduisant  les  termes  à  leurs  valeurs  nu- 
mériques   et   indépendamment   des   signes    dont    ils    sont 
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affectés ,  si  l'on  change  l'ordre  des  termes ,  de  manière 
que  chaque  terme  vienne  occuper  un  rang  déterminé ,  dif- 
férent de  celui  qu'il  occupait  d'abord,  on  formera  une  nou- 
velle série  qui  sera  encore  convergente ,  et  qui  aura  la  même 
somme  que  la  première.  Mais  lorsque  la  convergence  n'a 
lieu  que  par  l'effet  des  signes  des  termes ,  dont  les  valeurs 
numériques  formeraient  une  série  divergente,  il  peut  arri- 
ver, en  changeant  Tordre  des  termes  ,  que  la  nouvelle  série 
soit  divergente,  ou  que,  si  elle  reste  convergente,  la  somme 
soit  différente  de  celle  de  la  première  série  (*). 

2.  Soit  une  série  «o  5  t'i,  t'a  v  •  •  5  "«?  ^^^'  Désignons  les  valeurs 
numériques  des  termes  par  Uo,  Ui,  Uav?  U„,  etc.  Si  ces 
valeurs  numériques  forment  une  série  convergente,  le  reste 
R„,  ou  U,i  H-  U„^i  -f-  etc.,  deviendra  moindre  que  toute 
limite  quand  n  sera  sujïisamment  grand.  Supposons  que 
l'on  change  l'ordre  des  termes  suivant  une  loi  quelconque, 
et  soit  w^,  if^,...,  M,„,  etc.  la  nouvelle  série  produite  par  le 
changement  d'ordre.  On  pourra  prendre  un  nombre  i  plus 
grand  que /i,  et  assez  grand  pour  que  les  termes  I/o,  z/i,...,  w„, 
dont  la  somme  est  5„,  se  trouvent  tous  compris  dans  les  i 
premiers  termes  de  la  série  m^  ,  ^^^ ,  etc.  Représentons  par  s\ 
la  somme  de  ces  i  premiers  termes  -,  cette  somme  5'  pourra 
contenir,    outre  les   termes    qui   donnent   la    somme  5„, 
d'autres  termes  qui   se  trouvaient  compris   dans  la  suite 
«,o  ""+15  ^^^'  î  lïic^is  la  somme  de   ces  termes,  quels  que 
soient  leurs  signes,  sera  nécessairement  moindre  que  R„. 
Ainsi ,  on  aura  s'i  =  5„  -+-  0R„ ,  ô  étant  un  nombre  compris 
entre  o  et  i .  Or,  si  l'on  fait  croître  n  et  i  au  delà  de  toute 
limite,  SR,^  s'approchera  indéfiniment  de  o,  et  5„,  de  la 
limite  s.  Donc  s[   s'approchera  aussi  indéfiniment  de  la 
limite  s.  Donc  là  série  w^,  w^, ...,  u,^,  etc.,  est  convergente 
et  a  la  même  somme  s  que  la  série  Uqj  Mj  ,  î/,  v  •  ?  ^«  î  ^^^' 

{*)  .lournaL  de  M.  Liouvillc  (tome  IV,  piijio  '^çf^). 
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3.  Pour  montrer  que,  lorsque  la  convergence  a  lieu 
seulement  par  l'effet  des  signes,  la  transposition  des  termes 
peut  altérer  la  somme,  ou  rendre  la  série  divergente,  con- 
sidérons la  série 


Il       I        I        1 
'~2"^3~"4"^5~"6 


Prenons  successivement  deux  termes  positifs  et  un  terme 
négatif,  de  cette  manière 


I       1       I        I        I 
02574 


On  peut  former  cette  nouvelle  série  au  moyen  de  la  pre- 
mière, en  lui  ajoutant  celle  qui  résulte  delà  division  de 
tous  ses  termes  par  1,  En  effet,  si  l'on  partage  les  termes 
en  groupes  de  quatre  termes,  le  n'"""'  groupe  est 


I 


^n  —  3        ^n  —  2        ^n — i        ^n^ 

après  la  division  de  tous  les  termes  par  2,  en  groupant 
chaque  terme  avec  le    suivant,   le  n'^"'^  groupe  est 


1 


^n  —  2         ^n'' 
îa  somme  de  ces  deux  groupes   est 


4«  —  3       ^n  —  I         in 


et  si  l'on  fait  successivement  n=^i^  =2,  :=  3 ,  etc. ,  on 
obtient  les  groupes  successifs  de  trois  termes  de  la  série 


I        1 


I  -f-  ô H-etc.Soient52„et54„les  sommesdes  2/zetdes4'i 

3       2 

premiers  termes  de  la  première  série  ^  celle  des  2  n  premiers 

termes  de  la  série t -*- 7^  —  0 -•- ^^^'  sera  -  53,,,  et  la 

2       4       ^       <^  ^ 
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somme  des  3  n  premiers  termes  de  la  série  obtenue  par  la 

transposition  des  termes  sera  s,,„-\-  -  s^^-  Or,   si  Ton  fait 

croître  indéfiniment  le  nombre  n  ^  les  sommes  54  „  et  s^„ 

convergeront  vers  une  même  limite,  qui  est  li  (n^  534). 

I  3 

Donc  54„H-  -52„  convergera  vers  -li.  Ainsi  la  série 

I      I      I      I      I 

^  +  3-ï+5^7~4"^--" 

a  pour  somme  -il. 

4.  Par  un  autre  changement  dans  l'ordre  des  termes  de 
la  même  série,  on  pourra  obtenir  une  série  divergente; 
cela  aurait  lieu  si  l'on  prenait  alternativement  des  groupes 
de  termes  positifs ,  puis  de  termes  négatifs ,  dans  lesquels  le 
nombre  des  termes  croîtrait  par  degrés  et  indéfiniment ,  de 
manière  que  la  valeur  de  chaque  groupe  fût  toujours  plus 
grande  qu'un  nombre  donné  5  comme  le  groupe  ci-dessous , 
par  exemple , 

III  I 

-H __+—__  +  ... -1-^ , 

n       n  -\-  1        n  -\-  q.                   on  —  2 
dont  la  valeur  est  plus  grande  que  ^ et  par  consé- 

quent  plus  grande  que  :,• 

5.  En  considérant  la  série  convergente 

I  I  I 

y/a       v3       v4 

on  en  tire  encore  plus  facilement  une  série  divergente;  il 
suffit  de  prendre  alternativement  deux  termes  positifs  puis 
un  terme  négatif,  comme  il  suit: 

I  I  1  1  1 

iH —  —  'j=.-{--p-\ p —-+-.... 

\/3       V2       v5       V7       v4 
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En  elFet,  si  l'on  pose 

<) 

III  I  I  1 

f{n)—i --A — -■ -.  .  . 


\ll       sjZ       \/4  ^"^^ — ^       \lin—i 


1  n 


F(/z)  =  ï-t--— —  — H-...—  -h  +.  —-7=:) 

V3      sji  sjin — 2      v4« — 3      v4/2 — I       V2W 


il  viendra 

I 


Y[n)-f(n)  = 


v/2  «  +  I       y/2  «  H-  3  v/4  '^  —  I 

Le  second  membre  de  cette   égalité   est   plus   grand   que 
■  et  par  conséquent  plus  grand  que  -  y  w  ;  il  tend 

donc  vers  l'infini  en  même  temps  que  n.  Donc  il  en  est  de 
même  de  F(«)  — f[n) ,  et,  par  suite,  de  F(az)  ,  puisquey(7z) 
est  une  quantité  finie. 


FIN. 
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